CALCULO MULTIVARIADO

Autor: Danilo De Jesus Ariza Agamez

AREANDINA [ "GMNG

sitaria del Area Andin



Calculo multivariado / Danilo De Jesus Ariza Agdmez, / Bogota D.C.,
Fundacién Universitaria del Area Andina. 2017

978-958-5460-25-6

Catalogacion en la fuente Fundacién Universitaria del Area Andina (Bogota).

©2017. FUNDACION UNIVERSITARIA DEL AREA ANDINA
© 2017, PROGRAMA TRANSVERSAL
© 2017, DANILO DE JESUS ARIZA AGAMEZ

Edicion:

Fondo editorial Areandino

Fundacion Universitaria del Area Andina
Calle 71 11-14, Bogota D.C., Colombia
Tel.: (57-1) 7 42 19 64 ext. 1228

E-mail: publicaciones@areandina.edu.co
http://www.areandina.edu.co

Primera edicién: noviembre de 2017

Correccion de estilo, diagramacidn y ediciéon: Direccidon Nacional de Operaciones virtuales
Disefio y compilacion electrénica: Direccidn Nacional de Investigacion

Hecho en Colombia
Made in Colombia

Todos los derechos reservados. Queda prohibida la reproduccion total o parcial de esta
obra y su tratamiento o transmisién por cualquier medio o método sin autorizacién escrita
de la Fundacién Universitaria del Area Andina y sus autores.



CALCULO MULTIVARIADO

Autor: Danilo De Jesus Ariza Agamez

AREANDINA [ UMNG

sitaria del Area Andin



Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

33

34

35

58

59

60

74

75

76



Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

Introduccion
Metodologia

Desarrollo tematico

Introduccion
Metodologia
Desarrollo tematico

Bibliografia

95

96

97

110

111

112

128

129

130

145

146

147

158



" Unidad 1

Ecuaciones
paramétricas,
coordenadas

polares y secciones
conicas

Autor: Danilo de Jesus Ariza Agdmez

AREANDINA [ UMNG

Fundacién Universitaria del Area Andina



Introduccion

A través del desarrollo de la presente cartilla se introduce elementos preliminares, tales
como ecuaciones paramétricas, coordenadas polares y secciones cdonicas, los que en si
mismos son importantes objetos de estudio y adicionalmente en este curso se hace
fundamental su comprensién, bien sea en las cartillas restantes, en los videos presentados
como recursos de apoyo, en los ejercicios resueltos presentados en las lecturas
complementarias o como requisito para enfrentar los ejercicios de repaso.
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Recomendaciones metodoldgicas

Es claro que el estudiante tiene la total autonomia de desarrollar el estudio de las
tematicas de esta semana acudiendo a los recursos en el orden que lo desee, sin embargo
creemos que el acercamiento a los temas de ecuaciones paramétricas, coordenadas
polares y secciones cénicas, ofrecidos en este curso, se debe buscar inicialmente a través
de la cuidadosa lectura de esta cartilla, donde se presenta los conceptos y principios
basicos, lo que se puede complementar mediante la visualizacidon de video capsulasy la
revision de los ejercicios resueltos que se presentan en las lecturas complementarias,
teniendo siempre como referencia la cartilla misma. Luego de abordar los recursos antes
sefalados resulta conveniente afrontar los ejercicios de repaso a través de los cuales
usted puede validar sus avances en la incorporacién de los contenidos a su cimulo de
conocimientos.
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Desarrollo tematico

Ecuaciones paramétricas, coordenadas polares y secciones conicas

Calculo con ecuaciones paramétricas

En cursos de cdlculo diferencial y cdlculo integral los estudiantes han debido enfrentarse al
estudio de principios de calculo sobre funciones definidas principalmente en sistemas de
coordenadas cartesianas, esta primera parte de la cartilla de la Semana 1 extiende algunos
de estos principios al caso de expresiones definidas paramétricamente. Iniciamos su
estudio presentando los conceptos asociados a ecuaciones paramétricas.

Ecuaciones paramétricas de una curva en el plano

Se sabe que una curva en el plano xy se puede considerar como la trayectoria seguida por
una particula en el plano, es claro que no toda curva plana C esta asociada a una funcion
de dos variables, pero si se puede expresar en términos de una tercera variable t
mediante dos funciones continuas:

x = f(t), y=gt) tel (1.1

Las ecuaciones dadas en (1.1), que definen parejas (x, y) en términos de un parametro t
gue toma valores de un intervalo I, se conocen como ecuaciones paramétricas de la curva
C. Frecuentemente se asocia el tiempo con la variable t, en cuyo caso las coordenadas
(x,y) de la posicion de la particula en el tiempo t estan dadas por la pareja (f(t), g(t)).

Un detalle importante es que si es posible eliminar el pardmetro de una de las ecuaciones
paramétricas, se puede hallar una expresion algebraica que relacione las variables x, y.

Ejemplo 1.1: dibujar la curva definida por las ecuaciones paramétricas:

x = t?, y=t—1, ¢t€R
Solucién: Nos valemos de la siguiente tabla de valores de ¢, x, y en la que asignamos
valores arbitrarios a t.

t |[-3|-2|-1] 0 |1]2]3
x| 9 4 11011419
y |-4]-3|-2|-1[{0]|1] 2

Tabla 1.1: representacién tabular de la curva del ejemplo 1.1
Fuente: Propia.
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La tabla muestra que las parejas (9, —4), (4, —3), (1,-2), (0,—1),(1,0),(4,1),(9,2) son
ejemplos de parejas (x,y) que hacen parte de la curva.

Podemos hallar la expresion algebraica que relaciona las variables x, y eliminando el
pardmetro t a partir de las ecuaciones paramétricas.

Dey =t — 1setienet =y + 1, al eliminar t en x = t? se obtienex = (y + 1)? o
y = +/x — 1. La figura 1 muestra el bosquejo de la representacion gréfica.

<
h 4

-4

Figura 1: Grafica de la curva del ejemplo 1.1
Fuente: Propia.

Derivada de expresiones definidas paramétricas

Silas funciones x = f(t), y = g(t) t €I, que definen paramétricamente a una curva,
son derivables en t, la curva es derivable en t, si ademas de lo anterior y es una funcidn

derivable respeto a x, es decir, para y = y[x(t)] existe la derivada y' = Z—Z. Al aplicar el

principio de derivacién de funciones compuestas, o regla de la cadena, se tiene la
siguiente relacion.

dy dy dx
dt  dx dt

dx .y . . s . dx
Para casos en que s 0, dividiendo cada miembro de la ecuacidn anterior por p
obtenemos la expresion paramétrica de la primera derivada (y') de y respecto a x.

d @

I __ y_ dt

Ve T 12
dt
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Si ademas y es una funcién de x, doblemente derivable podemos hallar la segunda

. d? . L. ,
derivada d_szl a partir de la ecuacion (1.2) asi:

d ay
d—y = %, entonces:
a
ey _dle| &@) @ -&@) @
dx? dx |4 dx)2
a (%)
ety _w(@) (@)@ @) _«@) @ -20@)
- &) &)
dt dt
y_w(@)-E)-0_ 2@ o
2 d
ax’ (%) (&) =

. d . .
Sustituyendo d—z por y'se obtiene finamente:

dy’
d?y i
axz - e (13)
dt

Ejemplo 1.2: parat = g, hallar la pendiente de la recta tangente a la curva definida por

las ecuaciones paramétricas:

T T
X = sect; y = tant; _E<t<§

Solucion: La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto dado corresponde al
d . . g T .
valor de ﬁ en el punto de tangencia, usando la ecuacién (1.1) con t = S se tiene:

dy x
_ Yy _ar __sec’t :sect:SEC(;):\E:\/E
dx %  sect.tant tant tan(%) 1
dt 7

m
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Ejemplo 1.3: dadas las ecuaciones paramétricas x = t2;y = t3 — 2t,

Hallar la expresion paramétrica de la segunda derivada de y con respecto a x.

Solucion: Las ecuaciones (1.1) y (1.2) indican que:

dy dy
4 2
Y = ay _a a°y _Tac
dx &’ dx? ax
dt dt
En este caso tenemos:
dy 2
y, _ Q _ @ _ 3t —2
dx & 2t
dt

Derivando y’ con respecto a t se encuentra que:

dy’  (60)(2t) - ()(3t2—2) 12t2—6t>+4 3t2+2

dt 42 4¢2 2t2
Por tanto:
dy' 3t%42
2 2
dyzdtZZt2 _ 3 +2
dx?z  4x 2t 4¢3
dt

Integral de una funcidon definida paramétricamente

La integral definida de una funcién y = h(x) en un intervalo [a, b] dada por:

Lbydx = fbh(x)dx

a
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Si las variables x, y se pueden definir en términos de un tercer parametro t, mediante
x=f(); y= g(t),setiene dx = f'(t)dt y la integral anterior se puede expresar
paramétricamente como:

b ty
[ yax=[yoroe as

0

Donde t,, t; son valores asociadosax = ay x = b, es decir, f(ty) = avy f(t,) = b.

Ejemplo 1.4: Hallar la integral de una funcién y(x) definida por las ecuaciones
paramétricas

x = cos3t; y=sendt;t €0, g]

.z . s .
Solucién: Parat = 0; x, = 1 mientras que parat = o X = 0, entonces la integral

X1 1
I = f ydx = f ydx
Xo 0

De x = cos3t se tiene dx = —3cos?t. sentdt, por tanto, usando como limites de
integracidn los respectivos valores del parametro t, encontramos que:

pedida corresponde a:

1 0
2

I =f ydx = —3[ sen3t.cos?t. sentdt = 3[ sen*t.cos?tdt
0 z 0

2

De la identidad: cos2t = cos?t — sen?t se tiene:

cos2t = cos?t —sen’t = 1 — sen®t — sent = 1 — 2sen’t

. 1 — cos2t
sen‘t = ——
2
. 1 — cos2t\?
sen*t = (—)
2
. cos2t +1
cosTt = (T)
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Entonces:
1 3 3 (2
= f ydx = 3[ sen*t.cos?tdt = §f (1 — cos2t)?. (cos2t + 1)dt
0 0 0
3 (2
I = §f (1 — 2cos2t + cos?2t). (cos2t + 1)dt
0

3 T
I = gJ‘z(cosZt — 2c0s%2t + cos32t + 1 — 2cos2t + cos?2t )dt
0

3 (2
I = §f (1 — cos2t — cos?2t + cos32t)dt
0

3 [z 7 7
—[f (1 —cosZt)dt—f cos?2tdt +f cos32tdt |
0 0

8 0

3/, 1 1/ 1 1 1 .
3 [(t - EsenZt) — E(t + ZsenZt) + > (sen2t — 3 Sen t)]o
3[/m 1/ 1
25[(5_0_0_0)_E(E_O_O_O)+E(0_O_O+O)]

g ORI ORGIEHGIE

Expresidon paramétrica de la longitud de una curva

La aplicacién de la integral definida al calculo de longitud de arco, de la curva de una
funcidn, establece que para una funcién y = f(x), la longitud de la curva en el intervalo
[a, b] estd dada por:

szmdxzfab f1+ [%]de (1.5)

Si la curva se puede definir en términos del pardmetro t mediante las ecuaciones
x = g(t); y = h(t), encontramos que dx = g'(t)dt y usando la ecuacién 1.2 tenemos:

oy g W) o T [RET
J00 =y == a = gy enenees (0] |z = [g’(x)
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Remplazando en (1.4) encontramos que:

L=Lb\/mdx=fabmdx=f:

. ftl [g@] + [h'(x)]2
2 lg'col’

[9'(D)]? dt

Con lo que finalmente se tiene:

O i o [ T s

Donde ty y t; son los valores asociadosa x = ay x = b, es decir, g(t,) = ay g(t;) = b.
Un detalle importante es que aunque la ecuacién (1.5) se deduce de la longitud de arco de
la curva de una funcién, se aplica también al caso de curvas definidas paramétricamente
sin importar que no correspondan funciones.

Ejemplo 1.5: aplicar la ecuacidn (1.5) para hallar la longitud de arco de la curva definida
por las ecuaciones x = 5cost; y = 5sent en el intervalo [0, 27].

Solucion:

x = 5cost; y = 5sent

dx _ =t N dy — ccost
i sent; i cos
dx]’ L [dy] ,
l—dtl = 25sen“t; l—dtl = 25cos“t
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Entonces:

21 21

L= \ 25cos?t +25sen?t dt = \ 25(cos?t +sen?t) dt

0 0
2T

L= 5dt =502n) =10n
0

Se puede observar que la curva dada corresponde a una circunferencia de radio 5y
efectivamente la longitud de la misma es el producto de 2 y el radio. La figura 2 muestra
la curva correspondiente.

x = 5cost

-5

-6

Figura 1: Grafica de la curva definida por las ecuaciones paramétricas del ejemplo 1.5
Fuente: Propia.

Sistema de coordenadas polares

Quiza para el estudiante la forma mds conocida de representar un punto en el plano o en
el espacio sea a través de un sistema cartesiano de coordenadas, sin embargo existen
diferentes sistemas de coordenadas entre los que se encuentra las coordenadas polares.

P(x,y) = P(r,0)

y =1rcos0

X =TCcos

Figura 2: Representacion de un punto en coordenadas polares
Fuente: Propia.
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La figura 3 muestra un punto P(x,y) en el plano cartesiano y el segmento que une (x,y)
con el origen del sistema. También sugiere la figura que el punto (x,y) se puede definir
en términos de la longitud r del segmento y el dngulo 8 formado por el radio y el semieje
positivo x, es decir, se tiene un punto P(r, 8). Esta forma de expresar un punto del plano
corresponde a las coordenadas polares. La relacidn entre coordenadas polares y
coordenadas cartesianas esta dada por el siguiente conjunto de expresiones.

X =1rcosf; y=rcos0; r*=x*>+ y? tan@ =§ (1.7)

Es importante tener en cuenta que a un Unico punto (x,y) no le corresponde una sola
pareja de coordenadas polares, en realidad tiene infinitas parejas de estas, una por cada
giro que pasa por el punto.

Ejemplol.6: la expresion (x + 3)2 + (y — 4)? = 16 corresponde a una circunferencia
con centro en (—3,4) y radio r = 4. Hallar la ecuacién en coordenadas polares.

Solucion: a partir de la ecuacién dada se tiene:
(x+3)?%+ (y—4)?=16

x> +6x+9+y*—-8y+16=16
x24+6x+94+y>—-8y=0
x2+y?+6x—8y+9=0
Sustituyendo x = rcos,y = rsenf; r? = x? + y?, segln la ecuacién (1.7), se tiene:
72 + 6(rcosf) — 8(rsenf) + 9 =0 0 r? + 6(cos8)r — 8(send)r +9 =0
72 + [6(cosf) — 8(senB)]r +9 =0

Ejemplo 1.7: hallar la expresién cartesiana correspondiente a 72 = 5rsen6

Solucion: Usando las equivalencias de las ecuaciones (1.6) se tiene:

r? = 5rsend; x% + y? = 5y; x2+y2—-5y=0
2 2
x2+y2—5y+(5> =(§> x2+yz—5y+§=2—5
2 2) "’ 4 4
2
2 4

. . 5 . 5
La cual corresponde a la circunferencia con centro en (0, E) yradior = >
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Graficas en coordenadas polares

Asi como al realizar gréficas en el plano cartesiano aprovechamos propiedades de la
funcidn con el fin de simplificar el proceso, en coordenadas polares también se puede
hacer uso de caracteristicas especificas relacionadas con simetrias y tangentes.

Simetria en coordenadas polares

Para mayor comprensidn de los principios relacionados con simetria en coordenadas
polares, conviene revisar los conceptos en coordenadas cartesianas. En esta seccion nos
apoyamos en la figura 4 para presentar un resumen de las condiciones para que se dé
simetria respecto a x, respecto a y y respecto al origen.

Y Y
(r,0)
(r,m—0) (7;'9) (,0)

L

(r,m+0)

(r, 79)

(c)

(@)

Figura 3: llustracion de simetria en coordenadas polares

Fuente: Propia.

* Simetria respecto al eje X: una grafica en coordenadas polares es simétrica respecto al eje
X si siempre que el punto (r, 8) esta en la curva, el punto (r, —8) también esta.

* Simetria respecto al eje Y: una grafica en coordenadas polares es simétrica respecto al eje
Y sisiempre que el punto (r, ) esta en la curva, el punto (r, T — 8) también esta.

* Simetria respecto al origen: una grafica en coordenadas polares es simétrica respecto al
origen si siempre que el punto (r, ) esta en la curva, el punto (r, 8 + ) también esta.

Ejemplo 1.8: graficader = 1 — cosf en [0, 2]

Puesto que cos (—8) = cos8 se tiene que sin punto (r, 8) estd en la curva, también estd el
punto (r, —0) lo que implica que la curva es simétrica respecto al eje X, con lo cual
podemos realizar célculos para trazar la gréfica en [0, ] y luego aplicar la simetria. La
tabla adjunta indica valores correspondientes a algunos puntos de la curva mostrada en la
en la Figura 5 a.
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Figura 4: grafica de 1-cos6. En (a) se grafica en [0,11] en (b) se aplica simetria respecto a X para
obtener la curva en [0,21]
Fuente: Propia.

Pendiente de la tangente a una curva en coordenadas polares

El equivalente cartesiano de la pendiente de la tangente a una curva en un punto dado

. d . . . . -
equivale al valor que toma d—z en dicho punto. Si consideramos una funcion f definida
paramétricamente como:

x =rcosf = f(60).cosO; y = rsenf = f(6)sen6, de donde se encuentra que

dx d

— = E(f(e).cose) = %cos@ — f(0).senb

dy _ d _af
—5 = 25 S (0).senb) = —senb + f(6).cosO

Entonces, en el punto (7, 8), la pendiente de la recta tangente a la curva estd dada por:

d
d_y _ é _ f'(8).senb + f(0).cosb o d_x L0 (18)
dxl e % f'(6).cos6 — f(0).senb ) dé '

En el caso particular que la curva de r = f(6) pase por el origen cuando 8 = 6, se da que
el valor de f(6,) es 0, con lo que resulta:
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dy _ f'(0).senb,

dx =N o —tanb 1.9
dxle,) f'(0).cosb, o (1.9

Calculo de longitudes en coordenadas polares

Si se tiene una funcidonr = f(0) entre 8 = 6,y 6 = 6, podemos expresar la curva
paramétricamente mediante x = f(6).cos60; y = f(0)sen6 con 8, < 6 < 6, aplicando
la ecuacién 1.5 con t = 6 encontramos:

01 | rdx1®  dyt?
L—LO qal * [zl

Si ademas tenemos en cuenta que x = rcosf;y = rsenf, vemos que

dx dr dy dr

0= Ecos@ —rsenf y a0 = Esen@ + rcosf

Con lo que finalmente se tiene:

01 dr 2 dr 2
L= LO Ecos@ — rsenH] + [Esenﬂ + rcos@] de

2

dr\? dr dr dr
(—) cos?0 — 2 Ecos@sene + (rsenf)? + (E) sen?0 + 2 EsenBcosQ + (rsen6)? do

61 dr 2 dr 2
= -f (—) cos?0 + (rsenf)? + (—) sen?0 + (rsenf)? d6
6, \ \df ae

01 dr\?
= -f (%) (cos?0 + sen?0) + r?(cos?0 + sen?H) db
0o

2

61 dr
—_ 2
feo (de) +r2de  (1.10)
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Secciones cOnicas

Si tomamos un cono doble y lo cortamos con un plano, de diferentes orientaciones, los
cortes producidos pueden corresponder a un importante conjunto de curvas conocidas
como secciones conicas, (ver figura 5) estas curvas son especificamente la circunferencia,
la elipse, la parabola y la hipérbola. Esta parte la dedicamos a una breve descripcién de la
pardbola, la elipse y la hipérbola desde el punto de vista de su representacion cartesiana,
nos interesa en cada caso contar con una expresion algebraica que caractericen cada una
de las curvas, esta expresion es precisamente la ecuacidn cartesiana.

Generatriz Generatriz Generatriz

1 CGeneratriz

Circunferencia Hipérbola

Elipse

Paribola

Figura 5. Corte de dos conos coaxiales de vértice comun cortados por plano para producir
secciones conicas
Fuente: http://www.infoymate.es/wiris/wiris/conicas/images/SeccConi.png
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Parabola con vértice en el origen

La parabola se define como el conjunto de puntos del plano que se encuentran a igual
distancia de un punto fijo, denominado foco, y una recta fija llamada directriz.

_—-"'-l)

Directriz: y = —p O(x,

Figura 6. Conjunto de puntos equidistantes de un punto fijo y una recta fija
Fuente: Propia.

A partir de la definicion se puede hallar la ecuacion de la pardbola cuyo foco se encuentra
en una linea perpendicular a la directriz, esta recta que contiene el foco se llama eje de la
parabola. (Ver figura 6). Asumiendo que el foco es el punto F(0,p), que la directriz
corresponde a larectay = —p y que el punto P(x, y) es cualquiera de los puntos de la
pardbola, por definicién se debe cumplir que la distancia PF equivale a la distancia PQ,
con lo que se tiene:

Jax—02+ @ -p?=yx—-x?%+@—(-p)?
x—=02+y-p)P=x-x)?*+ - (-p)?

Lo que luego de simplificar conduce a la siguiente expresiéon conocida como forma
canodnica de la ecuacién de la parabola.

x% = 4py (1.11)

Se conoce como vértice de la pardbola el punto donde la curva corta su eje. En el caso de
la pardbola x? = 4py cuyo eje es el eje Y, el vértice es el punto (0, 0), mientras que la
distancia entre el vértice y el foco es lo que se conoce como distancia focal, en este caso la
distancia focal es |p|. Notamos en la figura que si p es un nimero negativo, la parabola
abre hacia abajo, es decir, el vértice es el punto donde la pardbola alcanza el mayor valor
de y.
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Para la parabola cuyo eje es el eje x, vértice V(0,0) y el foco es el punto F(p,0) y la
directriz es la recta x = —p, la respectiva ecuacion es:

y? = 4px (1.12)
La demostracion de (1.12) se recomienda como ejercicio de repaso al estudiante.
Parabola con vértice en un punto (h, k)

La parabola con vértice en el origen y cuyo eje es el eje X es una situacién particular del
caso mas general en que el eje es paralelo al eje X, pero el vértice es otro punto (h, k).
Tal como lo sugiere la Figura 8, esto corresponde a una traslacion h unidadesen xy k
unidades en y de cada punto asociado a la curva.

y

Foco(l,k+p)

ertice(h,k)

\ X

Directriz y=k-p

Figura 7: llustracion de parabola con vértice en un punto (h, k).
Fuente: http://www.monografias.com/trabajos82/trabajo-conicas/image003.png

Del tema de transformaciones sobre curvas, se sabe que una traslacién horizontal h
unidades y una traslacién vertical k unidades corresponden respectivamente a la
sustitucion de x por (x — h) y y por (y — k) en la expresidn algebraica de la curva
original, lo cual indica que la ecuacién candnica de la pardbola con vértice en (h, k) y eje
paralelo al eje X es:

—k?=4px-h) (113)

En este caso la ecuacion de la directrizesx —h=—p o x=h—p
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De manera analoga se llega a que la ecuacidn candnica de la pardbola con vértice en (h, k)
y eje paralelo al eje Y es:

(x—h)?=4p(y—k) (1.14)
La directrizesenestecasoy—k=—-p o y=k—p

Ejemplo 1.10: escribir la ecuacién de la parabola x? + 2x — 4y + 13 = 0 en forma
canodnica, también hallar las coordenadas de vértice y de foco, asi como la ecuacion de la
directriz.

Solucién: completando al cuadrado en la variable x, tenemos:
(x2+2x+1)—4y+13-1=0
(x+1)%2—-4y+12=0
(x+1)?%=4(y-3)

Lo cual es una expresién de la forma (x — h)? = 4p(y — k), que precisamente
corresponde a la ecuacién de una parabola con vértice en el punto (h, k) = (—1,3) yeje
paralelo al eje Y. Siendo 4p = 4 se tiene que p = 1, con lo cual encontramos que el foco
eselpunto F(h,k +p) = F(—-1, 3+ 1) = F(—1, 4), mientras que la ecuacion de la
directriz esta dada por y = k —p oy = 2. Nétese que si el vértice de la parabola fuera
el punto (h, k) = (0,0), la respectiva ecuacién seria x? = 4y, con lo cual el foco seria el
punto F(h,k +p) = F(0, 0+ 1) = F(0, 1)y la ecuacion de la directrizseriay =k —p
oy = —1. Las graficas correspondientes se muestran en la figura 9.
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Figura 8. Curvas de las parabolas del ejemplo 1.10
Fuente: Propia.
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Elipse con centro en el origen

La elipse se define como el conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos llamados focos es constante. A la recta que contiene los focos se le denomina
eje focal, el punto medio de la distancia entre los focos es el centro de la elipse y los
puntos donde la curva corta al eje focal se llaman vértices.

Centro
I"z( C, () )

Figura 9 Conjunto de puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos es constante
Fuente: Propia.

Elipse con centro en (0, 0) y eje coincidente con el eje X

Para deducir la ecuacion de una elipse con centro en (0,0), focos F;(—c,0) y F,(c, 0),
consideramos un punto cualquiera P(x,y) sobre la curva (ver figura 9). A partir de la
definicidn se tiene que la suma de las distancias PF; y PF, es igual a una constante que
denotamos como 2a, por lo tanto:

\/(x+c)2+(y—0)2+\/(x—c)2+(y—0)2=2a

JE+o)2+y2+(x—c)2+y2=2a

WG+ o7 +57] = [2a—G= o7 +57]

x2+2cx +c? +y? =4a? —4a\/x? —2cx + c2 +y2 + x% — 2cx + c? +y?

2cx = 4a? — 4a/x? — 2cx + c? + y? — 2cx

4ex = 4a? — 4aJx? — 2cx + c% + y?

cx —a? = —ay/x? — 2cx + c2 + y?
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(cx — a?)? = a?[x? — 2cx + c? + y?]
c?x? — 2a%cx + a* = a?[x? — 2cx + ¢? + y?]
c?x? 4+ a* = a?[x? + c? + y?]

c?x? + a* = a’?x? + a%c? + a?y?

L x%(a? — c?) a?y?
T a?(a? —c?)  a?(a?-c?)
.XZ y2

+——==1
aZ (aZ _ CZ)
Dado que la distancia 2a = PF; + PF, es mayor que la distancia 2c entre los focos, se
tiene que 2a > 2c¢,a > c y por tanto a® — ¢? > 0, si hacemos a® — ¢ = b?, llegamos a la
ecuacién de la elipse con centro en (0,0) y focos (—c, 0), (¢, 0) que se muestra a
continuacion y que se conoce como forma candnica.

x2 yZ
Stz =1 (1.15)

2
. . X . . .
Siy =0, se tiene que pri 1, con lo cual x = +a, lo que indica que la curva corta al eje en
los puntos (—a, 0) y (a, 0), estos son precisamente los vértices de la elipse.

Elipse con centro en (0, 0) y eje coincidente con el eje Y

Si los focos de la elipse son los puntos (0, —¢) y (0, ¢), es decir el eje focal es el eje y,
mediante procedimientos similares a los anteriores se llega a la siguiente ecuacion.

XZ y2

B2 + P 1 (1.16)

En este caso las coordenadas de los vértices son (0, —a) y (0, a). El andlisis de ambas
ecuaciones muestra que la elipse es simétrica respecto al origen, respecto al eje X y

respecto al eje Y.
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Ejemplo 1.11: escribir en forma candnica la ecuacién de la elipse 16x2 + 25y2 = 400,
hallar también las coordenadas de los vértices y de los focos.
Solucidn: dividiendo por 400 cada término de la expresidén dada se encuentra que tiene:

2 2

x= -y
4+ =1
25 16
Lo que corresponde a una expresion de la forma:
2 2
x= -y
2 =1

Que es la ecuacion de una elipse con centro en (0,0), eje coincidente con el eje X y donde
ademds a? =25, b2=16 y ¢? =a? — b? = 25— 16 = 9. Teniéndose entonces que
a=05; b=4yc =3, conloqueencontramos que las coordenadas de los vértices son:
(—a,0) = (=5,0)y (a,0) = (5,0), las coordenadas de los focos son (—c,0) =

(—=3,0)y (¢,0) = (3,0). La figura 11 muestra la grafica de la elipse, los vértices y los
focos.

Figura 10: Grafica de la elipse del ejemplo 1.11
Fuente: Propia.
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Hipérbola con centro en el origen

La hipérbola se define como el conjunto de puntos del plano cuya diferencia de distancias
a dos puntos fijos llamados focos es constante. A la recta que contiene los focos se le
denomina eje focal, el punto medio de la distancia entre los focos es el centro de la
hipérbola y los puntos donde la curva corta al eje focal se llaman vértices.

7\‘

A
X =-a

F (-, 0) 0

Figura 11. Conjunto de puntos del plano cuya diferencia de distancia a dos puntos fijos es
constante
Fuente: Propia.

Hipérbola de centro en (0, 0) y eje coincidente con el eje X

Para la hipérbola con centro en (0,0), focos F; (—c, 0) y F,(c, 0), consideramos un punto
cualquiera P(x, y) sobre una de las ramas de la curva, (ver figura 11) en este caso la
definicién indica que la diferencia de las distancias PF; y PF, es igual a una constante que
denotamos como +2a, por lo tanto, la ecuacidn de esta hipérbola se deduce a partir de la
siguiente expresion:

Jax+o)2+@—-02—(x—c)2+(y—0)2 =+2a

Aplicando procedimientos algebraicos similares a los realizados para deducir la ecuaciéon
de la elipse, se puede hallar la ecuacién en forma candnica de la hipérbola cuyo eje focal
es el eje X, su centro es (0, 0) y sus focos son los puntos F; (—c, 0)y F,(c, 0). La ecuacion
correspondiente es la (1.x), pero su demostracién se deja como ejercicio recomendado
para el estudiante.
2 2
%—Z—Zzl; con c¢?=a?*+ b? (1.17)
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Siy = 0, se encuentra que x = %a, lo que indica que los vértices de la hipérbola son los
puntos (—a,0) y (a, 0)

Hipérbola de centro en (0, 0) y eje coincidente con el eje Y

Si el eje focal es el eje Y, los focos serdn entonces los puntos (0, —c) y (0, c), los vértices
son los puntos (0, —a) y (0, a) y la respectiva ecuacion candnica es:
2 2
y X — . 2 _ 42 2
ﬁ_ﬁ_l' con c“=a“+b (1.18)
Ejemplo 1.12: escribir en forma candnica la ecuacion de la hipérbola 9y% — 16x% = 144y
hallar las coordenadas de los vértices y de los focos.

—= 144 + 16x2

Solucion: dividiendo por 144 cada término de la expresién encontramos.

2 2

yooox

16 9

Que es la ecuacién de una hipérbola con centro en (0,0), eje coincidente con el eje Y y
donde ademdas a? =16, b>=9 y ¢? =a?+ b? =16+ 9 = 25.Conlo que
encontramos a = 4; b = 3y c =5, teniéndose entonces que las coordenadas de los
vértices son: (0,—a) = (0,—4) y (0,a) = (0,4), las coordenadas de los focos son
(0,—c) = (0,—-5) ¥y (0,c) = (0,5). La figura 13 muestra la gréfica de la curva.
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Figura 12: Grafica del ejemplo 1.12
Fuente: Propia.

Elipse e hipérbola con centro en un punto (h, k)

Razonamientos similares a los que nos permitieron escribir las ecuaciones candnicas de la
parabola con vértice en (h, k) nos indican que las ecuaciones, vértices y focos de elipse e
hipérbola con centros en (h, k) y eje paralelo al eje X o al eje Y son las que se presentan
en los siguientes numerales.
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Elipse con centro en (h, k) y eje paralelo al eje X

Ecuacién

(xt+h)? | (r-k)®

vt = 1 (1.19)
Vértices: (h—a, k)y(h+a, k)
Focos: (h=c, k)y(h+c k)

a’ = b+ ¢?

Elipse con centro en (h, k) y eje paralelo al eje Y

Ecuacién
(x-h)? | (r-k)*

2 = = 1 (1.20)
Vértices: (h, k—a)y(h, k+a)
Focos: (h, k=c)y(h, k+0)

a’ = b%+ ¢?

Hipérbola con centro en (h, k) y eje paralelo al eje X

Ecuacién

(x-h)? _ (r-k)*

T T = 1 (1.21)
Vértices: (h—a, k)y(h+a, k)
Focos: (h=c, k)y(h+c k)

c?=a’+ b?

Hipérbola con centro en (h,k) y eje paralelo al eje Y

Ecuacién

-n? _ (x-k)*

T = 1 (1.22)
Vértices: (h, k—a)y(h, k+a)
Focos: (h, k=c)y(h, k+c¢)

c?=a’+ b?

Se recomienda al estudiante remitirse a la seccién Lecturas complementarias de esta
semana 1 donde se encuentra un conjunto de ejercicios resueltos sobre pardbola, elipse e
hipérbola con centro en un punto (h, k). Es importante atender esta recomendacién ya
que el quiz de la semana 2 asi lo demanda.
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Introduccion

Continuando con la presentacién de conceptos basicos para el posterior desarrollo de
principios de calculo multivariado, en esta cartilla se hace una introducciéon de los
conceptos del contexto de cantidades vectoriales, que al igual que los temas de la cartilla
anterior, en si mismos son importantes objetos de estudio, mas aun cuando se relacionan
con principios de cdlculo como los que se trataran en las siguientes semanas. Su clara
comprensién se hace necesaria en el aprovechamiento de los diferentes recursos
adicionales dados en esta cartilla y en las de las semanas posteriores.
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Recomendaciones metodoldgicas

Se recomienda al estudiante que inicialmente acuda a la lectura de esta cartilla como
elemento de acercamiento o refuerzo a la tematica relacionada con vectores, las
diferentes operaciones entre ellos y su respectivo significado, que luego de ello dedique
parte de su tiempo a la visualizacién de video capsulas y la revisién de los ejercicios
resueltos que se presentan en las lecturas complementarias, teniendo siempre como
referencia la cartilla misma, a la que puede regresar las veces que lo considere necesario.
Luego de analizar los contenidos de los recursos antes indicados conviene tratar de
desarrollar los ejercicios de repaso a través de los cuales usted puede verificar sus avances
frente a los conocimientos puestos en juego.
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Desarrollo tematico

Cantidades Vectoriales

Sistemas de coordenadas espaciales

La mayor parte de los contenidos estudiados en cursos previos de matematicas y cdlculo
se apoyan en el uso de sistemas de coordenadas en un plano, teniéndose por ejemplo el
sistema bidimensional de coordenadas cartesianas, con base en el cual se representa un
punto en un plano. En el ambito de funciones, el plano cartesiano se usa también para
representar graficamente una funcidn real de variable real, que relaciona de dos variables,
sin embargo son muchas las situaciones matematicas que relacionan tres o mas variables,
de las cuales se resalta aquella en la que se debe ubicar un punto en el espacio
tridimensional, para lo cual se requiere un sistema de coordenadas de tres dimensiones.

Al representar un punto en el plano cartesiano lo hacemos con base en sus coordenadas
(x,y), para la ubicacién de un punto P en el espacio se hace uso de sus coordenadas
(x,¥,2) y un sistema de tres ejes coordenados perpendiculares entre si en un mismo
punto, llamado origen del sistema. (Ver figura 1). Los valores de la coordenadas x, y, z
respectivamente corresponden a las intersecciones de los planos perpendiculares a los
ejes X, Y, Z que pasan por P

Figura 1: Representacién de la ubicacién de un punto en el espacio
Fuente: Propia.

Las coordenadas cartesianas (x,y, z) de un punto P en el espacio, como se puede ver en
la figura 1 son los valores en los cuales los planos que pasan por P, cortan
perpendicularmente a los ejes X, Y, Z, por lo que también se les llama sistema de
coordenadas rectangulares. A cualquier punto que se encuentre sobre algunos de los ejes
le corresponde cero como valor asociado a los otros ejes, es decir los puntos sobre el eje
X tienen coordenadas (x, 0, 0), los ubicados sobre el eje Y tienen coordenadas (0, y, 0),
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mientras que los ubicados sobre el eje Z, tienen coordenadas (0, 0, z). ¢ Cudles seran las
coordenadas de puntos ubicados sobre los planos XY, XZ,YZ?

Tal como lo sugiere la visidon en perspectiva de la figura 2, el corte de los planos
XY,X7,YZ da lugar a una divisién del espacio tridimensional en ocho regiones, cada una
de ellas es un octante del espacio.

Figura 2. Los cortes de 3 planos mutuamente perpendiculares dividen el espacio en octantes
Fuente: Propia.

Distancia entre dos puntos en el espacio XYZ

Dados los puntos del espacio P; (x1, ¥1,21) Y P2 (%2, V2, Z;), podemos hallar la distancia
d(P;, P,) entre ellos mediante la siguiente expresion en términos de los valores de sus
coordenadas.

d(Py, P,) = \/(xz —x1)%+ (V2 —y1)? + (22 — 21)? (2.1)

Se recomienda al estudiante realizar el ejercicio de repaso consistente en demostrar la
expresidon dada en la ecuacion 2.1, esta es una extension de la expresidn para el caso de
dos dimensiones y se basa en el uso del teorema de Pitagoras.

Ejemplo 2.1: hallar la distancia entre los puntos del espacio cuyas coordenadas son:
Pl(_z, 2, 0) y Pz(l, 3, 2).
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Solucioén: sustituyendo en la ecuacion (2.1) los valores x; = =2; y; = 2; z; =0y
x, =1; y, = 3; z, = 2, hallamos la distancia entre los puntos dados, como se muestra
seguidamente:

d(Py, Py) = \/(Xz —x1)%2+ (V2 —y1)* + (22 — 21)?
d(Py,P;) =y (1 — (—2))? + (3 - 2)2 + (2 — 0)?
d(P,P) =32+ (1)2+(2)2=V9+1+4=+14

Ecuacion de una esfera

La ecuacion de una circunferencia de radio r y centro en un punto (h, k) en el plano XY
corresponde a (x —h)? + (y — k)? = r?, si en lugar de pensar en una circunferencia
pensamos en una esfera, se tiene que esta ultima el conjunto de puntos (x, y, z) del
espacio que se encuentran a una distancia r del centro de la esfera. Se puede extender la
expresién de la ecuacién de la circunferencia para incluir la variable z y escribir a
continuacion la ecuacion de la esfera con centro en el punto C(xg, Yo, Zo) Yy radio r.

(x —x0)* + (v —¥0)* + (z — 2p)* =17 (2.2)
Ejemplo 2.2: hallar la ecuacién de la esfera de radio 5 y centro en el punto (1, -2, 0).

Solucidn: con los valores dados y el uso de la ecuacidén (2.2) se tiene que la ecuacién de la
esfera estd dada por:

(x—=%0)* + (V= y0)* + (z—20)* =717
(x—12+(@y+2)?2+(z—-0)?%2=25

La que se puede escribir de forma general mediante el desarrollo de los cuadrados de
binomio.

x2—2x+1+y*+4y+4+4+22=25

x2+y2+2z2-2x+4y—20=0
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Ejemplo 2.3: en los siguientes casos indicar si la expresion dada corresponde a una esfera,
de ser cierto indique el radio y centro de la esfera, en caso contrario explique la razén.

a)x?+y2+z2+4x—6y—2z2—2=0
b)x?+y2+z2—4x+6y—2z+18=0

Solucion: a) A partir de la expresidon dada agrupamos los términos asociados con cada
variable para luego realizar el proceso de completar los cuadrados, con lo que se tiene:

x2+y?+z2+4x—6y—2z—-2=0
(2 +4x)+ (y?—6y)+(z22—-22)—2=0
(2 +4x+ )+ @?*—6y+9D)+(z2—-2z+1)=2+4+9+1
(x+2)2+@W-3)+@z-1%*=16

La anterior corresponde a la ecuacién de una esfera con centro en el punto (—2,3,1) y
radior = 4

b) procediendo de manera similar al caso a) tenemos:
x2+y?+2z2—4x+6y—2z+18=0
(x2 —4x)+ (y2+6y) + (22 —22)+18=0
(x2—4x+4)+@*+6y+9)+(z2—-2z+1)=-18+4+9+1
(x—22+@y+3)32+@zZ-1)?*=-4

Cada uno de los términos de la izquierda es no negativo, por lo cual la suma de estas tres
expresiones no puede dar un nimero negativo. La expresién dada no puede ser la
ecuacion de una esfera, en realidad no corresponde a lugar geométrico alguno.

Cantidades vectoriales. Conceptos

En el estudio inicial de la fisica se establece la distincidon entre magnitudes escalares y
vectoriales, indicdndose que las magnitudes escalares quedan completamente
determinadas con su magnitud y una correspondiente unidad de medida, por ejemplo una
masa de 20 kilogramos o una densidad de 3 gr/cm3, por su parte una magnitud vectorial
gueda completamente caracterizada cuando de ella se da su magnitud y su direccién. En
esta parte del curso se estudia la representacion magnitudes vectoriales en un plano y en
el espacio.
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Representacidn de un vector

Geométricamente un vector se representa mediante un segmento dirigido de recta. La
direccidén se indica mediante una punta de flecha en la direccion del vector, mientras que
la magnitud estd dada por la longitud del segmento en el respectivo sistema de
coordenadas.

A
A 4

a)

Figura 2. Representacidn geométrica de vectores a) en dos dimensiones y b) en tres dimensiones
Fuente: Propia.

La figura 3 muestra ejemplos de representaciones de vectores, en dos y en tres
dimensiones en ella identificamos el punto inicial Ay el punto final B. En expresiones
analiticas denotamos un vector mediante letras en negrita como u, v, F también es usual
representarlas con una pequefia flecha encima (i, 7, 13). En ocasiones conviene
representar el vector haciendo referencia a los puntos inicial y final, por ejemplo, x =
@. Si el punto inicial de un vector X es el origen se dice que el vector estd dado en
posicidn estandar, este es el caso del vector en la figura 3 b).

Igualdad de vectores

Dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud y direccidn, lo cual indica que no se
requiere que tengan los mismos puntos inicial y final, una manera de indicar que tienen la
misma direccién es decir que son paralelos. La figura 4 muestra graficamente la igualdad
de vectores en dos dimensiones.
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Figura 3. llustracion grafica de la igualdad de vectores
Fuente: Propia.

Componentes de un vector en posicion estandar

Si X es un vector en posicidn estandar en el plano y su punto final es (x4, y;), entonces la
representacién de v, y de todo vector igual a v, en términos de sus componentes x;, y;
esta dada por:

V= <x1'y1)

De forma analoga, Si X es un vector en posicion estandar en el espacio y su punto final es
(x1,¥1,21), entonces la representacion de v y todo vector igual a v, en términos de sus
componentes x4, y;, Z;, esta dada por:

V =(x1,¥1,71)

Si un vector v = AB tiene como inicio y final los puntos A(x1, V1,21) Y B(%2,¥2,25)
respectivamente, se puede obtener el vector en posicidn estandar que sea igual a x
restando las respectivas coordenadas del punto inicial a cada una de las coordenadas de
los dos puntos, con ello el nuevo punto inicial es el origen y las coordenadas del nuevo
punto final, x, — x,; Y, — y1; Z, — 74, por lo tanto, dados los puntos A(x1,V1,21) Y
B(x,,y,,2,) el vector en posicion estandar, en términos de sus componentes, esta dado
por:

V =(v1,V,V3) = (X3 — X1, Y2 — V1,22 — Z1) (2.3)
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Para el caso particular de vectores en el plano, si los puntos inicial y final son A(x1,y;1)y
B(x5,y,) el vector en posicidn estandar, en términos de sus componentes es:

vV =(v, V) = (X2 — X1,Y2 — Y1) (2.4)

Magnitud o norma de un vector

Seflalamos anteriormente que la magnitud de un vector corresponde a la medida del
segmento de recta que une sus puntos inicial y final en el respectivo sistema de
coordenadas. Si los puntos inicial y final de un vector v son respectivamente A(xy, y1,2;)
y B(x,,¥,,7,), la aplicacion de la féormula de la distancia en el espacio tridimensional nos
da la norma |v| del vector segun lo indica la siguiente expresion:

vl =0 = x1)? + (2 = ¥1)? + (22 — 21)? (2.5)

Notese que los términos al interior de cada uno de los paréntesis son las componentes del
vector en posicidn estandar. Si el vector v es un vector del plano XY, la norma esta dada
por:

lv| = \/(xz —x1)%+ (¥, — y1)? (2.6)

Ejemplo 2.4: en cada uno de los casos siguientes expresar el vector dado en términos de
sus componentes y hallar la norma del vector.

a) v=A4BconA(3,5); B(=2,2)
b) v=A4B conA(-3,1,2); B(2,2,3)

Solucién: a) v = (v, v,) = (=2 — 3,2 — 5) = (=5, —3), lo que corresponde al vector
expresado en términos de sus componentes. Aplicando la ecuacidn (2.6) encontramos que
la norma o magnitud de v es:

lv| = \/(xz —x1)%+ (¥, — y1)?

vl=y(-2-3)2+(2-5)2=v25+9= V34

b)v =(vy,v,,v3) =(2—(-3),2—1,3—-2) =(5, 1,1). Lo que corresponde al
vector expresado en términos de sus componentes. Al aplicar (2.5) encontramos:

IVl =V (x2 —x1)2 + (7, = ¥1)% + (22 — 21)?

Vi=J@2—-(-3)2+@2-12+(3-2)2=V25+1+1=+v27=3V3
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Operaciones basicas con vectores

Esta seccidn de la cartilla se dedica a algunas operaciones que se pueden realizar con
vectores, iniciamos con las correspondientes a suma de dos vectores y producto de un
escalar por un vector. En lo que sigue, se tratard el caso mds general de vectores en el
espacio, a partir de lo cual el estudiante sabra reducirlo al caso bidimensional.

Suma de vectores

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Y V = V4, U, U3), la suma u + v es otro vector cuyas
componentes corresponden a la suma de las respectivas componentes de u y v, es decir:

u+v=-{(u +vy,u, +v,u; + vs) (2.7)

La figura 5 muestra el significado geométrico de la suma de dos vectores bidimensionales
uyv.

Uy +Vy u-+yv
U
(%)
<}
Uq V1 Uty

Figura 4. llustracion de la suma de dos vectores bidimensionales
Fuente: Propia.

Ejemplo 2.5: dados los vectoresu = (1,3,2) y v = (2,—1, 2), la suma de ellos es el vector
u+v=-_(u +v,u, +v,u;+vs)=(3,24).
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Producto de un vector por un escalar

Dados un vector v = (v,, v, V3) y un escalar «, el producto escalar av corresponde al
vector cuyas componentes se obtienen multiplicando cada componente de v por el
escalar a, es decir:

av = a(vy, vy, v3) = {avy, av,, avs) (2.8)

Vale la pena anotar que, desde el punto de vista de la representacion geométrica, el
efecto de multiplicar un vector v por un escalar es multiplicar su magnitud por el valor de
a, si a es positivo el producto av es un vector de igual direccidén que v, si a es negativo el
producto av es un vector de direccion contraria a v. La figura 6 muestra el significado
geométrico del producto de un vector bidimensional v por un escalar a para diferentes
valores de a.

A

3v

2V

-V
v

Figura 5. Representacion del producto de un vector por un escalar
Fuente: Propia.

Opuesto de un vector

El opuesto de v, denotado como —v, es el vector que tiene igual magnitud que v, pero
sentido contrario, este vector resulta al realizar el producto de v por el escalar a = —1.
Visto soélo en términos de componentes, el opuesto de v se obtiene multiplicando por
menos uno cada componente de v, es decir, dado un vector v = (v, V5, V3) su opuesto
corresponde al vector —v = (—v;, —v,, —V3) la figura 6 también muestra esta idea.
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Diferencia de vectores

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Y V = (Vy, Uy, U3), la diferencia u — v se define como
la suma de u y el opuesto de v, esto significa que u — v es otro vector cuyas componentes
corresponden a la deferencia de las respectivas componentes de uy v, es decir:

u—v=u+(—v) =(u — v, u, — vy, uz — V3) (2.9)
Ejemplo 2.6: dados los vectores u = (1,3,-2)yv =(3, 2,3), hallar:a)3u—2vb)u—v

Solucidén: a) u = (1, 3, —2) entonces 3u = 3(1,3,-2) = (3,9, —6); v = (3, 2, 3) entonces
—2v = —2(3,2,3) = (—6,—4, —6), con lo que finalmente se obtiene que:

3u—2v=(39-6)+(3,2,3)=(6,11,-3)
bju—v=u+(-v)=(1,3,-2)+(-3,-2,-3) =(-2, 1,-5)
Propiedades de operaciones basicas con vectores

En el desarrollo de operaciones asociadas a la suma de vectores y el producto de un
vector por un escalar, asi como en el estudio de otros aspectos propios de la asignatura,
conviene tener claridad sobre un conjunto de propiedades que se cumplen estas
operaciones, estas son:

Dados los vectores u, v,w y los escalares a y 5, se cumple las siguientes propiedades
asociadas a la suma de vectores y al producto de un vector por un escalar.

a(Bu) = (ap)u
a(u+v) =oau+ av
(a+B)u=au+ pu

1. u+v=v+u

2. (u+v)+w=u+(v+w)
3. u+ 0=u

4, u+(—uw) =0

5. Ou=20

6. lu=u

7.

8.

9.

Vectores en términos de vectores unitarios

Se entiende por vector unitario un vector de magnitud igual a 1, se tiene particularmente
los casos de los vectores unitarios candnicos, que son vectores sobre los ejes
coordenados, y los vectores unitarios en la direccidn de un vector dado.
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Vectores en términos de vectores unitarios candnicos

En este curso estamos, al hablar de vectores unitarios, estamos principalmente
interesados en los vectores unitarios canénicos o aquellos que estan sobre los ejes
coordenados, en adelante nos referiremos a ellos solo como vectores unitarios, estos
vectores y sus respectivas expresiones en términos de componentes son:

i = (1,0,0) vector unitario sobre el eje X
j = (0,1,0) vector unitario sobre el eje Y
k = (0,0,1) vector unitario sobre el eje Z

Dado que cada vector en el espacio tiene tres componentes en los ejes X, Y, Z, todo
vector del espacio se puede escribir como una combinacién lineal de los respectivos
vectores unitarios, es decir, el vector v = (v,, v,, v3) se puede escribir

vV = (vl, vz, v3) = (vl, 0,0) + (O, 172, O) + (0,0, 173) = Uli + 172]. + v3k (210)

En la anterior expresidon conviene tener presente que los valores v, v, , V3 son las
componentes escalares del vector v.

Ejemplo 2.7: dado el vectorv = AB con A(=3,1,2); B(2,2,3) hallar la representacion de
v en términos de los vectores unitarios.

Solucion: en este caso se tiene:

V=0, 0,v1) =X —X1,Y2 = V1,22 — 271) =(5,1,1) =5i+j+ k

Vector unitario en la direccion de un vector dado

Si v es un vector no nulo su magnitud |v| es diferente de cero, si el vector dado se
1
[v|
misma direccién, por tanto dado un vector v, el vector unitario en la direccidn de v esta

\'A , . . . . .7
dado por R Notese que nos referimos al vector unitario en la direccién de vy no a uno

multiplica por el escalar — el resultado es un vector de magnitud igual a 1 que tiene la

de los vectores unitarios candnicos, los cuales estan en la direccién de algunos de los ejes.

Ejemplo 2.8: dado el vector v = (5,1, 1) = 5i + j + k, hallar el vector unitario en la
direccion de v
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Solucién: la magnitud de v es |v| = V52 + 12 4+ 12 = /27 = 3+/3, por lo tanto el vector
unitario en la direccidon de v es:

v v 3 V3 V3 V3 V3
N R A R R

Producto punto o producto escalar

<)

En la seccidn anterior estudiamos las operaciones de suma y diferencia de vectores asi
como el producto de un vector por un escalar. En esta seccion continuamos con
operaciones de producto de dos vectores, resaltando el hecho que existen dos
operaciones de este tipo, la primera es el producto punto o producto escalar y la segunda
es el producto cruz o producto vectorial, el producto cruz se trata en la siguiente seccién.

Definicion de producto punto

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Yy V = (v4, Uy, V3) el producto punto, denotado
mediante u. v es una cantidad escalar definida segun indica la siguiente expresion.

uv= <u1,u2.u3)<v1yvz.v3) = U vy + UV, +U3zV3 (2.11)

La definicion dada por (2.11) deja ver que el producto punto se halla sumando los
productos de las respectivas componentes de los vectores. Dado que el resultado es una
cantidad escalar, al producto punto también se le llama producto escalar.

Ejemplo 2.9: dados los vectores u = (1,3,2) y v = (2, —1, 2), el producto escalar
correspondiente es:

wv=(132).2-1,2)=(DRQ+R)-D+@@2)=2-3+4=3

En el contexto de los vectores resulta util tener en cuenta el angulo 6 que forman dos
vectores no nulos cuando éstos tienen el mismo punto inicial, para hallarlo se usa el
siguiente teorema.

Teorema sobre angulo entre dos vectores

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Y V = V4, Uy, U3), el dngulo 6 entre ellos esta dado
por:

(v _q (WV1 T UV T U3vs
0 = cos cos

2.12
lul|v]| lu||v] (2:12)
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La expresiéon dada en (2.12) muestra que la medida del dngulo se relaciona con las
magnitudes de los vectores y el producto punto entre ellos. Se recomienda al estudiante
la revisidn de la demostracion de este teorema.

Como un paso intermedio en la demostracion del teorema anterior se encuentra que el
producto escalar se puede expresar de la siguiente forma (lo que también se puede
deducir facilmente de (2.12):

u.v = |u||v|cosO (2.13)

Ejemplo 2.10: dados los vectoresu = (1, 3,2) yv = (2, —1, 2), el producto escalar es
u.v = 3 (Ejemplo 2.9). Se tiene ademas que |u| = V14 ; |v| = 3, por lo tanto el dngulo
entreuy v es:

u.v 3 V14
0 = cost (—) = cos™?! (—) =cos 1| —— | = 74,49°
lul|v] 3v14 14

Vectores ortogonales o perpendiculares

Se sabe que dos lineas son perpendiculares si forman un angulo recto, o que mide 909, lo
mismo se puede decir de dos vectores no nulos u y v, en cuyo caso se tiene cosf =
c0s90° = 0, llegando entonces a que u.v = |u||v|cosf = 0. La conclusién del anterior
razonamiento es que el producto punto de dos vectores no nulos es igual a cero.

En el estudio de esta asignatura puede resultar util determinar si dos vectores dados son
perpendiculares, para saber si lo son o no, basta hallar el producto punto y ver si es igual a
cero.

Propiedades del producto punto

A continuacién se presenta un conjunto de propiedades que cumple la operacién de
producto punto o producto escalar de dos vectores.

Dados los vectores u, v,wy el escalare a, se cumple las siguientes propiedades asociadas
al producto escalar.

1. wwv=v.u

2. (au).v=u.av=oa(u.v)
3. w(v+w)=uv+uw
4. w.u = |ul?

5. 0.u=20
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Las demostraciones se dejan al estudiante como ejercicio.
Proyeccion de un vector u sobre un vector v

La figura 2.7 ilustra geométricamente la idea de proyeccién de un vector u sobre un
vector v, la cual corresponde a un vector en la direccién de v, en la misma figura se puede
observar que tal proyeccion se puede hallar trazando la perpendicular, que pasa por el
punto final de u, sobre la linea que contiene a v.

Proy,u g

Proy,u

/

Figura 6. Diferentes casos de proyeccidn de un vector sobre otro
Fuente: Propia.

La magnitud de la proyeccidn, tal como lo indica la figura 7, corresponde a |u|cosé, siendo
6 el angulo entre u y v, a esta cantidad se le conoce también como componente escalar
de u sobre v, la que ademas se puede expresar como:

lul|v|cos® u.v
componete escalar de u sobre v = |u|cosf = v = =

/ ~ . . . . . \'A
Ademas, como sefialamos anteriormente, el vector unitario en la direccion de v es L con

lo que el vector proyeccion de u sobre v estd dada por la siguiente expresion.

v
Proy,u = (Iulcose)m

_ (ullvicos6) v _ (l‘Ll‘Z’) v (2.14)

Proy,u = =
v \4 M4

Ejemplo 2.11: dados los vectoresu = (1, 3,2) y v = (2, —1, 2), hallar l]a componente
escalar de u sobre v y el vector proyeccion de u sobre v.
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Solucidn: la componente escalar se halla mediante:

lul|v|cos® u.v

componete escalar de u sobre v = |u|cosf =

vl vl
lul 9_u.v_2—3+4_3_1
u|cosl = i 3 =3=
La proyeccion de u sobre v es:
p (u.V) 3(2 12)_1(2 12)_(2 1 2)_2_ 1'+2k
T'O_'yvu— |V|2 V_9 ’ )] _3 ) ) - 3; 3;3 —31 3] 3

Producto cruz o producto vectorial

Se inicia esta parte presentando la siguiente definicién operacional del producto vectorial
de dos vectores, como predmbulo o soporte de otros temas que se trabajan a lo largo del
curso.

Definicién del producto cruz o producto vectorial

Dados dos vectores u = (uy, Uy, U3) Y V = (V4, Uy, V3) no paralelos, su producto cruz se
denotado mediante uXv y corresponde a una cantidad vectorial definida segun indica la
siguiente expresion.

uxv = (|ul||v|sen 8)n (2.15)

Figura 7. llustracion de la regla de la mano derecha que da la direccion del producto cruz de dos
vectores
Fuente: Propia.
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Donde 6 es el dngulo entre u y vy n es un vector unitario en la direccion perpendicular al
plano que contiene a u y v. La figura 8 ilustra lo que se conoce como regla de la mano
derecha, y brinda una descripcion cualitativa del hecho que el producto uxv es un vector
perpendicular al plano que contiene los vectores, tal como lo indica la direccién en la que
apunta el dedo pulgar cuando, los otros cuatro realizan un barrido de un angulo 8 de u a
v, icudl seria la direccidn del producto vxu?

De la definicidn dada en (2.15) se deduce que si dos vectores son paralelos su producto
cruz es el vector nulo, esto en razén a que al ser paralelos, el d4ngulo 6 es cero con lo cual
senf = 0, de lo que también se tiene que si el producto es el vector nulo es porque los
vectores son paralelos.

Propiedades del producto cruz
A continuacién se resume las propiedades que cumple el producto vectorial de vectores.

Dados los vectores u, v,w y los escalares a y 3, se cumple las siguientes propiedades
asociadas al producto vectorial.

1. (@u)x(Bv) = (aB)(uxv)
2. ux(v+w) =uxv+uxw
3. uxv = —(uxv)

4. (v+w)Xu=vxu+ wxu
5. 0xu=20

6.

ux(vxw) = (u.w)v — (u.v)w

Es importante tener en cuenta el resumen los tres posibles resultados de producto cruz de
pares de vectores unitarios canénicos, mostrado en la figura 2.9 a, donde también se
muestra un esquema que permite recordar los resultados. Estas relaciones se pueden
verificar a partir del uso de la regla de la mano derecha apoyados en el diagrama 2.9 b.
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<

j k=iXj==-(Xx1i
i X j=k
] X k=1 i=kxi=-(@xk)
k >—

a) b)

Figura 8. Resumen de resultados de producto cruz de vectores unitarios candnicos
Fuente: Propia.

Magnitud del producto cruz como area de un paralelogramo

Segun (2.14) que la magnitud del producto cruz uxv, es [uxv| = |u||v|sen 6. Si
analizamos la figura 10, vemos que la base del paralelogramo construido a partir de la
representacion de los vectores u y v es |u|, mientras que la altura es |v|sen 0, con lo cual
el drea del paralelogramo es A = |u||v|sen 6. De donde se concluye que la magnitud del
producto cruz de dos vectores equivale al area del paralelogramo construido a partir de
ellos.

!/ -
Ve WNE s Area = (Base)(Altura)
\ /
\ / =b.h
;1 = |u||v|sen9|| =luxv

Figura 9. Modulo del producto cruz como area de un paralelogramo
Fuente: Propia.
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Calculo del producto vectorial mediante el uso de determinantes

Mediante el uso de determinantes podemos hallar el producto cruz de dos vectores que
estan dados en términos de sus componentes. El procedimiento se enuncia a
continuacion.

Dados dos vectores:
u = (U, Uy, Uz) = Uyl + uyj + usk
V = (v, V,,V3) = v+ vj + v3k

El producto cruz uxv se puede calcular mediante el calculo del siguiente determinante:

i ,
J U, Uuszy, u; Uus|, U U k 215
= (u u Uzl = — .
uxv 1 2 3 | 12 v3| |v1 v3| |v1 v2| ( )
V1 UV V3

Se recomienda al estudiante realizar el desarrollo que conduce a este resultado.

Ejemplo 2.12: dados los vectoresu = (1,3,2) =i+ 3j+ 2kyv=(2,-1,2) =2i—j +
2k, usar la formula (2.15) para hallar el producto vectorial uxv.

Solucion:
i j k
uxv = (I +3j+2k)xQi—j+2k)=|1 3 2‘
2 -1 2
i j k
_ 13 21; 11 21,11 3 Qi P
uxv-% 31 %‘_Ll 2|l |2 2|]+|2 _1|k—81+2] 8k

Rectas en el espacio tridimensional

En cursos previos de matematicas se ha tratado el tema de una linea recta en el plano, en
esta seccion trataremos las ecuaciones de rectas en el espacio, para lo cual resulta de vital
importancia los principios asociados a vectores. En la siguiente tratamos el tema
correspondiente a planos.

Con base en el valor de la pendiente de una recta, la cual es una medida de su inclinacion,
y un punto por donde pasa la recta podemos hallar la respectiva ecuacion de la recta en el
plano. Para el caso tridimensional la ecuacion de la recta se determina a partir de un
vector que define su direccidén y un punto por donde pasa la recta.
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Definicion de recta en el espacio

Sea v = (v, v,,V3) = 10+ vyj + vk unvectory Py(xg, Vo, Zo) un punto en el espacio,
una recta L que pasa por el punto P, corresponde al conjunto de todos los puntos

—

P(x,y,z) del espacio tales que el vector PyP es paralelo al vector v, es decir, PyP = tv,
donde t es un numero real cuyo valor depende de cada punto especifico de la recta. La
figura 11 ilustra estas ideas.

-~

h
Po(xo, Yo, Z0)

Figura 10. Una recta L en el espacio dada en términos de un vector paralelo a un vector dado
Fuente: Propia.

La ecuacion de la recta esta dada por:
(x—x)i+ W —y)j+ (z—2zp)k = t(vii + vyj + v3k) (2.16)

Si definimos el vector de posicion de cada punto P(x,y, z) como r(t) y el del punto
Py (x4, Yo, Zo) como 1y, podemos escribir la forma vectorial de la ecuacién 2.16, esta es:

r(t) =ry+tv te€ (—oo,0) (2.17)
Ecuacion paramétrica de una recta en el espacio

Extendemos aqui los principios de ecuaciones paramétricas tratadas en la cartilla de la
semana uno al caso de rectas en el espacio. A partir de la ecuacién (2.16) y el concepto de
igualdad de vectores podemos darnos cuenta que:

X=Xg+tv, Y=Yy +tv, z=2zy+1tvs t € (—o0,00) (2.18)

Lo cual corresponde a la representacion paramétrica de la recta L que pasa por
Py(x0, Yo, Zo) paralelamente al vector v = (vy, v,, v3) = v1i + v,j + vsk.
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Ejemplo 2.13: dado el punto Py(—3,1,2) y el vectorv = 2i + 3j — 4k
Hallar la representacién paramétrica de la recta que pasa por P, y es para lela al vector v.
Solucién: con Py(—3,1,2) yv = 2i + 3j — 4k tenemos:

Xo==-3 Y =1, zo =2; v, =2; v, = 3; v3 = —4, con lo cual, aplicando la ecuacion
XX encontramos que la expresion paramétrica buscada es:

x=-=3+2t, y=1+3t z=2-4t t € (—00,0)

Ejemplo 2.14: escribir paramétricamente el segmento de recta que pasa por los puntos

Solucién: El vector PQ = (1 — (—=2))i + (=1 — 1)j + (3 = (—=2))k = 3i — 2j + 5k,
corresponde al vector v, con lo cual al tomar el punto P, = P(—2,1,—2), tenemos
Xo=—-2;Y =1, zg =—2; v; = 3; vy, = —2; v3 =5, con lo que, segun la ecuacién xx,
cada punto (x,y, z) corresponde a (—2 + 3t, 1 — 2t,—2 + 5t). En el caso particular del
extremo P(—2, 1, —2) del segmento se requiere t = 0, mientras que en el caso del
extremo Q(1,—1,3). serequiere t = 1, por tanto la representacién paramétrica del
segmento es (—2 + 3t, 1 —2t,—2 + 5t),cont € [0, 1].

Distancia entre un punto y una recta en el espacio

La distancia de un punto a una recta en el espacio, al igual que la distancia de un punto a
una recta en el plano, es la longitud del segmento perpendicular que une al punto con la
recta, en este caso, dado un punto A del espacio y un punto P sobre la recta, podemos
hallar la magnitud de la componente escalar del vector PA en la direccion de un vector
perpendicular a la recta. Segln se muestra figura 12, esta distancia es igual a |ﬁ|sen0, lo
[PAx v|
vl
P y es paralela a un vector v estd dada por:

cual corresponde a , por tanto la distancia d un punto A a una recta L que pasa por

|PAx v|
qa="2"0

o (2.19)
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\

\ |P—A)|sen6
\

Figura 11 llustracion de la distancia de un punto a una recta en el espacio
Fuente: Propia.

Plano en el espacio

En el espacio XYZ un plano esta determinado por el mismo y por su orientacién definida
mediante un vector perpendicular al plano. Dado un punto Py(xg, o, Zo) en el plano M y
un vector n = Ai + Bj + Ck perpendicular al plano, se tiene entonces que el plano M

—

esta constituido por todos los puntos P(x, y, z) tales que cada vector PyP = (x — x,)i +

(y —v0)j + (z — zy) k es perpendicular a n, por lo cual el producto nxP,P es igual a
cero, teniéndose entonces lo siguiente:

Ecuaciones vectoriales y escalar de un plano

Dado un punto Py(xg, Yo, Z) Yy un vector n = Ai + Bj + Ck, el plano M perpendicular an
y que contiene al punto P tiene la siguiente ecuacién vectorial.

(Ai+ Bj + CE)X[(x —xp)i+ (y —yo)j + (z—2)k] = 0 (2.20)

El desarrollo del producto punto indicado en la ecuacién (2.20) conduce a la ecuacién
cartesiana del plano dada a continuacién.

A(x —x0) + By —yo) + C(z—2,) =0
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Ejemplo 2.15: hallar la ecuacidn cartesiana del plano que pasa por el punto P(—2,1,5) y
es perpendicular al vector n = (3i + 2j — 4k).

Solucion: di P(—2,1,5)y(3i+2j—4k) xo = —2; yo=1;, 2o =5yA=3; B=2; C =
—4 con lo cual la ecuacién cartesiana del plano es:

3(x+2)+2(y—1) —4(z—5) =0

La anterior ecuacion se puede simplificar realizando los productos indicados con lo que
finalmente resulta:

3x +2y —4z=-24
Distancia de un punto a un plano

Dado un plano M con un vector normal n = Ai + Bj + Ck y un punto P sobre el plano, la
distancia de un punto A hasta el plano corresponde a la magnitud de la proyeccion del
vector PA sobre el vector n, esta distancia esta dada por:
—n
d = ‘PA—
In|
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Introduccion

En esta tercera cartilla iniciamos la aplicacién de principios de calculo diferencial e integral
en contextos de varias variables, en este caso se tiene funciones vectoriales, entendidas
como funciones de variable real cuyos valores son vectores en de varias componentes o
variables. Abordamos particularmente temas relacionados con representacién vectorial
de una curva en el espacio, limite y continuidad de funciones vectoriales, asi como
derivadas e integrales de las mismas. Dentro del campo de estas tematicas nos
encontramos con importantes aplicaciones como velocidad y aceleracién asociados con
una curva, vector tangente, vector normal y longitud de arco, entre otras. Su estudio se
hace importante en el tratamiento de los temas de las unidades tres y cuatro las que a su
vez son ampliamente aplicables en diferentes areas de ciencias e ingenieria.
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Recomendaciones metodoldgicas

El tratamiento basico de funciones vectoriales y la operaciones asociadas con limites,
derivadas e integrales de las mismas es recomendable que el estudiante realice primero la
lectura de esta cartilla, se recomienda que posteriormente haga uso de video capsulas y
ejercicios resueltos que se presentan en las lecturas complementarias, de tal manera que
se propicie el mejor acercamiento posible a la asimilacién efectiva de conocimientos, con
lo cual se espera que se encuentre lo suficientemente preparados para desarrollar los
ejercicios que se proponen como actividad de repaso.
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Desarrollo tematico

Calculo con funciones vectoriales de variable real

Representacion vectorial de una curva en el espacio

Una curva en el espacio puede asociarse intuitivamente con el movimiento de un punto
P(x,y,z) durante un intervalo de tiempo I. En cada instante t las coordenadas x,y, z del
punto corresponden a numeros reales asociadas a funciones reales de variable real,
x=f(t), y=g9(), z=h(t)cont €I, locual corresponde a una representacion
paramétrica de la curva. El conjunto de todos los puntos (x,y,z) o (f(t), g(t), h(t))
para todos los valores permitidos de t constituyen la curva o trayectoria del punto P.

Apoyados en los principios de vectores en el espacio, estudiados en la cartilla de la
semana 2, podemos dar una representacién vectorial de la curva, correspondiente al
vector de posicién de P en cada instante t, la cual esta dada por:

r(t) = fOi+g@®)j+h()k (3.1)
Dado que en general t es un nimero real, r(t) es una funcién vectorial pero de variable
real.
Ejemplo 3.1:

La figura 1 muestra la curva o grafica de la funcién vectorial dada por:

r(t) = (cost)i + (sent)j + tk

Figura 1. Ejemplo de representacion de una curva en el espacio
Fuente: Propia.
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Limites de funciones vectoriales

Teniendo en cuenta que los valores de las funciones vectoriales son vectores cuyas
componentes son funciones reales de una variable real, se extiende a este caso los
fundamentos de limite de funciones reales, en la siguiente seccidn se estudia la
continuidad de funciones vectoriales de forma similar.

Definicion de limite de una funcidon vectorial

Dada una funcién vectorial de variable real r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k con dominio
D y L un vector. Se dice que la funcidn r tiende o se aproxima al limite L cuando t tiende
0 se aproxima a t, si para todo valor de € > 0, existe un valor de § > 0, tal que para todo
t € D se cumple que |r(t) — L| < € siempre que 0 < |t — t,| < 6. Para indicar que r
tiende a L cuando t tiende a t, se escribe:

limr(t) =L (3.2)
t-ty

Sielvector LesL = L,i + L,j+Lsk, se encuentra que la ecuacion (3.2) se cumple
cuando:

mfO =L Jimg®=Ly;  limh()=Ls
También se suele escribir la ecuacion (3.2) como

lim () = (lim £(O))i + (lim g(e)j + (Im Ak (33)

Ejemplo 3.2: Para la funcién r(t) = (sen?t)i + (cost)j — 3t?k, se tiene que

limr(t) = lim(sen®t)i + lim(cost)j — lim(3t*)k
t—— t—)E t—)g t—>§

ltin% r(t) = sen? (g) i + cos (%) j— 3 (g)z k= (?) i+ (%)] -3 (g)

3
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Continuidad de una funcion vectorial

Una funcién vectorial r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k es continua ent = t, si cada una de
las funciones componentes f(t), g(t), h(t) son continuas ent = t,. Se dice que la
funcion r(t) es continua si es continua en cada valor de t perteneciente a su dominio. La
funcién del ejemplo 3.2 es una funcidn continua en (—o0, ) en razén a que las funciones
sen?t, cost,3t? son funciones continuas en ese intervalo.

Derivadas de una funcion vectorial

Sir(t) = f()i+ g(t)j + h(t)k es funcidn vectorial, se define el incremento relativo de
r(t) mediante:

Ar  r(t+At) —r(t)
At At

Lo que se desarrolla, mediante la aplicacion de las definiciones de las funciones
componentes, en la siguiente expresion.

Ar  [f(t+A0) = fF(®)]i+ [g(t + At) — g®)]j + [a(t + AL) — h(D)]

At At

Ar  [fe+A)—f@®) ],  [9+A)—g@©)].  [r(+AL)—h(D) K
t_l At ll+l At ll+l At l

o (3.4)
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r(t + At) — r(t)

Figura 2. Variacion de una funcién vectorial, preambulo para la derivada
Fuente: Propia.

En la figura 2, a partir de (3.4), si At = 0 el punto Q se aproxima al punto P, con lo cual la
recta que contiene a PQ se aproxima a la recta tangente a la curva de la funcién r(t),
ademas, el incremento relativo definido en (3.4) se aproxima al siguiente valor limite:

I Ar
im—
At—0 At

(3.5)

f(t+ At) f(t) ; g(t+At) — g(t) . h(t + At) — h(t)
At—>0 At—>0 At At—>0 At
Si cada una de las funciones componentes f(t), g(t), h(t) son derivables en x = t,, el
lado derecho de la ecuacion (3.5) se convierte en:

lim Ar df i+ +dhk 3.6
At—>0At dt dt] dt (3:6)
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La ecuacion anterior precisamente define la derivada de la funcién vectorial r(t), que se
resume formalmente en la siguiente definicidn.

Dada una funcién vectorial r(t) = f(t)i+ g(t)j + h(t)k, la derivada de r(t) en t existe
af dg dh
p dt’ dt’ dt
d—; se define mediante:

si existen las derivadas de sus funciones componentes, en cuyo caso la derivada

, dr . Ar . r(t+At)—-r(t) df. dg. dh
r'(®) =g = Mmy = im——p0 =act T Tak

Se dice ademas que una funcién r(t) es derivable si es derivable en todo punto de su
respectivo dominio. El significado geométrico de la derivada de una funcién vectorial
corresponde al vector tangente a la curva, elemento andlogo al valor de la pendiente de la
recta tangente a una curva plana. También se suele decir que una funciéon vectorial es
derivable si su curva es una curva suave, entendiéndose por curva suave aquella para la
cual su derivada es continua y nunca es el vector nulo.

Derivada de una funcién vectorial como velocidad de una particula

Si consideramos el vector r(t) que define una funcién vectorial como el vector posicidn
de una particula que se mueve sobre la curva, entonces la derivada de la funcién vectorial
en cualquier instante t corresponde al vector velocidad de la particula, es decir:

v(t) = d;(tt) (3.7)

La direccion del vector v(t) es la direccidn de la recta tangente a la trayectoria y su
magnitud corresponde a la rapidez con que se mueve la particula. La Figura 3.3 ilustra esta
idea.
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dr(t
A v =20

Figura 3. llustracién del significado geométrico de la velocidad de una curva
Fuente: Propia.

Si existe la derivada de la derivada de r(t), es decir, la derivada de v(t) en un instante t el
resultado es el vector aceleracién de la particula, es decir:

dv(t) d*v(t)
dt  dt?

a(t) = (3.8)

Ejemplo 3.3: dada la funcién r(t) = (sen?t)i + (cost)j — 3x2k hallar los vectores
velocidad y aceleracidn, asi como la rapidez de una particula que se mueve sobre la curva.

Solucion:

r(t) = (sen?t)i + (cost)j — 3t%k

dr
v(t) = Frin (2sent.cost)i — (sen)j — 6tk = (sen2t)i — (sen)j — 6tk

dv
a(t) = yri (2cos2t)i — (cost)j — 6k

La rapidez de la particula es la magnitud del vector velocidad, es decir.

Rapidez = |v(t)| = \/(senZt)Z + (sent)? + 36t2

Si se quiere el valor de la rapidez para un valor especifico de t se debe remplazar t en la
expresion de la rapidez.
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Reglas de derivacion de funciones vectoriales

Las derivadas de funciones vectoriales se dan en términos de las derivadas de sus
funciones escalares componentes, razén por la cual se cumple las mismas reglas que en el
caso de funciones reales de variable real, estas reglas se enuncian sin demostracién
seguidamente.

Dadas las funciones vectoriales derivables u = u(t), v = v(t), un vector constante cy
una funcién escalar derivable f, se cumple el siguiente conjunto de reglas de derivacion.

dc
1 De una funcion constante: — = 0

dt
. . cu(t)] )
1 De una constante escalar por una funcién vectorial: P cu'(t)
dlf (Ou(t
De una funcién escalar por una vectorial: W = f'(Hu(t) + f(O)u'(t)
dlu(t) +v(t

De una suma o resta de funciones vectoriales: [u€ )d; ®] =u'(t) £ v'(t)

t t
Del producto punto: M u'(t).v(t) +u(t).v'(t)

t)Xv(t

Del producto cruz: w u' (t)xv(t) + u(t)xv'(t)
De composicion escalar: dlu [f( )] = f'(OHu'(f(t))

Integrales indefinidas de funciones vectoriales

Si R(t) es una funcidn vectorial derivable, es también una antiderivada de otra funcidn
r(t) enunintervalo I sila derivada % es igual a r(t), andlogo al caso de funciones
escalares, se cumple que el conjunto de todas las antiderivadas de la funcién r(t), son de
la forma R(t) + ¢ donde ¢ es un vector constante arbitrario, este conjunto de

antiderivadas es lo que se conoce como integral indefinida de r(t), que se define
formalmente a continuacion.

Dada una funcidn vectorial r(t) su integral indefinida respecto a la variable t corresponde
al conjunto de todas las antiderivadas de r(t), es decir:

dR
fr(t)dt =R(t) +c con - r(t) (3.8)
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Vale sefialar que el cdlculo de integrales indefinidas se realiza en términos de las
integrales de las componentes. El ejemplo 3.4 muestra este hecho.

Ejemplo 3.4: Hallar la integral indefinida de la funcion

r(t) = (sen 3t)i + (4t)j — (2cost)k

Solucion
fr(t)dt = f[(sen 3t)i + (4t)j — (2cost)k]dt
fr(t)dt = f[(sen 3t)ildt + f[(4t)j]dt - f[(Zcost)k]dt

s3t
3

fr(t)dt . i+ (2t?)j— (2sent)k + ¢

Integral definida de una funcién vectorial

Dada una funcién vectorial r(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k cuyas componentes son
integrables en un intervalo [a, b], entonces r(t) también es integrable en [a, b]y la
integral estd dada por:

b b bg b
f r(t)dtz(f f(t)dt>i+< (t)dt)j+(f h(t)dt)k (3.9)

Ejemplo 3.5: La integral de r'(t) = (sen 3t)i + (4t)j — (2cost)k en el intervalo [a, b] es:

fﬂ r(t)dt = fn[(sen 3t)i + (4t)j — (2cost)k] dt

= (fn(sen 3t) dt) i+ (fﬂ(4t) dt)j - (fn(2cost)> k

cos3t 1™ [4t2]" —1-1y\ _ 2 _
=[— l] + [— —[Zsent]gz—( >l+27'[2]+0k=——l+27'[2]
o [2], 3 3

3
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Longitud de arco de una curva en el espacio

El calculo integral de funciones vectoriales nos permite hallar la longitud de arco de una
curva en el espacio, la definicién correspondiente se muestra a continuacion:

Calculo de la longitud de arco de una curva en el espacio

Dada una curva suave definida vectorialmente por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k en
[a, b], 1a longitud de la curva recorrida una vez en desde t = a hasta t = b estd dada por:

= [ (2) (3 @ @ao
), J\dt dt dt (3.10)
En la ecuacién (3.10) la raiz cuadrada corresponde a la magnitud del vector velocidad de la

curva, o de una particula que se mueve sobre ella, lo que nos permite escribir la longitud
de arco en términos de la integral de la velocidad, es decir:

b
L=j lv|dt (3.11)
a

Ejemplo 3.6: una particula se mueve en el espacio a lo largo de la curva dada por
r(t) = (cost)i+ (sent)j + tk, la longitud de arco recorridaentret = 0y t = 2w es:

L= j: (%)2 + (%)2 + (%)2 dt = ()Zﬂ\/(—sent)2 + (cost)? + (1)2%dt

2n 2n
L= Jsen?t + cos?2 + 1dt = V2dt =2t =2V2n
0 0

Vector tangente unitario a una curva

Se sabe que la direccién de la velocidad a una curva suave en un punto dado es tangente a
la curva, por tanto podemos definir el vector tangente unitario como se indica luego en la
ecuacion (3.2). La figura 4 ilustra la idea del vector tangente unitario a una curva

\
vector tangente unitarioa una curva =T = — (3.12)

[v]
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Figura 3. Vector tangente unitario a una curva
Fuente: Propia.

Curvatura de una curva plana

La curvatura se refiere a la forma y ritmo con que una curva va cambiando su direccion. En
el caso de una curva suave en el plano esto corresponde al cambio de direccién del vector
tangente unitario. Se define la curvatura de una curva suave a la razén de cambio por
unidad de longitud del vector tangente unitario T. Si se representa mediante k, la
curvatura se halla mediante:

—|dT 3.13
K= s (3.13)

Un valor grande de k en un punto P significa que T gira muy rapido dando una muy
marcada curvatura en P.

Sila curva C esta dada vectorialmente por r(t), teniendo en cuenta la regla de la cadena 'y
otras sustituciones, la curvatura se calcula mediante:

dT| |dT dt
| (3.14)

_ 1 dT|
= ds

- |5l =1 e -
~ldt “ds _|ds/dt| del  |v|ldt
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Ejemplo 3.7: curvatura de una circunferencia de radio a. La circunferencia se representa
paramétricamente mediante r(t) = (a cost)i + (a sent)j, por tanto:

v(t) = % = —(asent)i + (acost)j; |v(t)| = \/(—asent)z + (acost)? = a

Por tanto:
v = —(asent)i + (acost)j;
T=—= ( )it ( )j = —(sent)i + (cost)j;
vl a
dT dT
i —(cost)i — (cost)j ; |E| = \/(cost)z + (cost)? =1

Con lo que finalmente:

1 dT

_ 1
= v ldt

1
a a

Vector normal unitario de una curva plana

El vector normal N al vector tangente unitario T, que apunta en la direccion de giro de la
curva cambio de la curva, mostrado en la figura 5, se denomina vector unitario principal

. dT . . .
de la curva. La derivada prl ortogonal a T y si este valor se divide por k, se tiene la

siguiente expresion para el vector N. La figura 5 muestra las ideas asociadas a vector
normal unitario y tangente unitario a una curva plana.

_1dT

=—— (3.15)

. dT .
Sustituyendo k = |E| se tiene entonces:

daT

N =4 (3.16)

ds
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T__ -
T [v]
-t . 1dT
ko dt
>

Figura 4. Vectores tangente unitario y normal unitario
Fuente: Propia.

Ejemplo 3.8: el vector tangente unitario T, y el vector normal unitario N para la curva
r(t) = (cos2t)i + (sen2t)j se hallan a partir de:

dr
v(t) = Fri —(2sen2t)i + (2cos2t)j; |v(t)| = \/4sen22t + 4cos?2t = 2

El vector T es:

v = —(2sen2t)i + (2cos2t)j
T= ™ = ( )2 ( )j = —(sen2t)i + (cos2t)j

Con lo anterior se tiene:

— = —(2cos2t)i — (2sen2t)j ; = \/400522t + 4sen?2t = 2

dT |dT|
dt dt

Y finalmente, el vector normal unitario es:
dT . .
N = e —(2cos2t)i — (2sen2t)j

BN 2
ds

= —(cos2t)i — (sen2t)j
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Curvatura de una curva en el espacio

Si la curva en cuestién es una curva suave en el espacio parametrizada mediante r(t) y s
es el pardmetro de longitud de arco. Las definiciones de vector tangente unitario,
curvatura y vector normal unitario tienen analogo significado al caso bidimensional y sus
valores estan dados por:

aT

T

dt
! |dT
dt

_dr_ _ dT|_ 1 dT|
~ds’ “=lasl T vl lae

Fundacién Universitaria del Area Andina



Célculo diferencial
con funciones de
varias variables

AREANDINA

Rosandia Uoemivatia del Ama Anding

Célculo multivariado

Autor: Danilo de Jesus Ariza Agamez

MIEMBRO DE LA RED

ILUMNS



Introduccion

En la cartilla de la semana 3 abordamos las funciones vectoriales y vimos que son
funciones que se evallan en un numero real t y su resultado es un vector de varias
variables. Esta cuarta cartilla trata las funciones reales de varias variables, las cuales se
evallian en un punto asociado con varias componentes, y el resultado es un nimero real.
Tratamos particularmente conceptos del contexto de funciones de varias variables, y
posteriormente las relacionadas con limite y continuidad, lo que soportara el estudio de
derivadas de parciales, las que a su vez son de capital importancia en procesos de
optimizacién propios de la ingenieria.
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Recomendaciones metodoldgicas

Se recomienda al estudiante que inicialmente realice la lectura de esta cartilla sobre
funciones de varias variables y los principios relacionados con el cdlculo diferencial de las
mismas, para luego aprovechar los recursos de video capsulas y la revisién de los
ejercicios resueltos presentados como lecturas complementarias. Una vez analizados los
contenidos de los recursos antes sefialados no se debe dejar pasar la oportunidad de
desarrollar los ejercicios de repaso, mediante los cuales se puede poner a prueba.
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Desarrollo tematico

Calculo diferencial con funciones de varias variables

Funciones de varias variables

En este punto, en que nos convoca el tema de funciones de varias variables vale la pena
detenerse a mirar el recorrido que hemos hecho en el ambito de las funciones, en los
cursos de calculo diferencial y cdlculo integral el estudio se ha centrado
fundamentalmente en funciones reales de una variable real, en la cartilla de la semana 3
de este curso hemos trabajado con funciones vectoriales de una variable real, es decir
aquellas que asocian un numero real a un vector en el espacio tridimensional XYZ, ahora
abordamos el caso de funciones reales de varias variables, significando con ello que la
funcidn asigna un numero a un valor compuesto por varias variables.

Definicion de funcion real de varias variables

Sea D un conjunto de tuplas de compuesta cada una por n nimeros reales (xq, X5, ..., X5)-
Una funcién de f, del conjunto D en el conjunto de nimeros reales R, asigna un nimero
real w a cada tupla de D, en simbolo se suele escribir:

f:D - R

(%1, X9, ey Xp) 2 W = f(xq1, X5, e, Xp)

Dominio y rango de funciones de varias variables

El conjunto D se conoce como dominio de f, mientras que el conjunto de los valores w
asignados por f a las tuplas de D se denomina rango de la funcién. En este caso decimos
que f es una funcién de las n variables x4, x,, ..., x,, que son las variables independientes
y w es la variable dependiente.

Casos particulares de funciones de varias variables son el cason = 2 en el que se
acostumbra escribir (x,y) en lugar de (x;,x;) yelcasoyn = 3, en el que se escribe,
(x,y,2) enlugar de (xq,x;,,x3). También es importante sefialar que en situaciones
practicas es usual emplear letras que den informacién del contexto, por ejemplo el
volumen V de un cilindro depende del radio r y su altura h.
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Evaluacion de funciones de varias variables

Al igual que en las funciones reales de variable real, la evaluacién de funciones de varias
variables se realiza generalmente con base en una férmula o expresion algebraica.

Ejemplo 4.1: dada la funcién f(x,y,z) = \/x? + y? + z? hallar los valore de f para las
ternas (—1,3,2) y (2,—1,0)

Solucién:
f(-1,3,2) = /x> +y2 + 22
flry,z) =x2+y2 +22
f(=1,3,2)=/(-12+32+22=V1+9+ 4 =14
£(2,-1,0) =22+ (-1)2+02=vV4+1+0=+5

Determinacion del dominio y rango de una funcion de varias variables

Frecuentemente se tiene la tarea de hallar el dominio o maximo dominio de una funcion
dada su representacion algebraica, generalmente el principio basico es excluir los valores
no permitidos, bien sea porque dan como resultados nimeros complejos o divisiones por
cero. El rango se puede obtener a partir del analisis de los resultados que puede arrojar la
correspondiente expresién algebraica. A continuacidn presentamos algunos ejemplos en
los que se define el dominio y rango de funciones.

Ejemplo 4.2: hallar el dominio y rango de las funciones dadas en cada uno de los
siguientes casos:

@) f(y) = x—y

1
b)f(x.y)=m

c) f(x,y) = cosxy
d) f(x,v,2) =/x2 +y? + 22

e) f(x,y,z) = xylnz
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Solucion:

a) f(x,y) = /x2 —ylaexpresion indica que x? — y no puede ser un nimero negativo,
entonces debe darse que x2 —y > 0, entonces D = {(x,y):x% = y}. Los posibles

resultados para f(x,y) = /x? — y es el conjunto de todos los reales no negativos,
entonces Ran = [0, o).

b) f(x,y) = % en este caso no se permiten valores de (x,y) que hagan cero el

denominador, por tanto el dominio es D = {(x,y): xy # 0}. Los posibles resultados dados
por la expresion f(x,y) = % excluyen solamente el valor cero, por tanto el rango es

Ran = (—,0) U (0, ).

¢) f(x,y) = cosxy. La funcidn coseno estd definida para cualquier nimero real, por tanto
no hay valores de (x, y) que estén por fuera del dominio de esta funcion, lo que significa
gue el dominio es el conjunto de todos los puntos del plano, mientras que el rango es
Ran = [—1,1]

d) f(x,y,z) =+/x? + y? 4+ z2. Dado que para cualquier terna de valores (x,y, z) el
resultado de f(x,y, z) es un nimero no negativo se concluye que el dominio de la funcién
es todo el espacio, mientras que el rango es el conjunto de nimeros reales contenidos en
el intervalo o)

e) f(x,y,z) = xylnz. La Unica restriccion existente en este caso se refiere a la
imposibilidad que x tome valores menores o iguales que cero, por tanto el dominio es el
semiespacio D = {(x,y,z):z > 0}. El rango es el conjunto de todos los nimeros reales.

Punto interior y punto frontera de una region plana

Dada una region Re del plano XY, se dice que un punto (x,, y,) €s un punto interior de
Re si es posible construir un disco de radio r > 0y con centro (x,, ¥,) que esté en
contenido totalmente en Re. El conjunto de todos los puntos interiores de Re se
denomina el interior de Re. La figura 1 muestra la idea asociada con punto interior de una
region plana.
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Re

(X0, Y0)

Figura 1. llustracion del concepto de punto interior de una region plana
Fuente: Propia.

Un punto (x,, V) es un punto frontera de Re si cualquier disco con centro en

(x0, o) contiene puntos que estan dentro de Re y puntos que estan fuera de Re. La figura
2 ilustra el caso de puntos frontera de una region. El conjunto de todos los puntos
frontera de una regién Re se llama frontera de la regidon. Un punto frontera de una regién
Re puede o no pertenecer a la regién. Si a una regiéon dada Re pertenece sus puntos
frontera se dice que la regidén es cerrada, si los puntos frontera estan por fuera de la
region decimos entonces que la regidn es abierta; estas ideas de fronteras abiertas y
cerradas son andlogas a las de intervalos abiertos y cerrados en el conjunto de nimeros
reales.

Figura 2. llustracion del concepto de punto frontera de una regién plana
Fuente: Propia.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




Regiones acotadas y no acotadas

Una region Re del plano XY se dice que es acotada si es posible que quede
completamente contenida en algun disco de radio fijo, en caso contrario es no acotada. Si
la region no tiene fronteras se dice que es no acotada.

Ejemplo 4.3: dada la funcién f(x,y) =y — x? se tiene que su dominio es el conjunto

D = {(x,y):x? < y}, laregién correspondiente al dominio de la funcién se muestra en la
figura 3. Puesto que la pardbola y = x? se extiende indefinidamente, la regién sombreada
no se puede encerrar en un circulo de radio fijo. La frontera del dominio es el conjunto de
puntos de la pardbola mientras que el interior es el conjunto de puntos por encima de la
curva.

Curvas de nivel, superficies y contorno de funciones de dos variables

Al observar la figura 3 nos damos cuenta que para cada punto (x,y) en el dominio de la
funcién existe un valor z = f(x,y), la totalidad de estos puntos da lugar a la superficie
correspondiente a la grafica de la funcién. Ademas, al trazar un plano paralelo al plano XY
gue corte la superficie, se obtiene una curva en el espacio con igual valor de z para todos
sus puntos, es decir se tiene z = f(x,y) = constante. Estas ideas permiten definir a
continuacion los conceptos de curva de nivel, grafica o superficie y curvas de contorno de
una funcién de dos variables.

15

.. - -5
20 s -0

Figura 3. representacién grafica de una funcién de dos variables
Fuente: Propia.
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Dada una funcidn de dos variables z = f(x, y), se define una curva de nivel de f como el
conjunto de puntos del plano XY para los cuales la funcién tiene un valor constante
f(x,y) = c. El conjunto de todos los puntos (x,y, f(x,y)), del espacio asociados a puntos
(x,¥) en el dominio de f se define como la grafica o superficie de la funcién de dos
variables f(x,y), y las curvas f(x,y) = c (constante) se llaman curvas de contorno.
Notese que la definicidn de curva de nivel se refiere a un conjunto de puntos (x,y), del
dominio y no a la respectiva curva sobre la superficie, esta uUltima es la respectiva curva de
contorno.

Ejemplo 4.4: dada la funcidn f(x,y) = 121 — x% — y?, hallar el dominio, el rango, las
curvas de nivel f(x,y) = 0; f(x,y) =51; f(x,y) = 75.

Solucién: se tiene la funcién f(x,y) = 121 — x? — y?, en este caso, ya que no hay valores
de (x,y) para los cuales no se pueda realizar la operacion, el dominio de la funcion es el
conjunto de todos los puntos (x, y) del plano, por su parte, dado que a 121 siempre se le
resta valores no negativos, el rango de la funcidn es el conjunto de nimeros reales
menores o iguales que 121.

La curva de nivel correspondiente a f(x,y) = 0 es:

121 — x? —y? = 0 0 x%? + y? = 121, que es una circunferencia de radio 11 y centro en
(0,0).

La curva de nivel de f(x,y) = 21 es:

121 — x? — y? = 21 0x? + y%2 = 100, que es una circunferencia de radio 10 y centro en
(0,0).

La curva de nivel de f(x,y) = 72 es:

121 — x? — y? = 72 0 x* + y% = 49, que es una circunferencia de radio 7 y centro en
(0,0).

La superficie se muestra en la figura 3.
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Superficies de nivel de funciones de tres variables

En el dominio de una funcién de dos variables existen las curvas de nivel, definidas como
el conjunto de puntos del dominio para los cuales la funcién toma un valor constante, el
concepto analogo en el caso de funciones de tres variables independientes es el de
superficies de nivel, es decir, dada una funcién f(x,y, z), el conjunto de puntos del

espacio para los cuales la funcién toma un valor constante f(x,y,z) = c es una curva de
nivel de f.

En el caso de funciones de dos variables la representacion grafica de la funcién
corresponde a la ubicacion de puntos (x, y, f(x, y)) en el espacio. Para el caso de
funciones de tres variables independientes f (x, y, z) no es posible realizar una
representacion grafica de la funcion en razdn a que se requeriria de un espacio
geométrico de cuatro dimensiones para ubicar las tuplas (x,y, z, f (x, v, z). Desde el punto
de vista geométrico lo maximo que podemos hacer es analizar las superficies de nivel para
tener una idea del comportamiento de la funcion.

Ejemplo 4.5: las curvas de nivel para la funcion f(x,y,z) = \/x? + y? + z2 corresponden

a los puntos del espacio para los cuales /x2 + y2 + z2? = ¢, las cuales son esferas de
radio cy centro en (0, 0, 0). La figura 4 muestra las superficies de nivel para los casos

c =1; ¢ =1,c = 3. Es de aclarar que las superficies no corresponden a valores de la
funcidn. La utilidad de las superficies de nivel es ayudar a describir el comportamiento de
la funcién a medida que se toma diferentes valores del dominio.

Va+ V+z2=1
Va2+y+72=2

Vat+ V+z72=3

Figura 4. Representacion de superficies de nivel del ejemplo 4.5
Fuente: Propia.
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Puntos interiores y frontera de regiones en el espacio

En el espacio XY Z existen los términos andlogos a punto interior, punto frontera, regiones
acotadas y no acotadas definidas para el plano XY. Estos conceptos los presentamos a
continuacion.

Dada una region Re del espacio XYZ, se dice que un punto (xg, ¥, Zo) €S un punto
interior de Re si es posible construir una esfera de radio r > 0y con centro (xg, Vo, Zo)
gue esté contenido totalmente en Re. El conjunto de todos los puntos interiores de Re se
denomina el interior de Re.

Un punto (x,, Vo, Zo) €s un punto frontera de la regidn espacial Re si cualquier esfera con
centro en (x, yo) contiene puntos que estan dentro de Re y puntos que estan fuera de
Re. El conjunto de todos los puntos frontera de una regién se llama frontera de la regién.
Un punto frontera de una regién Re puede o no pertenecer a la regién. Si a una regién
dada Re pertenecen sus puntos frontera la region es cerrada, si los puntos frontera estan
por fuera, la region es abierta.

Limite de funciones de varias variables

En el curso de calculo diferencial se estudia el calculo de limites y la continuidad de
funciones reales de una variable real, en esta seccién de la cartilla extendemos
inicialmente los conceptos y fundamentos asociados con los limites para en el caso de
funciones reales de dos o mas variables, en la seccién 4.3 abordamos lo concerniente a
continuidad.

Limite de una funcidn real de dos variables

Si tenemos una funcién f(x, y) de dos variables, podemos estar interesados en el
comportamiento de la funcién cuando la pareja (x,y) toma valores tan cercanos como
queramos a los valores de una pareja especifica (xg, yy), esto estd relacionado con el
concepto de limite que presentamos a continuacion.

Definicion de limite de funciones de dos variables

Dada una funcidn f(x,y) y un numero real L, decimos que f(x, y) tiende a L cuando
(x,y) tiende a (xq, y,), si para todo (x,y) del dominio de f y para todo € > 0 existe un
6 > 0 tal que:

If (x,y) — L| < e siempre que 0 < \/(x —x0)> + (y —y0)> <8 (4.1)
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Propiedades de limites de funciones de dos variables

El calculo de limites de funciones de dos variables cumple las propiedades que se
enuncian a continuacién.

Sea f(x,y) y g(x,y) funciones reales de dos variables independientes (x, y) tales que:

fx,y) =1L y glx,y) =M

lim lim
(e,y)=(x0,¥0) (x¢,y)~(x0,¥0)

Si ademas a es una constante, se cumplen las siguientes propiedades.

1. Limite de una suma: [fx,y)+ glx,y)]=L + M

li
¥)~(x0,¥0)

2. Limite del producto por una constante: lim [af(x,y)] = alL
(x,¥)=(*0.Y0)

3 Limite de un producto: lim  [f(,y)gx,y)l=LM
(x,¥)=(x0,Y0)

_ f(x,y)
lim
)~ (x0¥0) [ g (%, ¥)

L
4 Limite de un cociente: =7 para M#0

5 Limite de una potencia: [f (x,y)]"* = L™ para n entero positivo

im
x¥)=(x0,¥0)

6 Limite de una raiz: lim  VYf(x,y) =VL

x¥)~(x0,¥0)

Se recomienda al estudiante la revision de las demostraciones.
Ejemplo 4.6: Calcular:

_ 2x —xy + 4 _ x? —xy
lim > > b) lim ——
ey~ x%y + 3xy? —y ®y)=>00)x — [y

a)

Solucidn: a) Aplicando sustitucién directa de los valores de (x, y) se tiene:

2x —xy+4 20— (0)(1)+4 _0-0+4

li = = = —4
oo x2y + 3292 —y  (0)2(1) + 3(0)(1)% — (1) 0+ 0 — (1)

b) El denominador de la expresidn tiende a cero cuando (x,y) tiende a (0, 0), por lo
tanto no se puede aplicar la propiedad de limite de un cociente mediante sustitucion
directa, pero es posible hallar la solucién mediante racionalizacién del denominador como
se muestra a continuacién.
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oxy L P -xy) WVx+y) _ i x(x — y)Wx +9)
(xy)—>(0 0)\/‘ [ ®¥)=000) (v/x — \[y) WVx + [y) © @)~(0,0) (x—7v)

= ol KO+ 3) =0

ye? J’)—>(0 0)

Ejemplo 4.7: Analicemos la existencia de:

5xy?

lim ———
(x¥)=(0,0) x2 + y2

En calculo de limites de funciones de una variable nos referimos a los limites laterales
como aquellos valores a los cuales se podria acercar la funciéon cuando la variable x se
acercaba al valor x, tomando valores mayores o menores que x,, lo que se relaciona con
la existencia del limite de la funcidn, en el sentido que si los valores de tales limites
laterales son diferentes se dice que el limite no existe. En el caso de funciones de dos
variables (x, y) hay infinitas posibles trayectorias por las cuales (x, y) se puede acercar a
(x0, ¥o)- En el caso de este ejemplo, vemos que alo largodelarectax =0, f(x,y) =0
siempre y cuando y # 0,y con un razonamiento andlogo llegamos a que a lo largo de la
rectay =0, conx # 0, f(x,y) = 0. Lo anterior indica que si el limite existe debe ser igual
a cero, veamos que efectivamente este es el valor del limite, pero usando la definicién

formal.
5xy? .
P — 0| < e siempre que 0 < [x2 + y2 < §
5y°|x| _
2t 2 < e siempre que 0 < \[x2 + y2 < §

Enrazénaque y? < x2 + y? se cumple que

Sy—ll |—5\/_<5/x2+y

x2+y

. . €
Si seleccionamos § = gtenemos:

Sxy

<5/x2+ yZ <56 = 5(5)

X2+ y?
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Lo que demuestra que:
. 5xy?

@y)-(00)x2 + y
Continuidad de funciones de dos variables
Esta seccidn presenta el estudio de la continuidad de funciones reales de dos variables en
términos de las condiciones que se deben cumplir. La definicidn es la siguiente:
Definicion
Dada una funcidn real f(x, y) las condiciones que se deben cumplir para que f sea
continua en un punto (x,, Y,) son las enunciadas a continuacion:

1. f esta deinida en (x,, y,), es decir, existe f(xq, Vo)

2. Existe el limite: lim flx,y)
(x,y) = (xg, ¥0)

3. flxy) =f(xo, ¥o)

lim
(x,y) = (x0, ¥0)

Las anteriores condiciones se refieren, como se ha indicado, a la continuidad de una
funcidn en un punto especifico, por otro lado, se dice que una funcién es continua si es
continua en todos los puntos de su dominio.

Ejemplo 4.8: estudiando la continuidad de la funcién:

S5xy
flx,y) ={x* + y?
0 si (x,y) =(0,0)

si (x,y) #(0,0)

Para los valores de (x,y) # (0,0) la funciéon es continua porque corresponde a una
funcion racional en x, y. El punto con el cual se debe tener mayor cuidado es
precisamente (x,y) = (0,0), pero, tal como lo indica la definicién, f esta definida en
(0,0), siendo f(0,0) = 0, sin embargo, al considerar diferentes trayectorias de
aproximacion de (x, y) a (0, 0) se obtiene diferentes valores de limites. Por ejemplo si
tomamos la trayectoria y = mx vemos que:

_ 5xy _ 5x(mx) . Smx?
(x,yl)lggomxz T Y2 oo x? + (mx)? (x.yl)li?omxz(l + m?)

Y 5m
B (x.y)IEEO.O) (1+ m?)
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Teniéndose por tanto que para diferentes valores de m se obtiene diferentes valores del
limite, significando esto que la funcién dada no es continua en (0, 0). A manera de
conclusiéon podemos indicar que la consideracidn de dos trayectorias nos pueden ayudar a
demostrar la no existencia de un limite, sin embargo, no se puede usar como criterio de
existencia la igualdad de limites calculados por diferentes trayectorias, en razén a que no
podemos probar las infinitas trayectorias posibles.

Las ideas asociadas a calculo de limites y estudio de continuidad de funciones de dos
variables se extienden al caso de funciones de tres o mas variables.

Derivacion de funciones de varias variables

La derivacién de funciones de una variable nos facilita el estudio de la variacién de una
funcidn en relacidn con la variacion de la variable independiente, por ejemplo, en un
punto dado del plano XY, la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcién
corresponde a la derivada en dicho punto. En el caso de funciones de dos variables la
grafica de la funcidn es una superficie en el espacio XYZ, la cual podemos cortar, por
ejemplo, con el plano y = y,, obteniéndose una curva plana para la que y es constante;
la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto dado corresponde a la derivada
de la funcidn con respecto a x en dicho punto, porque y es constante. Esta situacion se
muestra en la figura 5.

P(xo, Yo. fxo, ¥o))

z = fix.y)

Eje vertical en
el plano y = y,
|
N/ /

La curva z = fix, yp)
enel planoy = y,

Recta tangente

(X0, Yo)

(xp + h, yp)

Eje horizontal en el plano y =y,

Figura 4: Representacion grafica de la derivada parcial respecto a x
Fuente: Propia.
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Si el plano de corte de la superficie es x = x,, la pendiente de la tangente se halla con
base en la derivada de f respecto a y, lo que se ilustra geométricamente en la figura 6.

Eje vertical
en el plano

2N

X = XO A

('r()s '\V“O + k)

N\

Lacurva z = fix,, y)
en el plano
X =Xy

P (.ro, '\"09 _/(x()s ,"’0))

Eje horizontal
en el plano x = x,

Figura 5. Representacion grafica de la derivada parcial respecto a.

Fuente: Propia.

Estas ideas en las que derivamos una funcién con respecto a una variable, mientras
consideramos las demas como constante, da lugar al concepto de derivadas parciales,
enunciado a continuacion en forma analoga al caso de funciones de una variable.
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Derivadas parciales

Sea f(x,y) una funcion real, la derivada parcial de f con respecto a x en el punto (xg, V),
si existe, se simboliza y define de la siguiente forma:

of f(xo + h,yo) — f(x0,¥0)

&(xo'J’o) = }ll_l:f(l) A

La correspondiente derivada parcial de f con respecto a y es:

%(x ) = limf(xo'yo + h) — f (X0, ¥0)
gy oY) =G h

Tal como lo plasmamos en razonamientos anteriores, el significado geométrico de la
derivada parcial de f con respecto a x, en el punto (x,, y,), equivale a la pendiente de la
recta tangente a la curva z = f(x, y,) en dicho punto y sobre el plano y = y,. Significado
similar tiene la derivada parcial de la funcién con respecto a y.

Los cdlculos de derivadas parciales de funciones de dos variables se realizan de la misma
forma que la de las funciones de una sola variable, siempre se debe tener presente la
variable respecto a la cual se realiza la derivacidn. La definicion de derivadas parciales
respecto a x o y, asi como los procedimientos de calculo, se extienden al caso de tres o
mas variables, es decir para una funcidn de tres variables f (x, y, z), las tres derivadas
parciales, en el punto (x, Yo, Z, ), se definen como sigue:

%(x V4 )—lim(x0+h’y°’ zo) = [ (X0, Yo, Zo )
ox 0 Yo, %o ) = h—0

h
g(x z,) = limf(xo’yo + h, zy) — f (%0, 0,20 )
dy 0, Yo, Zo ) = ;1M A
g(x z,) = limf(xo'YO'Zo +h) — f(x0, Y0, 20 )
dy 0, Yo, Zo ) = ;1M A

En general, para una funcién de n variables f (x4, ... x;, ..., X, ), la derivada parcial de f
respecto la variable x; en el punto (x,, ..., X0, ---» Xno ), S€ definen como sigue:

af . (xlo,...,xio +h,...,xn0) _f(xlo,...,xl'o,...,xno)

— (X109, ey Xig) we) X = lim
ax( 10 » M0 ) nO) ho0 h
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Derivadas parciales de orden superior

Dada la funcién f = f(x,y,z), la segunda derivada de f respecto a x y la segunda
derivada de f respecto a y son respectivamente:

d (0f 0%f a (0f 0%f
&(&) " ox?’ @(E) ~ay?

También se puede tener derivadas cruzadas, en las que se deriva parcialmente con
respecto a una variable, la derivada parcial de f respecto a otra variable. La derivada de f
respecto a x de la derivada con respecto a y, asi como la derivada de f respecto a y de la
derivada con respecto a x, son respectivamente las siguientes:

~ oxdy’ oy

-5 53

dx \dy dx :ayax

Continuidad e igualdad de derivadas parciales mixtas

Es posible que una funcién tenga derivadas parciales respecto a x y respecto a y, en un
punto especifico y no ser continua en ese punto. En este punto nos interesa plantear la
relacidn entre la continuidad de la funcién y sus derivadas parciales mixtas, esta relacion
se presenta a continuacion.

Dada una funcidn f (x, y) y sus derivadas parciales %’%’ aizgy,;yz;x
continuas en una region plana abierta que contiene al punto (x,, y,). Entonces:

0% f B 0% f
dxdy  dydx

existentes y son

Esta expresidn establece que para calcular una derivada mixta de segundo orden podemos
derivar en cualquier orden siempre y cuando se cumpla la continuidad de la funcién y sus
derivadas. Se recomienda al estudiante remitirse a los ejercicios resueltos propuestos
como lecturas complementarias.
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Funciones diferenciables

En el caso de funciones reales de una variable se tiene que una funcién f(x) es derivable
en un punto x, implica que un incremento en el valor de f estd atado a un incremento h
en el valor de x, en cuyo caso, segun la definicién operacional de derivada, un incremento
se puede escribir, en términos de la derivada de la funcién, como: Ay = f'(x)h + €h. Al
extender esta propiedad al caso de funciones de dos variables abordamos el concepto de
diferenciabilidad que se enuncia a continuacion.

Sea f(x,y) una funcidn para la cual existen y son continuas las derivadas parciales Z—i,g—f
en una region abierta del plano que contiene al punto (x,, y,)- Se dice que f es
diferenciable en (x,, y,) si el incremento Az = f(x, + Ax, yo + Ay) — f(x0,¥), cuando
nos movemos de (x,, Vo) a (xg + Ax, y, + Ay), satisface la siguiente propiedad:

of

Az = —
d 0x

of
(x0, ¥o)Ax + @ (x0, ¥0)Ay + €,Ax + €,y
En este caso €;, €, tienden a cero cuando Ax y Ay tienden a cero. La funcion se dice que
es diferenciable si es diferenciable en todo punto de su dominio. (Dandose ademas que su
grafica es una superficie suave).

Diferenciabilidad y continuidad

Existe un teorema analogo al del caso de funciones reales de una variable en el sentido
que la diferenciabilidad implica continuidad, es decir, dada una funcién f (x, y) que es
diferenciable, se tiene entonces que f es continua.

Derivadas parciales de funciones compuestas

En el caso de funciones de una variable se realiza el calculo de derivada de una funcion
compuesta aplicando un principio conocido cominmente como regla de la cadena, aqui se
presenta la extensidn de tales principios de derivacidn para aplicarlos al contexto de
funciones compuestas, es decir, aquellas en las cuales x, y son funciones de una variable
real.

Sea z = f(x,y) una funcidn derivable y x(t), y(t) funciones derivables de t. La funcién
compuesta z = f(x(t), y(t)) también es una funcién derivable de t y su derivada estd
dada por:

dz

0 0
= L GOYOR O+ L GOIOYO 32
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Para una funcidn de tres variables f (x, y, z) su derivada, si existe, esta dada por:

af _of of of ,
G ax” () +@y (1) +£Z )

Ejemplo 4.9: sea la funcién z = xy? con x = cos?t; y = sent. La derivada de z con
respecto a t corresponde a:

42 _ 9 (0, 90)x' © + L (x(0,y @)y ©
dt ~ ox Y gy TR
dz
T —2y?cost.sent + 2xycost = —2sen’t.cost. sent + 2cos*t.sent. cost
dz
i —2sen3t.cost + 2cos3t. sent = 2sent. cost(cos*t — sen?t)

z
—=2 t. t 2t
I sent. cost(cos2t)

Derivacion implicita

Sea F(x,y) una funcién derivable y que F (x,y) = 0 define implicitamente a y como una
funcién derivable de x. entonces, donde Z—; # 0, se tiene que:

oF
4y _
dx  9F
oy

Ejemplo 4.10: dada la ecuacion x? — y? + 2xy = 0, hallar la derivada de y con respecto a
X.

Solucién: aqui se tiene F(x,y) = x? — y? 4+ 2xy, de donde se obtiene que:

aF—z +2y=2(x+7v) L OF _ 2y +2x = 2
oy - xt2y=2(x+y Yoy y+2x=2(x—-y)

En los puntos en que x # y se tiene que:

oF
dy = 5% _ 2(x+y) (x+y)

dx ~ F T 2x—y) (x-y)
oy
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Derivadas direccionales y gradiente

La ecuacién xx nos da la derivada o tasa de cambio, con respecto a un parametro ty en
cualquier punto P, (xo (t),yo(t)) de una funcién f(x,y) paralacual x = x(t); y = y(t).
Aqui definimos la derivada direccional de f en un punto dado como se indica a
continuacion.

Derivada direccional

Dada una funcién f(x,y) en un punto Py(x,, y,), la derivada de f en P, en la direccién
del vector unitario u = uyi + u,j, si existe es:

(ﬂ) _ mf(xo + suy, Yo + SuUz) — Xo, Yo
ds u,P, s—0 S

Significado geométrico de la derivada direccional

Si consideramos la superficie S de una funcién z = f(x,y), si el punto (xg, Yo, 2o) €s un
punto sobre la superficie S, el plano vertical que pasa por P y Py(x,, ¥) que es paralelo al

- . (d .
vector u corta a la superficie S en una curva C. La tasa de cambio (d—i) es la pendiente
u,Py

de la recta tangente a la curva C en P.
Gradiente

En esta seccidn presentamos, sin demostracion, un principio que permite calcular
agilmente la derivada direccional de una funcién f, para ello se hace uso de un concepto
previo, el de vector gradiente definido a continuacién.

Dada una funcién z = f(x, y), el vector gradiente de f en un punto Py(x,, V) es el
vector:

0 0
Vfp, = % (%0, Vo)i + % (x0,¥0)j (gradiente de f o nablade f) (4.3)

Derivada direccional en términos del gradiente

Dada una funcién z = f(x, y) derivable en una regién abierta que contiene al punto
Py(x9,Y0), la derivada de f en la direccién de u en el punto Py(x,, Vo), es igual al
producto punto del gradiente de f en P, (Vfp,) y el vector unitario u, es decir:

(%)w = (Vfr,)-u (4.4)
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Introduccion

En las anteriores cartillas y semanas de estudio hemos estudiado las herramientas que
han sido desarrolladas para el calculo de integrales de funciones, sin embargo, esto no
pasaria de ser curiosidades matematicas si no tuvieran aplicacién en la vida real, sin
embargo, el calculo de integrales tiene una gran cantidad de aplicaciones en la vida real
las cuales estudiaremos en esta y la préoxima semana. Una de las primeras aplicaciones es
el cdlculo de areas, problema que fue uno de los origenes de la definicién de integral, y
derivado de este esta el cdlculo de voliumenes de sdlidos y de sélidos de revolucion. A
través de ejemplos estudiaremos estas aplicaciones y su relacién con el mundo real.
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Recomendaciones metodoldgicas

Se recomienda al estudiante que estudie de manera detallada y detenida cada ejemplo
brindado en la cartilla y realice los ejercicios propuestos de la semana, asi como otros
ejercicios que puede encontrar en la bibliografia sugerida. A través del estudio y
desarrollo de ejercicios el estudiante adquirird mayor habilidad en el uso de herramientas
matematicas y podra enfrentarse a problemas de mayor complejidad.
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Desarrollo tematico

Aplicaciones de las derivadas de funciones de varias variables

Valores extremos de una funcion de varias variables

Las derivadas parciales z—£ y Z—£ de una funcion f(x, y) resultan de gran utilidad al hallar los

valores extremos de f en un dominio cerrado y acotado. Las funciones de dos variables
toman sus valores extremos sélo en sus puntos frontera o en aquellos puntos interiores a
su dominio donde las primeras derivadas parciales son iguales a cero o donde alguna de
ellas no existe, pero se debe tener presente, tal como sucede con las funciones de una
variable, que el hecho que la derivada se anule en un punto dado no implica que en tal
punto exista un valor extremo. Recordamos que en las funciones de una variable podia
haber un punto de inflexién, en el caso de superficies que son graficas de funciones de
dos variables este punto se llama punto de ensilladura. La figura 1 ilustra las posibles
situaciones.

20 20

Figura 1. Representacion de maximos, minimos y puntos de silla de funciones
Fuente: Propia.

Valores extremos de una funcion de dos variables

Como es logico, antes de abordar el uso de las derivadas parciales para determinar valores
extremos, primero nos corresponde presentar los conceptos de valores maximos y
minimos locales de una funcion de dos variables, la definicidn es la siguiente.

Dada una funcién f (x, y) definida en una regidn Re del plano que contiene al punto
(%0, ¥o) tenemos:

a) El valor f(xq, yo) es un maximo local de f si f(x,, ¥o) = f(x,y) para todos los puntos
(x,y) del dominio en un disco abierto con centro en (xg, ¥o)-
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b) El valor f(xy, ¥o) es un minimo local de f si f(xq, Vo) < f(x,y) para todos los puntos
(x,y) del dominio en un disco abierto con centro en (xg, ¥o)-

Criterios de primeras derivadas para determinar extremos locales

Si necesitamos hallar los valores extremos de una funciéon f(x,y), en términos
geométricos, nos corresponde hallar los puntos donde la superficie tenga un plano
tangente horizontal ya que esos puntos pueden estar asociados a un valor maximo, a un
valor minimo o a un punto de ensilladura. Estos puntos se pueden hallar apoyados en el
criterio de la primera derivada, el cual establece una condicidn necesaria para la existencia
de extremos. El criterio dice lo siguiente:

Dada una funcién f(x,y), si f tiene un maximo local o un minimo local en un punto
L - o . : af @
(%0, ¥o) al interior del dominio de f y si existen las derivadas parciales é; é en (X9, Yo),

of of
entonces—=0y —=0.

ox y ady
Notese que el hecho que las derivadas parciales sean iguales a cero no garantiza la
existencia de un extremo local. Para mayor claridad sobre esto damos a continuacion una

importante definicidn.
Punto critico de una funcion de dos variables

Dada una funcién f(x, y) se define como puntos criticos de f a aquellos puntos al interior

- d 5} . .
del dominio donde é =0y é = 0 o donde alguna de estas derivadas no existe.

Punto silla o de ensilladura

Siendo claro que en un punto critico no necesariamente hay un maximo o un minimo local
vale la pena preguntar ¢qué otro tipo de punto puede existir? La respuesta es un punto de
ensilladura, el cual se define formalmente a continuacion.

Dada una funcién f(x,y) derivable se dice que la superficie de f tiene un punto de
ensilladura en (x,, ¥o) si en un disco abierto con centro en (x,, y,) existen puntos del
dominio de la funcidn f para los cuales f(x,, ¥o) < f(x,y)y puntos del dominio para los

cuales f(xo, yo) > f(x,¥).
Ejemplo 5.1: dada la funcién f(x,y) = x2 + y? — 4y + 9, hallar sus valores extremos.

Solucidn: no hay restricciones de operacion para la expresion que define la funcion, esto
significa que el dominio es todo el plano XY. Las derivadas parciales son:

of _ of

a—Zx; @—Zy—‘}
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Estas derivadas parciales existen en todo el plano, por tanto, si existen extremos locales
estos se dan sdlo cuando ambas derivadas se anulan, es decir si:

of 2 0 of 2 4=06en (x,y) 0,2

—=2x=0; —=2y—4=006en(x,y) = (0,

i ay 2 y) =(0,2)
Como f(0,2)=5vy flx,y)=x?+y?2—4y+9=x2+(y—2)>+5 no puede ser
menor que 5, por lo tanto la funcidén tiene un minimo en (0, 2).

La figura 2 muestra la representacién grafica de la funcion y evidencia la existencia de un
valor minimo.

300 -,
260 4 -
200 <.
150 -
10 <.
50

200 20

Figura 2. Representacion grafica de la superficie de la funcion del ejemplo 5.1
Fuente: Propia.
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Ejemplo 5.2: para f(x,y) = y? — x? el dominio es todo el plano XY vy las dos derivadas
. a a . ..
parciales é =-=2xy % = 2y existen en todo el plano, esto conduce a que si existe un
extremo local sélo se puede dar en (0,0), pero podemos ver que para valores positivos de
x sobre el eje X se tiene f(x,y) = —x? < 0, mientras que para valores sobre el eje Y se

tiene f(x,y) = y? > 0. Lo que muestra que la funcién tiene un punto de ensilladura en el
origen, como lo muestra la figura 3.

-20 20

Figura 3: Representacion grafica de la funcion del ejemplo 5.2
Fuente: Propia.

Criterio de la segunda derivada para determinar extremos locales

Los dos ejemplos anteriores muestran que con los conceptos presentados hasta ahora se
requiere de analisis algebraicos que permitan determinar si el valor de la funcién en un
punto critico es un maximo, un minimo local o punto de ensilladura, hay o no valores
menores o mayores. El principio de calculo presentado a continuacién constituye un
eficiente criterio.
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Criterio de la segunda derivada

Dada una funcién f(x,y) con primeras y segundas derivadas parciales continuas en un

disco con centro en el punto (xg,Yo) yg—i = Z_;: = 0, se tiene que:
- 0%*f 02f\ (92f 22f \’
a) f(xq,y0) es un maximo local si Fr%) <0y (ﬁ) a_y2> — 6y6x>

> 0en (xy, Vo)

o L 0%f 0%f\ (0%f 92f \*
b) f (xo, Vo) es un minimo local si F) >0y (W) <a_yz> — ayax>

> 0en (xy, Vo)

92f )\ (92 92f \?
¢) f tiene un punto de silla en (x,,y,) Si ( f)( f) - ( f ) < 0en (xq,v0)

d0x? )\ dy? dyodx
. N COAYCEANEEAY
d) El criterio no ayuda a decidir si (W) (W) — <6y6x> =0en (x9,Y0)

., 02f\ (9%f a2f \? o .
La expresion: (=—=)(==) — (=—=) se conoce como discriminante o Hessiano de la

dx2/) \oy?2 dyox
funcién f y corresponde al siguiente determinante:
0%f
dydx
0% f
dy?

0% f
d0x?

0% f

dyodx
Ejemplo 5.3 : analizando la funcién f(x,y) = xy — x? — y%2 — 2x — 2y + 4 encontramos
gue el dominio de la funcion es todo el plano y por tanto no tiene fronteras, lo que
significa que si tiene valores extremos éstos se dan en los puntos donde las primeras
derivadas parciales se anulan, esto sucede en:

af af

ox ) oy X7

H=H(f(x,y)) =

Dando lugar a un sistema de dos ecuaciones lineales con solucion (xg,y,) = (—2,—2),
gue es el Unico punto posible en que se da un valor extremo. Calculamos ahora las
segundas derivadas parciales y el discriminante:

Fundacién Universitaria del Area Andina



i i 0*f

—=-2; —==-2; =1, H=(-2)(—2)—(1) =3

=% 5 307 (-2(=2) - (1)
Con: g = —2<0; H =3 >0 se concluye que la funcidon dada tiene un maximo local
en (—2,-2).

Ejemplo 5.4: el dominio de la funcién f(x,y) = 3y? — 2y3 — 3x2 + 6xy es todo el plano
y la funcidn es derivable en todo (x, y), los valores extremos se dan solo donde se anulan
las primeras derivadas parciales, tenemos entonces:

af af

— =6y —6x =0; —=6y—6y2+6x=0

ox y 3y y y
De la primera ecuacion tenemos x = y, que al ser sustituido en la segunda resulta en
2x(2 — x) = 0 obteniéndose finalmente los puntos criticos (0,0) (2,2). Las segundas
derivadas parciales y el discriminante son:

0%f 0%f 0%f
—=-6; =—=6—12y; ——=6; H=(—-36+72y)—36=72y—72
x? 9y? Y yax ( y) Y
En (0,0),H = —72 < 0, indicando que la funcién tiene un punto silla en el origen. En
2
(2,2), los valores % = —6; H =72 > 0 indican que la funcién tiene un maximo local.
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Figura 4: Grafica del ejemplo 5.4
Fuente: Propia.

Valores extremos absolutos en regiones cerradas acotadas

Si f(x,y) es una funcién, f(x,,y,) es maximo absoluto de f si f(x,y) < f(x, Vo) para
todo (x,y) en el dominio de f y es minimo absoluto si f(x,y) = f(x,,y,) para todo (x,y)
en el dominio de f. Cuando se tiene regiones cerradas y acotadas, los extremos absolutos
se pueden dar en los puntos criticos al interior del dominio o en puntos frontera, por lo
tanto los pasos a seguir para hallar extremos relativos son:

1. Hallar los extremos locales, que se dan en puntos criticos.

2. Hallar los posibles extremos locales en puntos frontera del dominio de la funcidn.

3. Determinar los maximos absolutos y minimos absolutos a partir los resultados de los
pasos 1y 2.
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Ejemplo 5.5: la funcidn f(x,y) = 2 + 2x + 2y — x? — y? estd definida en la porcién del
plano limitada por las rectas x =0; y =9 — x. La funcién es derivable en todo su
dominio, por tanto los valores extremos solo se pueden dar en los puntos criticos y en los
puntos frontera.

or of o
Con Py 2—2x=0; Fvi 2 — 2y = 0, tenemos el punto critico (1,1)y f(1,1) = 4
Ahora tomamos cada lado del tridngulo para determinar posibles extremos en puntos
frontera, vemos que sobre la recta y =0, f(x,0) = 2 + 2x — x2. Como nos interesa
saber los valores extremos de f(x,y) = 2 + 2x — x?, la podemos considerar como una
funcién de una sola variable en el dominio [0, 9]. En los puntos frontera del intervalo se
tiene £(0,0) = 2;f(9,0) = —61, mientras que en el interior del intervalo aplicamos
principios de calculo de funciones de una variable, obteniéndose x = 1 como Unico punto
criticoy f(1,0) = 3.

Sobre la frontera x = 0 encontramos que f(0,y) = 2 + 2y — y2. Con un andlisis similar
al anterior encontramos que los posibles valores extremos en este caso son:

Para la frontera correspondiente a la hipotenusa de la regidn triangular ya consideramos
los puntos (9,0) y (0,9), para considerar los otros puntos que estan sobre la recta
y =9 — x, remplazamos y = 9 — x en la funcidn se obtiene:

fl,y)=24+2x+209—x) —x*—(9 —x)?

Al aplicar los principios de célculo de una sola variable encontramos que un posible

9 9 9 41
extremosedaenx = ~» con lo cual f (5,5) =-

Finalmente tenemos que las posibilidades de extremos absolutos se encuentran en:

99 41
£(0,9) = —61; £(0,1) = 3; f(z,z> =-=

El maximo absoluto es f(1,1) = 4y el minimo absoluto es £(0,9) = f(9,0) = —61
Los multiplicadores de Lagrange

Se habla de multiplicadores de Lagrange cuando se debe resolver situaciones de asociadas
a la busqueda de valores extremos de funciones con dominios limitados a una regién
especifica del plano, en este contexto toma sentido los conceptos de maximos y minimos
sujetos a restricciones, los cuales tratamos a continuacion.
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Si se tiene una funcién f(x,y,z) para la cual sus variables se encuentran sujetas a la
restriccion g(x,y,z) = 0, el método de los multiplicadores de Lagrange establece que los
valores extremos de f se encuentran sobre la superficie g = 0 en aquellos puntos en que
Vf = AVg para algun escalar por determinar denominado multiplicador de Lagrange. El
uso del método de multiplicadores de Lagrange requiere que abordemos primero otros
principios.

Teorema del gradiente ortogonal

Sea f(x,y,z) una funcién derivable en una regidn que en su interior contiene una curva
suave C dada vectorialmente por:

r(t) =g@®)i+h@)j+kt)k

Si el punto P, es un punto de C donde f tiene un extremo local relativo a valores sobre C,
entonces el vector Vf es ortogonal a la curva C en P,

Corolario del teorema del gradiente ortogonal

Sea f(x,y) derivable, en los puntos de una curva suave r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k,

donde f alcanza sus extremos locales en relacién con sus valores en la curva, se cumple

que Vf.v = 0, siendov = %.

El método de los multiplicadores de Lagrange con una restriccion

Sean las funciones derivables f(x,y, z) y g(x,y,z), tal que Vg # 0 para g(x,y,z) = 0.
Podemos hallar los valores extremos locales de la funcién f sujeta a la restriccion
g(x,y,z) = 0 hallando el conjunto de valores x,y,z,A que satisfacen el sistema de
ecuaciones:

Vf =AVg; gx,y,2z) =0
Ejemplo 5.5: hallar los valores extremos de f(x,y) = xy sobre la elipse definida por:
xZ yZ
— 4+ =1
8 + 2
Solucion:

Este ejemplo es un caso particular del método expuesto usando sélo dos variables, aqui la

2 2
restriccion g(x,y) = 0 corresponde a g(x,y) = % + 3/7 —-1=0.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina  [Klos




Segun la ecuacién tenemos:

of  of .
Vf—al‘i‘@]—yli-xj
dg. 9dg. x. .

Al aplicar las ecuaciones Vf = AVg, encontramos:

L XA .
yl+x]=IL+y}L]

Con lo cual sigue que:

_Ax. —/1
y=g k=l
A ay) 2
“2 a4’

De la dltima igualdad se puede dar: y =004 = t2,encasoquey = 0,x =y = 0, lo cual
no es posible en razén a que el punto (0,0) no esta sobre la elipse, por tanto se tiene

y #0.Cony # 0,1 = %2, por lo que se da entonces que x = Ay = +2y. Usando este
hecho en la ecuacion g(x,y) = 0, tenemos:

(£2y)?
8

y?  4y?
+2— 3 +

2
2

Con lo cual se concluye que la funcidon toma sus valores extremos en la funcidn los puntos
(-2,-1),(-2,1),(2,—-1),(2,1) y los valores entremos en si son —2 y 2. La figura 4
muestra las curvas de nivel de la funcién f (x, y).

Método de los multiplicadores de Lagrange con dos restricciones

En la seccidn anterior tratamos el problema de hallar valores extremos de una funcién
f(x,y,2) sujeta a una restriccion g(x,y,z) = 0, sin embargo existen situaciones en las
cuales el nimero de restricciones es mayor, por ejemplo, dos restricciones g, (x,y,z) = 0
y g2(x,y,2z) = 0, asociadas a las funciones derivables g,(x,y,z) y g,(x,y,z) para las
cuales los vectores Vg, y Vg, no son paralelos. La descripcién formal del método es la
siguiente.

Sean las funciones derivables f(x,y, z), g.(x,y,2), y g.(x,y,z) tales que Vg, # 0,
Vg, #0 para g;(x,y,z) =0y g,(x,y,z) = 0. Podemos hallar los valores extremos
locales de f sujeta a las restricciones g, (x,y,z) = 0y g,(x,y,z) = 0 hallando el conjunto
de valores x, y, z, A, i que satisfacen el sistema de ecuaciones:
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Vf=2Vgy;+uvg, 91(x,y,2) =0; g2(x,y,2z) =0

Es importante hacer notar el hecho que la necesidad de satisfacer las dos restricciones
g1 = 0; g, =0 significa geométricamente que las superficies definidas por estas
restricciones se cortan en una curva C.

Ejemplo 5.6: si cortamos el cilindro x? + y2 = 1 conel planox + y + z = 1 el corte
correspondiente es una elipse. Hallar las menores y mayores distancias desde el origen
hasta la elipse.

Solucidn: la funcién de la cual se quiere hallar valores extremos es la distancia de puntos
(x,y) al origen, es decir, d = \/x? + y? + z?, pero se puede considerar la funcion:

flx,v,z) = x* + y? + z?
Y como restricciones:
g1, v,2) =x*+y2-1=0; g,(x,y,z2)=x+y+z—-1=0
De la ecuacién de gradientes Vf = AVg,; + uV g, se obtiene:

2xi + 2yj + 2zk = AQ2xi + 2yj) v+ u(i+j+ k) = QAx + wi+ QAy + wj + uk

2x = 2Ax + p; 2y = 24y + u; 2z =L
Remplazando 2z = pen 2x = 2Ax + y; 2y = 2y + u se obtiene:
2x = 2Ax + 2z y 2y = 2Ay + 2z
z=(1-1x y z=(1-A)y

Las soluciones del sistema de las ultimas ecuaciones son:

VA ] . VA
1-2 YT 1-2

z=0siA=1 0 X =

Si sustituimos z = 0 en las restricciones g,(x,y,z) =0 y g,(x,y,2) = 0y resolvemos el
sistema resultante encontramos x =0; y=1y x =1; y =0, que da finalmente las
soluciones (1,0,0) y (0,1,0).

Al tomar x = y, de la restricciones g,(x,y,z) = 0 y g,(x,y,2) = 0 se obtiene

2x2=1y z=1-2x
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De donde se obtiene las soluciones:

(225 1-00) y (55 100)

2 2

Los puntos de la elipse que se encuentran mas cerca del origen son (1,0,0) y (0, 1,0), los
que corresponden a una distancia minima d = 1, mientras que el punto mas alejado es

(-2,-2, 1+v2)

2
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Introduccion

En el estudio de integral definida de una funcién real de una variable real, el estudiante
recordara que la misma se realiza sobre un intervalo [a, b] asociado con un segmento de
recta, en esta cartilla se calcula inicialmente la integral de una funcién de dos variables
sobre una superficie, lo que da origen a las integrales dobles y a los teoremas o principios
en los que se basa su calculo, distinguiendo los casos de regiones de integracion
rectangulares y no rectangulares. Se estudia también las aplicaciones de las integrales
dobles al célculo de areas de regiones planas acortadas por funciones y al calculo de
volumenes que se levantan sobre regiones planas. Los fundamentos de calculo de las
integrales doble se extienden al de integrales triple.
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Recomendaciones metodoldgicas

Aunque el estudiante auténomamente puede abordar el estudio de las tematicas de la
semana a parir de cualquiera de sus recursos, se le recomienda hacerlo a partir de la
lectura de esta cartilla sobre integrales doble, donde presentamos especificamente
tépicos como integrales dobles sobre superficies rectangulares y sobre superficies mas
generales. Luego de la lectura conviene trabajar con base en recursos como lecturas
complementarias, donde se presentan ejercicios resueltos, y video capsulas o videos que
explican algunos ejemplos y fundamentos de su desarrollo. Luego de abordar los recursos
antes sefialados resulta conveniente afrontar los ejercicios de repaso a través de los
cuales usted puede validar sus avances en la incorporacién de los contenidos a su cimulo
de conocimientos.
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Desarrollo tematico

Integrales multiples y algunas aplicaciones

Integrales muiltiples

En el curso de Calculo Integral se estudio la integral definida de una funcidn real de una
variable, en un intervalo cerrado [a, b], con base en el paso al limite de la suma de las
areas de infinitos rectangulos de base infinitesimal y altura igual al valor de la funcién.
Nuestro cometido en esta seccidn de Integrales multiples consiste en ampliar la misma
idea de sumas infinitas para hallar la integral definida de funciones de varias variables, se
considera inicialmente el caso de integrales dobles de funciones f(x,y) definidas sobre
un rectangulo acotado en el plano XY.

Integrales dobles sobre regiones rectangulares

Si tenemos una funcion de dos variables independientes f(x, y), definida sobre el
rectdngulo Re:a < x < b, ¢ <y < d, podemos dividir el rectdngulo en muchos
rectangulos mas pequenos mediante el trazado de multiples lineas rectas paralelas a los
ejes coordenados X, Y, como muestra la figura 1, el conjunto de todos los pequefios
rectangulos forma una particién de Re. Un pequeiio rectangulo de ancho Ax y altura Ay,
tendrad un drea AA = (Ax)(Ay). Es claro que a mayor niumero de rectangulos el drea de
cada uno es mas pequeiia, si en total hay n pequenos rectdngulos, sus area son

AA;4, ..., AAy, ..., AA,, donde AA; es el drea de k — esimo rectdngulo, asociado con la
ubicacion del punto (xy, ¥, ). La suma de Riemann sobre el rectangulo corresponde a la
suma de productos de cada rectangulo por el valor de la funcién, es decir.

Sp =) f(xx,yi)AAy (6.1)

NgE

&
1]

1

_ Fundacidon Universitaria del Area Andina  [KEE:




(X, Vi)

) N

—P <

0 a b >X

Figura 1. Regién rectangular dividida en muchos pequefios rectangulos
Fuente: Propia.

Es de anotar que existen muchisimas formas de realizar la particidn, por tanto se puede
obtener diferentes valores de la suma de Riemann. Si las medidas de los lados de cada
rectdngulo son muy pequefias, es decir tienden a cero, el nimero de rectangulos serd muy
grande o tiende a infinito, en cuyo caso el valor de la suma estaria dado por:

n
Sp=lim D fOry0de  (62)
k=1

Si el limite definido en la ecuacién (6.2) existe se dice que la funcién f(x, y) es integrable
y el respectivo limite recibe el nombre de integral doble de f(x, y) sobre la region Re.
Una forma de representar una integral doble sobre una regidn Re es:

| reyas

Significado geométrico de la integral doble sobre una region rectangular

Asi como la integral definida de una funcién de una variable corresponde al area bajo la
curva de la funcion, si la funcion f(x,y) definida sobre el rectangulo Re es positiva, su
integral doble sobre Re se interpreta como el volumen del sélido limitado por el
rectangulo Re vy la superficie de f(x,y). La figura 2 sugiere la integracién de elementos
infinitesimales de volumen sobre una regién plana.
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Figura 2 llustracion del significado geométrico de la integral doble de una funcién de dos variables
sobre una region rectangular
Fuente: Propia.
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Calculo de integral doble sobre una regién rectangular

z4

fx,y) —

SN
— e - -.-.-.--—I*Y
/ /
e S T ——---X=a

 ceeee=x=b

e - e - - -

X y=c’ y=d

Figura 3. llustracion del razonamiento para calcular una integral doble sobre una regién rectangular
Fuente: Propia.

Para hallar el volumen del solido limitado por la parte superior por la superficie de la
funcién f(x,y) y por la parte inferior por el rectangulo Re:a < x < b, c <y <d,
podemos considerar un elemento infinitesimal de volumen consistente en una seccion
transversal perpendicular al plano XY y paralela al plano YZ, la cual tiene espesor dx y
area A(x), tal como se sugiere en la figura 3, por lo que el volumen corresponde a:

b
|4 =f A(x)dx (6.3)

Para hallar el area de la seccién transversal A(x) consideramos en ella un elemento
infinitesimal de area consistente en una seccidn franja perpendicular al Y, la cual tiene
ancho dy y altura f(x,y), como muestra la misma figura 3, por lo tanto el drea A(x) es:
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d
AG) = f faydy (64

Podemos notar que esta es el drea para una seccién transversal fija, por lo que al integrar
con respecto a la variable y, se mantiene constante el valor de x. Si sustituimos la integral
que da el area A(x) de la ecuacidn (6.4) en la expresion del volumen de la ecuacién (6.3),
encontramos que el volumen esta dado ahora por:

V= LbA(x)dx = Lb <Ldf(x,y)dy> dx = Lb j;df(x,y)dydx

V= Lb j;df(x,y)dy dx (6.5)

Segun (6.5) se puede hallar el volumen integrando la funcién dada respecto a y e integrar
luego este primer resultado respecto a x. Las integrales en (6.5) se llaman integrales
iteradas.
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X y=c¢ y=d

Figura 4. llustracién del razonamiento para calcular una integral doble sobre una region rectangular
Fuente: Propia.

Si realizamos un procedimiento similar, basado en la figura 4, podemos llegar a la
siguiente expresion en la cual se realiza primero la integracidn respecto a la variable x y
luego respecto a y, como se indica en la ecuacién (6.6). La realizacién de este
procedimiento se propone al estudiante sea desarrollado por el estudiante.

V= j;d Lbf(x,y)dx dy (6.6)
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Primera forma del Teorema de Fubini

Los razonamientos y procedimientos anteriores y el hecho que el valor de la integral doble
de una funcién f(x, y), definida en una regién rectangular del plano XY, equivale al
volumen del solido limitado por la regidn rectangular y la superficie de la funcién, hace
parte de lo que se conoce como primera forma del Teorema de Fubini y se enuncia
formalmente a continuacién.

Sea f(x,y) una funcidn continua en la regién rectangular Re:a < x < b, c <y < d,
entonces el valor de la integral doble de f(x,y) sobre Re esta dado por:

b d d b
[[ramaa=|[ [ ranayar= [ [ reoyayax
Re a c c a
Ejemplo 6.1: Hallar el valor de la siguiente integral doble:

ff(20—6xy2)dA, con0<x<2; —-1<y<1
Re

Solucion:

_U(ZO — 6xy?)dA = f_l fZ(ZO — 6xy?)dxdy = f_l <f2(20 - 6xy2)dx> dy

1 1
_U(ZO — 6xy?)dA =f (20x — 3x2y?)|3dy =f (40 — 12y?)dy
Re -1 -1
1
ﬂ(zo — 6xy?)dA =f (40 — 12y?)dy = (40y — 4y®)[L, = (40 — 4) — (=40 + 4)
-1
Re

ff(zo — 6xy?)dA =36+ 36 = 72
Re

Integrales dobles sobre cualquier region plana

Cuando calculamos integrales dobles sobre regiones rectangulares contdbamos con la
facilidad de tener los limites de integracion definidos desde el comienzo en razén a que
los limites de la regién son segmentos de recta paralelos a los ejes, en el caso que
estudiamos aqui, los limites de integracién pueden estar dados en términos variables.
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Para hallar la integral doble de una funcién f(x,y) = 0, vista como el volumen de un
solido sobre una region del plano, podemos trazar rectas paralelas a los ejes X, Y, con lo
cual se obtiene un conjunto de rectangulos del plano, debido a la curvatura de la regién,
solo algunos de estos rectdngulos estdn totalmente en ella y algunos otros estdn
parcialmente, como se muestra en la figura 4. Si tomemos los rectangulos con medidas
muy pequefias, se tiene un numero muy grande de rectangulos, y estaremos mas cerca de
abarcar el area de la regidn con rectangulos totalmente contenidos en ella, y el volumen
aproximado del sélido también sera la suma de Riemann dada en la ecuacién 6.1.

Sp = f (e, yi ) AAy

NEE

=
1l

1

Si las medidas de los rectdngulos son tan pequefias que tienden a cero, el nimero de
rectangulos sera tan grande que tiende a infinito y el volumen serd el mismo limite de la
ecuacion 6.2, en general si el limite existe se dice que la funcidn f(x, y) es integrable y
respectivo limite recibe el nombre de integral doble de f(x, y) sobre la region Re, esto se
representar mediante:

n
V=>5,= %i_r)l;lto(xk'yk)AAk = ff f(x,y)dA
k=1 Re

Para una funcién f(x,y)dy = 0 sobre Re, acotada por x = a,x = b, g,(x), g,(x),
encontramos que

g2(x) g2(x)
Ax) = f dA = f £, y)dy

g1(x) g1(x)

Y el volumen es:
b b b rg2(x)
sz def A(x)dxzf f f(x,y)dy dx
a a a Jg,(x)

También se puede presentar el caso de una region limitada por x = h,(y), x =
h,(y), y =c¢, y = d como muestra la figura 5, sobre la cual el volumen del sélido seria:

d d rhy(xy)
v=| away=[ [ feuydxdy
c c h

1(xy)
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Estos razonamientos constituyen el fundamento de la segunda forma del Teorema de
Fubini que se presenta a continuacién:

Segunda forma del Teorema de Fubini

Dada una funcién f(x, y) continua en una regién Re, g,(x) < g,(x) continuas en un
intervalo [a, b]; , hy(y) < h,(y) continuas en un intervalo [c, d], entonces:

1. Para Re definida mediantea < x < b, g,(x) <y < g,(x), se tiene:

|| reyaa - f b | " e y)dyd

g1(x)

2. Para Re definida mediantec <y < d, h;(x) <y < h,(x), se tiene:

| reyaa- f ' fh " e y)dxdy

R 1(x)

Ejemplo 6.2: un prisma tiene como base el triangulo en sobre el plano XY limitado las
rectasy = x, x = 1y el ejeY.Sobre cada punto (x,y) del dominio, la altura del prisma
esta dado por f(x,y) = 3 — x — y. Hallar el volumen del sélido.

Solucidn: el volumen total se puede hallar mediante la integracidn de elementos
infinitesimales de volumen dV, como el mostrado en el esquema de la figura 5, sobre toda
la regidn Re Vemos que cada uno es igual al drea de su base cuadrada dxdy o dxdy
por su altura f(x,y).
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=flx,y)=3—-x—-y
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Figura 5. llustracién del ejemplo 6
Fuente: Propia.

Si integramos primero respecto a la variable y y luego respecto a x debemos ver que la
variable y toma valores comprendidos entre y = 0 a y = x, mientras que x lo hace entre
x =0ax =1, conlocual laintegral doble que da el volumen es:

b rgy(x) 1 rx 1 y2 x
V= f f f(x,y)dydx = f f (B —x—y)dydx = f <3y — Xy — —> dx
a Jgi(x) 0“0 0 2 0
. 1 3 , x? D = 1 3 3x? D = 3x2 x3\|' 3 1 .
= fo XTE T )= fo T )T\ T2)| T2 2T

Se recomienda al estudiante realizar el proceso invirtiendo el orden de integracion.
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Propiedades de las integrales dobles

A continuacidn se presenta el conjunto de propiedades que se cumple en el contexto de
calculo de las integrales doble.

Dadas las funciones f(x,y)y g(x,y) continuas en la frontera de una regién Re, el calculo
de integrales dobles cumple lo siguiente.

1. producto por un multiplo constante ff cf(x,y)dA =c ff f(x,y)dA
Re Re

2. Suma o diferencia ff[f(x,y) + g(x,y)]dA = ff fx,y)dA + ffg(x,y)dA
3.Dominacién

a.fff(x,y)dAZO si f(x,y) =0enRe

b. fff(x,y)dA > ffg(x,y)dA si f(x,y) = f(x,y) enRe

Aditividad

fff(x,y)dA=fff(x,y)dA+fff(x,y)dA sSiRe=R{UR,YyR,UR, = ¢
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Area de regiones planas por integrales dobles

El cdlculo de 4rea de una region plana Re se reduce el cdlculo de integrales de la forma:

A=RfefdA

El procedimiento tiene como parte fundamental la determinacién de los limites de
integracién de la misma forma que se hace para el calculo de volumen. Nétese que no se
multiplica por la funcién f(x, y) que corresponde a la altura de un sélido, ya que solo se
realiza el calculo del drea de la region.

Ejemplo 6.3: hallar el drea de la regién Re limitada por las curvas y = x; y = x? para
valores positivos de x, y.

< -
Figura 6. Representacion grafica de la situacion del ejemplo 6.3

Fuente: Propia.

Solucidn: la figura 6 muestra la regién Re, las dos curvas se cortan en (0, 0) y (1, 1). El drea
estd dada por:

1 rx 1 1 2 31 1
A=ffdA=f fdydx=f[}’]xde=f(x2—x)dx=—__ _1
Re 0 Jx? 0 * 0 2 3 6

0

Ejemplo 6.4: hallar el drea de la regién acotada pory = x2;y = x + 2
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> X

Figura 7. Representacién de la situacién del ejemplo 6.4
Fuente: Propia.

Solucidn: la figura 7 muestra la regién y los puntos de corte de las dos curvas, asi como los
puntos de corte (—1, 1), (2,4). El drea se puede calcular mediante:

x+2 2 2 X2 53 1
f dA = f f dydx=f [y];cé’zdx=f (x+2—x2)dx=[———l ==
x2 -1 -1 2 3 6

l+2 <9
=3 =3
-1

Integrales dobles en coordenadas polares

La utilidad de las integrales dobles en coordenadas polares radica en que algunos calculos
se realizan mas facilmente si se realiza la transformacién de la forma cartesiana a forma
polar.

Si una funcion f (r, ) se define sobre la regién Re limitadaporf =a, 6 =3; r =
g(@);r =h(8) con0 < g(6) < h(0) < a, entonces la region Re se encuentra en el
interior de la regién definida por 0 <r < a; @ < 6 < 8 y mostrada en la figura 8, en la
gue se resalta un elemento infinitesimal de area dA asociado con un “sector polar”. En
este caso la integral corresponde al siguiente limite de la suma:
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Figura 6. Una region Re en coordenadas polares
Fuente: Propia.

Rf f f(r,0)dA = S, = lim ; £ (T, 0:) DA

El calculo del anterior limite debe considerar se requiere expresar el area AA;, en funcién
de Ar y A6. El valor 1, sefialado en la figura 8 se puede tomar como el promedio de los
radios mayor y menor que limitan el respectivo sector polar, lo cual significa que 1, =

Tmayor*Tmenor _ . . ‘- X
-, _,con AT = Timayor — Tmenor- El €studiante puede verificar facilmente que:

Tk Tk
Tmayor = Ar + —; Tmenor = A1 — -
2 2
Ademas:
Tk Tk
AAy = Amayor — Amenor = (rmayor - rmenor)AH = [AT‘ + ? —Ar + ?] A6 =

A4y = [%" + %"] A6 = 1,06

Con lo cual el limite asociado con la integral se convierte en:

J:f f(r,0)dA = gl_)n.}ozn: f (1, ;)1 A8 = J:f f(r,0)drdo = J.ﬁ J.h(e)f(r, 0)rdrde
e k=1 w a

R 9(6)
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Integral triple y volumen de una region en el espacio

En esta seccion se trata la ampliacion de los principios de cdlculo de integrales dobles al
calculo de integrales triples...

Integrales triples

Dada una funcién f(x,y, z) definida en una regién E, cerrada y acotada, del espacio XYZ,
la integral de la funcidn se puede calcular extendiendo el procedimiento aplicado para
calcular la integral de una funcion de dos variables definida sobre una region plana, en
este caso la integral corresponde al limite de la suma de los productos de la funcidn f'y
cada elemento infinitesimal de volumen AV, = (Ax;)(Ayy)(Az,), es decir:

fbﬂ f(x,y,z)dv = %mzﬂx’y’ 2)AV,

ﬂ f(x,y,2)dV =ﬂ f(x,y,z)dxdydz

Volumen de una regidn del espacio

Al igual que el calculo de area de regiones planas mediante integrales dobles, en lo cual se
integraba los elementos infinitesimales de area dxdy, el volumen de una region del
espacio corresponde a la integral triple de los elementos infinitesimales de volumen

dV = dxdydz, es decir:
V= ﬂ dV = ﬂ dxdydz
E E

Para el calculo de estas integrales se debe estudiar la definicion de los limites de
integracién segun la regién. Se propone al estudiante revisar la seccion de lecturas
complementarias de esta semana, donde se encuentra un conjunto de ejercicios resueltos
sobre el tema, de igual forma se recomienda la visualizacién de videcapsulas.
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Introduccion

Tal como lo recordamos en la cartilla anterior, las integrales definidas de funciones de una
variable se calculan sobre un segmento de recta, las integrales dobles se calculan en
referencia a una regién plana. En esta cartilla se estudia las integrales de linea, las cuales
se calculan sobre una curva en el espacio. Los conceptos tratados se relacionan con la
integraciéon en campos vectoriales. Reconociéndose importantes aplicaciones en ciencias e
ingenieria, tales como trabajo y flujo. Se trata también un importante resultado que
relaciona el calculo de una integral de linea con el de una integral doble, el teorema de
Green.
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Recomendaciones metodoldgicas

Las principales recomendaciones que damos sobre los temas de esta semana atafien a la
juiciosa lectura de esta cartilla sobre integrales de linea, sin embargo, no sobra el repaso
de los temas dados en cartillas anteriores sobre operaciones entre vectores, lo que
ayudard a una mejor comprensiéon de sus contenidos. Luego de su lectura, conviene llevar
a cabo acciones como las sugeridas en las cartillas anteriores en relacién con el
aprovechamiento de recursos como lecturas complementarias y video capsulas ofrecidos
aqui. Luego de abordar lo anterior resulta pertinente enfrentarse a la solucién de los
ejercicios de repaso.
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Desarrollo tematico

Integrales de linea de campos vectoriales

Integrales de linea en el espacio

Si el estudiante recuerda los estudios de fisica relacionados con el célculo del trabajo
realizado por una fuerza, tendrd presente que el trabajo realizado por una fuerza
conservativa, como la gravedad, no depende de la trayectoria sobre la cual se realiza el
trabajo, situacién contraria se da si la fuerza es no conservativa, como es el caso de las
fuerzas resistivas. Los conceptos e ideas sobre la integral de linea o de trayectoria, se
refieren precisamente a casos en que el valor de la integral en general depende de la
trayectoria seguida.

Al
(Xk Vi Zr )~ g

r(t)

t=a

Figura 1. Curva en el espacio vista como la composicion de muchos pequefios segmentos
Fuente: Propia.
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Si f(x,y,z) es una funcién real de variables reales y C es una curva en el dominio de la
funcién, expresada paramétricamente mediante r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k, con t en
el intervalo [a, b], los valores de f alo largo de C corresponden a f (x(t), y(t), z(t)). La
integral de f a lo largo de la trayectoria, con respecto a la longitud de arco, en el intervalo
de valores de t se puede hallar considerando inicialmente un elemento de arco de
longitud Al sobre la curva C, asociado con el punto (xy, Vi, Zi)- A partir de lo anterior
tenemos la siguiente suma aproximada:

n
Sp = 2 f s Vi z) Al
k=1

Si la funcidn f(x,y, z) es continua y las primeras derivadas de x(t), y(t), z(t) son
continuas, al tomar Al,, muy pequefio, el nimero n de porciones de arco se hace muy
grande, y en el caso limite en que cada Al tiende a cero, n tiende a infinito, por lo que la
integral de f alo largo C corresponde a tal limite. Formalmente, con base en los
anteriores razonamientos, presentamos a continuacion la definicion de integral de linea.

Definicion de integral de linea

Dada una funcién f(x, y, z) sobre una curva C, definida paramétricamente por el vector
r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k en el intervalo [a, b], entonces la integral de f sobre C esta
dada por el siguiente limite, si existe:

n
[ fyadi=tim Y foyenoal (1)
Cc k=1

Decir que una curva C es suave para t € [a, b], significa que la derivada de la funcién
vectorial que define su parametrizacidn es continua y no se anula en [a, b], es decir,

d . I "
V= d—: # 0. La suavidad de la curva C y la continuidad de f sobre C son garantia de la
existencia del limite dado en la ecuacién (7.1) y por tanto de la integral de linea.

Longitud de arco

De la ecuacidn (3.11) de la cartilla de la semana 3, si tomamos t, = a, encontramos que la
longitud de arco esta dada por:

L(t) = j v(0)| dt (7.2)
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Al aplicar el teorema fundamental del célculo tenemos que dL = |v(t)|dt. Con lo cual la
ecuacion (7.1) que define la integral de linea sobre la curva se transforma en la integral
simple en términos del parametro t, tal como se muestra a continuacion:

b
jf(x.y,Z)dl =j f(x(®), y(@©), 2(1)) Iv(t)|dt (7.3)
C a

Ejemplo 7.1: se tiene la funcién f(x,y,z) = x — 3y? + z. Hallar la integral sobre la
trayectoria recta que va del origen al punto (1,1, 1).

Solucién: una sencilla parametrizacion de la trayectoria esr(t) = ti + tj + tk; t € [0,1].
Aqui se cuenta con la existencia y continuidad de las derivadas de las componentes del
vector r(t) y ademas |v(t)| = |i +j + k| = /3, lo que indica que v(t) no se anula, con lo
cual la trayectoria es una curva suave y la integral estara dada por:

1 1 1
jf(x,y,z)dl :j V3£ (t,t,t) dtzj \/§(t—3t2+t)dt=\/§j (2t — 3t2)dt
C 0 0 0

jf(x,y, z)dl =\/§j1(2t — 3t2)dt = V3(t? — t3)|(1)dt =0
0
C

Campos vectoriales e integrales de linea

Para el estudiante debe resultar familiar que algunas magnitudes fisicas tales como las
fuerzas gravitacionales, magnéticas y eléctricas, por ejemplo, se describen y estudian
como vectores asociados con puntos del espacio, lo que da lugar a un campo vectorial.

Campo vectorial

Un campo vectorial se define como una funcién que asocia un vector con cada punto de
su dominio. Por ejemplo en cada punto en los alrededores de un cuerpo cargado
eléctricamente existe un campo eléctrico, el cual puede impactar el estado de movimiento
de una carga de prueba, la magnitud y direccidon del campo en cada punto del espacio
depende de la magnitud de la carga, de la geometria del cuerpo y de la ubicacién del
punto. Un campo vectorial tridimensional es una funcién de la forma:

F(x,y,z) = M(x,y,z)i+ N(x,y,z)j + P(x,y,2)k

Si las funciones M, N, P son continuas se dice que el campo también es continuo, y es
derivable si sus componentes también lo son.
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El conjunto de vectores tangentes, asi como los de vectores normal a una curva son
ejemplos de campos vectoriales a lo largo de la curva. Otra situacion de este tipo
corresponde al asocio del vector gradiente de una funcidén escalar f(x,y, z) con cada
punto de alguna superficie de nivel. Para representar graficamente los campos vectoriales,
se acostumbra tomar puntos del dominio y trazar los respectivos vectores, teniendo en
cuenta que es la flecha la que se asocia al punto.

o of o o At S
A A AT A A A A AT

Figura 2. Ejemplo de representacion de campo vectorial
Fuente: https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images?q=tbn:ANd9GcTJINYo0SiquDiJ9IRektdT-T-
Xf7FItIXIFmlieEN7JJVAMuUf890mQ

Campo vectorial gradiente

El campo vectorial gradiente de una funcidén derivable f(x,y, z) corresponde al campo de
vectores gradiente de la funcion, es decir:

_of . of . Of
Vf—al+ax]+axk

El campo gradiente en cada punto del espacio da un vector en la direccién de mayor
crecimiento de la funcion, cuyo médulo es el valor de la derivada direccional. Este campo
no necesariamente se refiere a fuerzas.

Ejemplo 7.2: la temperatura T en cada punto de cierta region del espacio obedece la
ecuacion:

T(x,y,z) =120 —x? — y3 — 22

Y un campo F(x, y, z) es el gradiente de la funcién T'(x, y, z), entonces:
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F—VT—aT'+aT'+aTk— 2xi — 3y?j + 2zk
N _6xl 6x] ox xt yxez

Integrales de linea en campos vectoriales

Ya que anteriormente hemos definido integrales de linea de funciones escalares sobre
trayectorias, pasamos a realizar calculos de integrales de linea de campos vectoriales.

SeaF(x,y,z) = M(x,y,z)i+ N(x,y,2)j + P(x,y,z)k un campo vectorial de
componentes continuas que se definen a lo largo de una curva suave C parametrizada

por un vector r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k en un intervalo cerrado [a, b], sea T el vector
tangente unitario en cada punto de la curva en la direccién de avance. Se define la integral
de linea del campo F a lo largo de C mediante:

fFTd—fF(dr)d—de—fF ). % gt 7.4
Tds = | F.(—-)ds = | F.dr= [ F(r(e).— (7.4)
C C C C
DondeTZEZL
ds |v]|

La definicion dada permite ver que esta integral de linea corresponde a la integral de linea
de la componente escalar tangencial del campo F a lo largo de la curva.

Para realizar el calculo de la integral de linea de un campo vectorial se recomienda
inicialmente expresar F(x, y, z) en términos de r(t) mediante la sustitucion de los
componentes escalares M, N, P de F en términos de x = x(t), y = y(t),z = z(t), luego

dr . . , .. . .,
hallar 2V finalmente calcular la integral segln se indica a continuacion:

fF. dr = fF(r(t)).%dt

Cc Cc

Ejemplo 7.3: hallar la integral de linea del campo F definido por F(x,y,z) = zi + xyj —
y%k alolargode r(t) = t?i + tj + vtk en [0,1]

Solucioén: teniendo en cuenta las recomendaciones anteriores y que:

F(x,y,z) = zi + xyj — y*k
r(t) = t%i + tj + vtk = (%, t,Vt)
Encontramos que:
F(r(t)) = F(¢%, t,t) = Vti + t3j — t%k

dr L 1
—=2tl+]+—tk

dt 24/t
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Con lo cual la integral correspondiente es:

jF.dr= jF@(t)).%dt: jl(\/fi+t3j—tzk).(Zti+j+2—tk)dt
0

Cc Cc

1/ 3 13
jF.dr:j (2t2+t3——t2).dt=j
c 0 2 0

Algunas aplicaciones de las integrales de linea

1

3 3
(Et5+t3)dt= L+ —| ==

En esta seccidn se presenta brevemente algunas de las aplicaciones del cdlculo de integral
de linea.

Trabajo realizado por una fuerza a lo largo de una curva

Si C es una curva suave parametrizada por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)kcon t € [a,b] y F
es una fuerza dada por el campo F = M(x,y,z)i + N(x,y,z)j + P(x,y,z)k de
componentes continuas en una region que contiene a C. El trabajo realizado por F al
mover un cuerpo desde r(a) hasta r(b) alo largo de C se calcula mediante:

a

b dr
W = j F.Tds = j F(r(t)).adt (7.5)
c

Ejemplo 7.4: hallar el trabajo realizado por la fuerza F = (y — x2)i + (z — y?)j + (x —
z¥)kalolargoder(t) = ti + t?j + t3k cont € [0, 1], desde (0, 0,0) hasta (1,1, 1).
Solucion:

F(x,y,z) = (y —xDi+ (z—y*)j + (x —z°)k

r(t) =ti+t%j+t3kt€[0,1];

F(r(t)) = F(t,t%,t3) = (t? — t?)i+ (t3 —tH)j+ (t — t®)k
F(r(t)) = (3 —tYj+ (t—-tOk

dr _ i + 2tj + 3tk
" ]
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F(r(t)).% = [(t® —tY)j + (t — tO)k].[i + 2tj + 3t2k]

dr
F(r(t)).a = 2t(t3 — t*) + 3t2(t — t0) = 2t* — 2t° + 3t3 — 3¢8

Entonces:
b dl' 1
W= j F(r(t)).adt = j (2t* — 2t° + 3t3 — 3t®)dt
a 0
129

2 1 3 1
W=|=t>—=t° —t4——t5] = —
[5 3t tg 37 [, 60

Integrales de flujo

Si C es una curva suave parametrizada por r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)kcont € [a,b]y
F=M(x,y,z)i+ N(x,y,z)j + P(x,y,z)k es un campo continuo de velocidad, el flujo a
lo largo de la curva desde r(a) hasta r(b) a lo largo de C se calcula mediante:

b
Flujo = j F.Tds = j F(r(t)).%dt (7.6)
C a

En el caso que r(a) = r(b) el flujo corresponde a la circulaciéon alrededor de C.

Ejemplo 7.5: la funcion F(x,y,z) = xi + zj + yk representa el campo vectorial de
velocidad de un fluido, calcular el flujo a lo largo de la curva C parametrizada por
el vector r(t) = (cost)i +tj + th;t € [0, /5]

Solucién:
F(x,y,z) =xi+zj + yk
r(t) = (cost)i + (sent)j + tk;t € [0, ”/2].
F(r(t)) = F(cost, sent,t) = (cost)i + tj + (sent)k
d
d—; = (—sent)i + (cost)j + k
d
F(r(t)).d—; = [(cost)i + tj + (sent)k].[(—sent)i + (cost)j + k]
dr
F(r(t)).a = (—sent)(cost) + tcost + sent
Entonces:
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b d z 1
Flujo = jF. Tds = j F(r(t)).d—Zdt = j [(—sent)(cost) + tcost + sent] dt = 3
a 0

c

Flujo a través de una curva plana simple y cerrada

Una curva se denomina simple si no se intersecta con ella misma, y es cerrada
cuando el punto de inicio coincide con el final. En estos casos interesa calcular la
tasa a la que un fluido ingresa o sale de la region plana limitada por la curva
cerrada, lo que corresponde al componente escalar del campo vectorial velocidad
en la direccidon normal a la curva, para ello se hace uso de integral de linea como
se presenta a continuacion.

SeaF = M(x,y)i + N(x,y)j un campo vectorial continuo en el plano, sea C una curva
suave, simple y cerrada en el dominio de F, y n el vector unitario normal a C en direccién
hacia afuera, el flujo del campo F a través de la curva C se calcula mediante:

Flujode F = a travésde C = j F.nds (7.7)

C
Para efectos de calculo, para M(x,y)i + N(x,y)j y cualquier parametrizacion
suave x = x(t),y = y(t); t € [a,b] de C, que la recorra en sentido anti horario una
sola vez, se puede demostrar que

(Flujode F = Mi+ Nj a través de C) = jF.nds = 3€ (Mdy — Ndx) (7.8)
c

Cc
Ejemplo 7.6: hallar el flujo del campo F = (x —y)i+ xj a través de la curva

x? +vy% =1en el plano XY.

Solucion: se toma r(t) = (cost)i + (sent)j; t € [0, 7T/Z] como parametrizacién de
C y se tiene M = x —y = cost — sent, dy = (cost)dt; N = x = cost,dx = —sent,
entonces:

21

Flujo = j(Mdy — Ndx) = (cos?t — sent.cost + cost.sent)dt
0
c
, o 2T 1 + cos2t t sen2t]™"
Flujo = (cos“t)dt = ———dt = [— + ] =7
0 0 2 2 4 I
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Campos conservativos

Un campo vectorial F definido en una regidn abierta Re del espacio se califica como
conservativo si para cualquier par de puntos P y Q en Re, la integral de linea fC F.dr

desde P hasta Q tiene el mismo valor sin importar la trayectoria que una P y Q. Un
ejemplo de campo conservativo es el campo gravitacional, en el cual el trabajo realizado
por la fuerza de gravedad es independiente de la trayectoria. Si bien es cierto que la
integral correspondiente es una integral de linea, la independencia de la trayectoria lleva a
pensar que lo importante son los puntos P y Q por lo cual se expresa como una integral
definida entre Py Q.

Se podria demostrar que un campo vectorial F es conservativo si y sélo si corresponde al
campo vectorial gradiente de una funcidn escalar, es decir, para alguna funcién f, se
cumple que F = Vf, la funcidn f recibe el nombre de funcién potencial. Ejemplos
importantes en el mundo de la fisica son las funciones de potencial gravitacional y
potencial eléctrico. Segun la relacién entre campo vectorial conservativo y su respectiva
funcién potencial, tenemos que:

Q Q
f F.dr = f Vf.dr = £(Q) — f(P) (7.9)

Integrales de linea en campos conservativos

Vimos en la seccion anterior que un campo conservativo es el campo gradiente de
alguna funcién escalar. El siguiente teorema brinda un procedimiento de
evaluacion de integrales de linea de campos gradiente.

Teorema fundamental de integrales de linea

Dada una curva suave C, que une los puntos P y Q, parametrizada por la funcién
vectorial r(t). Una funcién f diferenciable con vector gradiente continuo F = Vf
que contiene a C, se tiene entonces que:

[Far=f@-r® @10
C
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Ejemplo 7.7: sea F un campo vectorial de fuerzas que corresponde al gradiente
de la funcion

1
[y ==y
Hallar el trabajo necesario para mover un cuerpo desde el punto (1,0,0) hasta
(0,0,2) alo largo de una curva suave que no pasa por (0,0, 0).

Solucién: el trabajo realizado corresponde a:

1 3

fF.dr = f(0,0,2) — f(1,0,0) = 1 (-1 = 2
Cc

Tal como lo muestra el teorema anterior y se evidencia a través de la solucion del

ejemplo, solo se requiere conocer la respectiva funcion f para facilitar

significativamente el calculo de integrales.

Una importante consecuencia del teorema fundamental de las integrales de linea
es el hecho que cualquier campo conservativo es un campo gradiente, lo cual se
enuncia como el siguiente teorema.

Teorema: todo campo conservativo es un campo gradiente

Dado un campo vectorial F = M(x,y,z)i + N(x,y,z)j + P(x,y,z)k en una regioén
conexa abierta del espacio. F es un capo conservativo siy solo si F = Vf para alguna
funcién diferenciable f.

Otro hecho importante que surge en el calculo de integrales de linea de campos
conservativos se refiere al hecho que en una trayectoria cerrada la correspondiente
integral es igual a cero, es decir, dada una curva cerrada C, el campo F es conservativo si y
solosi [ .F.dr=0.

Lo estudiado hasta este momento en relacién con campos conservativos y funciones
potenciales nos hace plantear el interrogante sobre cémo saber si un campo F es
conservativo y, de ser asi, como hallar la funcién potencial asociada. Para responder a
estos interrogantes presentamos a continuacién condiciones necesarias y suficientes para
gue un campo vectorial sea conservativo.
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Condiciones para que un campo F sea conservativo

Dado un campo vectorial F = M(x,y,z)i + N(x,y,z)j + P(x,y,z)k en un dominio
conexo y simplemente conexo, con componentes M, N, P tales que sus primeras derivadas
parciales son continuas. El campo F es un capo conservativo si y solo si

op ON oM 0P ON OM

%= %% T (7.11)

Si se sabe que un campo es conservativo la funcidn f que satisface F = Vf, es decir

M(xyZ)l-I-N(xyz)]+P(xyz)k_il+_f]+af
’ ' ' dy 0z
Lo anterior implica que
y _0f _o _of 1o
(x.y,Z)—ax, (x,y,Z)—ay, (x,y,z)—az (7.12)

En lo que ataine a esta seccidon 7.4, se invita al estudiante a consultar los ejercicios
resueltos contenidos en las lecturas complementarias de esta semana, tales ejemplos
brindan un mayor panorama del uso de tales principios.

Teorema de Green

Un importante nimero de situaciones en el campo de la ciencia se relacionan con
integrales de campos no conservativos a lo largo de curvas planas cerradas, un ejemplo de
ello lo constituye el trabajo realizado por fuerzas disipativas. Para el calculo de tales
integrales, existe un procedimiento denominado Teorema de Green, a través del cual el
problema de calcular la integral de linea, se convierte en el calculo de una integral doble
sobre la region plana limitada por la curva cerrada C. El teorema de Green se relaciona
con dos importantes cantidades asociadas con un campo vectorial, denominadas
divergencia o densidad de flujo y densidad de circulacién o componente k del rotacional.
Estas cantidades se definen a continuacién como parte de esta seccion.

Divergencia de un campo vectorial

Dado un campo vectorial F(x,y) = M(x,y)i + N(x,y)j la divergencia del campo
[div F](x, y) o densidad de flujo, mide el grado de concentracion del campo en el punto
(x,y), su valor esta dado por

oM

divF = oN 7.13
[div ](x,)’)—a+$ (7.13)
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Fuente: div F (xy. yg) = 0

Un gas en expansion
en el punto (x;, yp).
A

NI/
7N\

Y

>
< >

Sumidero: div F (xg, vg) < 0

Un gas en compresién
en el punto (xy, yp).

S
2\

Figura 2. Representacion grafica asociada a la divergencia
Fuente: Propia.

Un acercamiento a la comprension de este concepto se da al consideramos la compresién
0 expansion de un gas, si el gas se comprime en un punto (x, y) las lineas que indican la
direccién del flujo convergen hacia el punto (x, y), mientras que si se expande, las lineas
de campo son divergentes desde (x, y). La figura 3ilustra esta idea.

Densidad de circulacion de un campo vectorial

Dado un campo vectorial F(x,y) = M(x,y)i + N(x,y)j su densidad de circulacién mide
el grado de concentracion del campo en el punto (x, y), su valor esta dado por:

[ tF]k—aN oM 7.14
rotFl.k ==~ 3y (7.14)

Para comprender mejor su significado consideremos el movimiento del agua sobre una
region del plano en una delgada capa, la densidad de circulacién es entonces una medida
de la rapidez y direccién de giro de la una rueda de hélices ubicada con su eje
perpendicular al plano dentro del agua. La figura 3 ilustra esta idea.
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Formas del Teorema de Green

Siempre que se habla del Teorema de Green se tiene dos formas de expresarlo, una de
ellas hace referencia de la divergencia de un campo vectorial, mientras que la otra se
refiere al componente k del rotacional.

Teorema de Green en términos de la divergencia

Esta forma del Teorema de Green establece que, bajo ciertas condiciones, el flujo saliente
de un campo vectorial a través de una curva cerrada simple en el plano es igual a la doble
integral de la divergencia del campo. La formulacion de esta forma del teorema es la
siguiente:

Sea Re una regioén plana encerrada por una curva C, suave, cerrada y simple. Si F(x,y) =
M(x,y)i + N(x,y)j es un campo vectorial en el plano tal que las componentes M y N
tienen primeras derivadas parciales continuas en todo punto de una regidn abierta que
contiene a Re, entonces el flujo del campo F hacia afuera y a través de C esta dado por:

F.nds = | (Mdy — Ndx) = 0_M+6_ dxdy (7.15)
J ponas= | I G

Donde el calculo de la integral corresponde al recorrido de la curva C en sentido anti
horario.

Teorema de Green en términos del rotacional

Esta forma del Teorema indica que la circulacidn de flujo en sentido anti horario alrededor
de una curva C, cerrada y simple, corresponde a la doble integral del componente k del
rotacional. La formulacion de esta segunda forma es la siguiente:

Sea Re una region plana encerrada por una curva C, suave, cerrada y simple. Si F(x,y) =
M(x,y)i + N(x,y)j es un campo vectorial en el plano tal que las componentes M y N
tienen primeras derivadas parciales continuas en todo punto de una regidn abierta que
contiene a Re, entonces la circulaciéon del campo F en sentido anti horario alrededor de C
esta dado por:

fF Tds = f(de—Ndy) _ ﬂ a—N—a—M) dxdy (7.16)

c
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Donde el calculo de la integral corresponde al recorrido de la curva C en sentido anti
horario.

Se reitera al estudiante la recomendacion de remitirse a las lecturas complementarias
donde encontrard ejercicios resueltos y video capsulas que explican en detalle algunos
procedimientos que le permiten una mayor apropiacién del tema.
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Introduccion

Con el estudio de las integrales de superficie en esta octava semana llegamos al final del
curso de calculo multivariado. En las integrales de superficie reconocemos que el dominio
de integracidén de un campo vectorial es una superficie en el espacio, lo que claramente se
diferencia del caso de funciones de una variable en la que el dominio de integracién es un
intervalo de niumeros reales, las integrales dobles calculadas sobre regiones planas y las
integrales de linea calculadas sobre curvas en el espacio. Estos temas también se
relacionan con la integracidon en campos vectoriales. Reconociéndose importantes
aplicaciones en ciencias e ingenieria, tales como trabajo y flujo. El resultado mas
importante que se estudies el teorema de Stokes.
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Recomendaciones metodoldgicas

Las recomendaciones finales del curso corresponden como en todos los casos anteriores a
iniciar con la lectura de esta cartilla sobre integrales de superficie, pero considerando
conceptos y fundamentos dados en las semanas anteriores, con lo que se contara con
mejores elementos para afrontar la presentacién del examen final. Luego de su lectura, se
recomienda aprovechar los recursos adicionales ofrecidos en esta semana y en las
semanas anteriores. Luego de realizado lo anterior, resulta conveniente intentar resolver
los ejercicios propuestos como actividad de repaso.
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Desarrollo tematico

Integrales de superficie

Representacion de superficies en el espacio

En la cartilla de la semana 3, al abordar las funciones de varias variables, tratamos las
funciones de la forma z = f(x, y), cuya representacién geométrica es una superficie en el
espacio. La ecuacién z = f(x,y) es la forma o expresidn explicita de la superficie en razén
a que expresa el valor z explicitamente en términos de las variables x, y. Una superficie se
puede expresar también implicitamente mediante una ecuacion de la forma F(x, y,z) =
0. Una nueva forma de expresidn que nos interesa es la representacion paramétrica
vectorial, la cual se presenta a continuacion.

Representacion paramétrica de una superficie

Dada la funcion vectorial r(u,v) = f(u,v)i + g(u,v)j + h(u, v)k continua en una
region Re del plano uv y uno a uno en el interior de Re. El rango de la funcionres la
superficie S determinada por r. Se dice entonces que r(u, v) es una representacion
paramétrica vectorial de la superficie S, de parametros u, v y dominio de parametros Re.

A Z

r(t)

X
Y

Figura 1. Representacidn del vector P de un punto sobre una superficie
Fuente: Propia.
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A partir de la representacion paramétrica de S podemos escribir las siguientes expresiones
paramétricas individuales.

x=fwv), y=9gWwv), z="huvv)

En la anterior representacién paramétrica, vale la pena sefialar la asociacién entre puntos
del plano UV y puntos del espacio XYZ, se puede decir que una superficie en el espacio
XYZ es laimagen de una region del plano UV.

Ejemplo 8.1: representacién paramétrica de una superficie esférica. Las ecuaciones

X = a coSu.cosv, y = asenu.cosv, zZ = asenv) corresponden a una representacion
paramétrica de la esfera x2 + y2 + z2 = a?, esto se puede verificar remplazando las
expresiones dadas para x, y, z en la ecuacidn cartesiana de la esfera.

Superficie suave

Parte del interés en relacion con las superficies es contar con procedimientos que nos
permitan calcular su area, para hallar el area con base en integrales dobles, se requiere
gue la curva sea suave, la suavidad de una curva se define a continuacién en términos de
la representacién paramétrica vectorial.

Dada superficie S con representacion paramétrica vectorial dada por la ecuacioén r(u, v) =
fu,v)i+ gu,v)j+h(w,v)k, a<u<b, c<v<d, Sesunasuperficie suave silas
ar af .  0g . , Oh ar af .  0g . , Oh .
—=—i+—=j+—k; —=—i+—j+— n contin

P gul+6u]+6uk'6v 6ul+6u]+6uk son continuas y

, r ar .. .
ademas el producto cruz 5a X 5, hunca se anula en el dominio de los pardametros u, v. Esta

.y T or Or . .
definicidn concretamente indica que los vectores 57 3, Siempre determinan un plano

derivadas parciales

tangente a la superficie.
Calculo de area de superficies suave

Esta seccién se dedica al cdlculo de area de superficies suave, se presenta las bases del
razonamiento para hallar la expresidn correspondiente a superficies dadas en forma
parameétrica vectorial y luego se presenta las expresiones para hallar el drea de las
superficies dadas en formas explicita e implicita.

Area de una superficie definida paramétricamente

Para abordar el andlisis que permita establecer expresiones de cdlculo de area de una
superficie suave, tomamos un pequefio rectangulo AA,,,, cuyos lados estan en las rectas
U=uy, u=uy+Au, v=vy, y v= vy+ Av,con cada pequefio rectangulo en el
plano UV se asocia una pequefia superficie en el espacio XYZ, de area Ag,,,, como se
muestra en la figura 2.
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Figura 2. Superficie suave vista como la composicion de muchos rectangulos infinitesimales
Fuente: Propia.
Razonamientos basados en paso al limite, en que rectangulos infinitesimales del plano UV
se asocian con superficies infinitesimales del espacio XYZ, conducen a la siguiente
afirmacion respecto al calculo de area de una superficie suave expresada en forma
paramétrica vectorial.

Dada la representacion r(u, v) = f(u,v)i + g(u,v)j + h(u,v)k, u € [a,b],v € [c,d]
de una superficie suave S, el drea de S estd dada por:

AS) = Jf |au 6v| aA

Ejemplo 8.2: hallar el area de la superficie de un cono definido por:

b, or

| dudv (8.1)

r(r,0) = (rcosf)i + (rsenf)j + rk; r € [0,1], 0 € [0, 2]

. e . ar or ,
Solucidn: inicialmente hallamos - X g 35

or . . or . .
ol cosBi + senbj + k; = = —rsenfi + rcosfj

06
Entonces:
or Or : J k . )
—X—=—==| cosf senf 1| = —(rcosB)i — (rsenf)j + rk
or 060
—rsenf rcosf 0
Por tanto:

2 2 1 2 —
|6u P \/(TCOSG) + (rsen@)? +r2 = r\/2
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Con lo que finalmente el area del cono es:

A(S)_ﬂ f f dudv=j:nj;
A(S)=f2nf1r\/§drd9=\/§f2n<f1rdr>d9=\/§f2n_

A(S) = g2n =2n

or OJr
_X_

Jr oOr
_X_

3 %38 dudv

Area de una superficie definida implicitamente

Si una superficie S estd definida implicitamente por la ecuacién F(x,y,z) = c sobre una
region plana Re cerrada y acotada, el drea de la superficie es:

A(S) = ﬂll v/l d4; Vfp=#0 (8.2)

Donde p es uno de los vectores unitarios i, j, K, perpendicular a la superficie Re.

Ejemplo 8.3: hallar el area de la superficie inferior que resulta cuando la superficie
definida por x2 + y? — z = 0 es cortada por el plano z = 4

Solucién: la figura 2 muestra la superficie cortada por el plano, la superficie S es parte de
la superficie de nivel F(x,y,z) = x? + y? — z = 0 y la regidn Re es el circulo x% + y? <
4. El vector unitario perpendicular a Re es p = k.

A partir de F(x,y,z) = x? + y? — z se encuentra que:

Vf =2xi+2yj—k; |Vf] =4x2 +4y2 +1;
IVf.pl = |Vf.kl =|-1] =1,

El drea es entonces:

A(S) = ﬂ | f| ﬂ [\/4x2+4y2+1] dxdy=f02nU02\/mdrl do
x2+y2<4

IVf.p

21

Lz d Laz—nae="a7-1
A(S)—j;) [E(‘I-T +1)2]0 9—];) E( 72—) —g( 72—)
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Area de una superficie definida explicitamente

En esta seccion presentamos la formula de calculo del area de una superficie suave dada
en laforma z = f(x,y) sobre una regién Re del plano XY, la férmula es:

A(S) = j f l (%)2 + (%)2 + 1| dxdy (8.3)

Integrales de superficie

La idea de integral de superficie es el andlogo a integral de linea estudiado en la semana 7,
la integral de linea es util, por ejemplo para calcular el flujo de un campo a lo largo de una
curva dada. La integral de superficie puede usarse para calcular el flujo de un campo a
través de una membrana asociada con una superficie en el espacio. En fisica eléctrica
encontramos un importante caso en el que se pone de manifiesto el uso de integrales de
superficie, este corresponde a una carga distribuida sobre una superficie S segun lo indica
una funcién G (x, y, z) que define la densidad de carga en cada punto (x,y,z) de S. El
interés entonces es calcular la carga total, para lo cual consideramos que la superficie S se
define paramétricamente mediante r(u,v) = f(u,v)i + g(u,v)j + h(u,v)k, u,v € R.

La figura ilustra el caso de una superficie genérica S compuesta por pequefios elementos
de area, segun indicé la formula xx de la seccién xx, el drea de cada elemento se puede
escribir aproximadamente como:
A |6r ar|(A )(Av)
~ [—X—| (Au)(Av
7 ou” ov

Con el AA anterior y con la funcién densidad de carga G (x, y, z) se encuentra que la carga
aproximada contenida en cada elemento de superficie es:

80, = |52 % 2] 6x,y, 2) () (4v)
~ X xX,V,Z u v
O du Jdv Y
Procedimientos basados en paso al limite cuando el tamafio de cada elemento de area es

infinitesimales y el nimero de elementos tiende a infinito, nos lleva a establecer que la
carga total se obtiene mediante:

= ([ a0 = || Gaa = 1 nA _ (125« %" ¢ dud
o= [ 0= [ =y 3000 = [ |25 2] e
S S k=1 S

Estas ideas se extienden a cualquier funcién continua G (x, y, z) sobre una apropiada
superficie S. Dado que una la expresién que define la superficie se puede dar en
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diferentes formas, se tiene a continuacion un resumen de formulas de calculo de
integrales de superficie segin la forma en que esté dada S.

Calculo de integral de superficie una funcion G(x, y, z)

En este aparte presentamos solo el resumen de expresiones de calculo de integrales de
superficie de una funcién G (x, y, z) definida sobre una superficie S, teniendo en cuenta la
forma de representaciéon de S. Se debe tener cuidado de no confundir con las expresiones
usadas para el calculo de area.

Integral de superficie de G(x, y, z) si S se define paramétricamente

Dada una superficie suave S definida por r(u, v) = f(u,v)i + g(u,v)j + h(u, v)k para
(u,v) en unaregion Re, y una funcion continua G (x, y, z) definida sobre S. El valor de la
integral de superficie de G(x, y, z) sobre S se encuentra mediante la siguiente integral
doble sobre Re.

ff G(x,y,z)dA =ff |Z_ng_:;| G(f (w,v), g(u,v), h(u,v))dudv (8.4)
s Re

Integral de superficie de G(x, y, z) si S se define implicitamente

Dada una superficie suave S definida implicitamente por la funcién derivable continua
F(x,y,z) = c con S ubicada por encima de su sombra cerrada y acotada en una region
Re en el plano coordenado debajo de ella. El valor de la integral de superficie de G(x,y, z)
sobre S se encuentra mediante la siguiente integral doble sobre Re.

v
ff G(x,y,z)dA =ff léf].rll)lG(x,y,z) d4;, Vf.p+0 (8.5)
S Re

Donde p es el vector unitario perpendicular a Re.
Integral de superficie de G(x,y, z) si$ se define explicitamente

Dada una superficie suave S definida explicitamente por la funcién z = f(x, y), derivable
y continua sobre una regién Re del plano XY. El valor de la integral de superficie de
G(x,y,z) sobre S se encuentra mediante la siguiente integral doble sobre Re.

ff G(x,y,z)dA =ff G(x,y,f(x,y))dxdy (8.6)
s s
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Ejemplo 8.4: hallar la integral de superficie de la funcién G (x, y,z) = x? sobre la
superficie S definida por:

r(r,0) = (rcos@)i + (rsen@)j + rk; r €[0,1], 0 € [0,2m]

Solucidn: este caso corresponde a una superficie S definida paramétricamente con
parametros (u,v) = (r, 8) , por tanto la integral correspondiente es:

ff G(x,y,z)dA =ff |%X2_2| G(f(r,0),g(r,0), h(r 6))drdd
S Re

Del ejemplo 8.2 tenemos que:

|$ X a— = T'\/_
Ademds, con G(x,y,z) = x? se tiene que
G(f(r,0),9(r,0),h(r 0) = (f(r 9))2 = (rcos8)? = r?cos?6

Entonces:

ff G(x,y,z)dA =ff |%X2_2| G(f(r,0),g(r,0),h(r 6))drdd
S Re

= ff G(x,y,z)dA = on lfl(rzcosze)(r\/f)drl do = \/Efzn lcosZB f1r3drl do

21 COSZQ \/7 21

ff G(x,y,2)dA =\/§f 70 =?f (cos26 + 1)d6
0 0

S

JJ ey 2paa :g[serzlze * 9]? = g(zm = @

Superficies orientables y flujo de un campo vectorial

Se dice que una superficie es orientable si se puede definir un campo n de vectores
unitarios normales a la superficie, que continuamente cambia con la posicidn. De una
superficie orientable se dice también que es de dos lados, para una mayor comprensién
del concepto, la superficie y su campo normal en conjunto se llama superficie orientada
vale la pena sefalar que la banda de Md&bios, mostrada en la figura 3 no es una superficie
orientada.
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Si un campo vectorial F(x, y z) se define sobre una superficie orientada S y n es el campo
de vectores unitarios normales, la integral de F.n sobre S en la direccién positiva se
denomina flujo de F a través de S en direccidn positiva, es decir:

Flujo = ff F.ndo (8.7)
S

Ejemplo 8.5: hallar el flujo del campo F = yzj + z%k hacia afuera a través de la superficie
S cortadade y?+ z% =1 porlos planosx = 0,x = 1 conz = 0.

Solucién: utilizamos aqui el hecho que el campo de vectores normales a S corresponde al
gradiente de la funcién g(x,y, z) = y? + z2, es decir:

Vg 2yj + 2zk 2yj + 2zk 2yj + 2zk  2yj+ 2zk
= 4 = = = =
Vgl Jay2 +422 a2 +22)  J4QD) 2

n

=yj+zk

Con el vector unitario p = k encontramos que:

Vg 2 1
do A=p—dA=—dA

"~ |Vg.k| |2z|
El producto punto F.n sobre S esta dado por:
F.n = (yzj + z%k). (yj + zk) = y?’z+ z3 = z(y* + z?) =z(1) = z

La superficie proyecta una sombra rectangular sobre la region R, en el plano XY como se
muestra en la figura 3, el flujo del campo F es entonces:

gF.ndazgz@dA:f dA =2

Ryy
Teorema de Stokes

En el numeral 7.5.3 de la cartilla de la semana 7 al tratar de la densidad de circulacién o
componente rotacional de un campo vectorial en un punto del plano se describia
mediante un escalar, dado en términos de las derivadas parciales de las componentes del
campo. En el caso tridimensional la circulacién de un flujo de campo vectorial F alrededor
de un punto P(x,y,z) en un plano, la descripcién es mediante un vector, y asi como
existe el teorema de Green para el caso de flujo de campo en el caso bidimensional, en
esta seccidn se estudia el Teorema de Stokes, el cual se constituye en la extensién del
teorema de Green al caso tridimensional. Para acercarnos a la comprensién de estas
ideas, vale la pena tener presente el movimiento de las particulas de agua en las cercanias
de un sifén o sumidero, debido al movimiento de rotacidn de la tierra vemos que éste es
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un movimiento de giro alrededor del sumidero, el que podemos considerar como un eje
perpendicular al plano. Es decir el giro es alrededor de un vector que, para el caso general,
definiremos formalmente como el rotacional del campo vectorial.

Vector rotacional de un campo vectorial

Dado el campo vectorial espacial F(x,y,z) = M(x,y,2)i+ N(x,y,z)j + P(x,y,2z)k, el
vector rotacional de F se define como:

tF_(aP 6N)_+(6M ap)_+(aN aM)k 8.8
ro — \oy 0z) "6z ~ax)! T \ax dy (8.8)
Vector Operador V nabla

Por conveniencia podemos definir el operador V como:

veZliy L9,
“ox' T ay) T oz

Al aplicarlo a una funcién f(x,y, z) se tendria:

of  of @
Vf=—£i+—§j+a—£k (8.9)

Si realizamos el producto vectorial del vector operador V (sin aplicarlo a una funcién) y el
campo vectorial F = Mi + Nj + Pk, tenemos:

d d d
VXF = (al+—]+£k)X(Ml+N]+Pk)

dy
i j k
VF = a a4 a|_ (ap 6N) ) (ap aM) . (aN aM)k ot F
“lox a8y 9z| \oy oz 7 \ox "oz ) T \ox dy - e
M N P
UXF — (ap aN) 4 (6M ap) 4 (aN aM)k ot F 8 10
~\dy oz 7oz T o) T \ox oy —Te (8.10)

Ejemplo 8.6: hallar el rotacional del campo vectorial F = (x? — z)i + xe?j + xyk
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Solucion:

i j k i j k
d 0 d

rotF=VxF=i i i: — - _ | =
ox dy 0z 0x dy 0z

M N P (x2—2) (xe?) (xy)

0 0 0 0 0 0
= <@(xy) - 6—2(9662)) i— <a (xy) — &(xz - Z))f + <a(xez) —@(xz - Z)) k
=(x—xe?)i—-(y+1Dj+e’k=x(1—-e?)i— (y+1)j+e?k

El teorema de Stokes

Sefialamos anteriormente que el Teorema de Stokes constituye la extensidon del Teorema
de Green al caso tridimensional. El Teorema de Stokes presenta la relacion de la
circulacidon de un campo F alrededor de la frontera C de una superficie suave orientada S
con una integral de superficie sobre S. El teorema establece lo siguiente:

Dada una superficie suave orientada S, cuya frontera es una curva suave C, sea ademas
uncampo F = M(x,y,2)i + N(x,y,2)j + P(x,y, z)k, tal que sus componentes M, N, P
tienen primeras derivadas parciales continuas sobre una regién abierta que contiene a S.
La circulacion del campo F alrededor de C en sentido anti horario con respecto al vector
unitario n normal a S es igual a la integral de VX (F.n), es decir:

iF.dr = g- Vx(F.n)dA (8.11)

Donde la curva C se recorre en sentido anti horario.

Ejemplo 8.7: hallar la circulacién del campo vectorial F = (x? — y)i + 4zj + x%k

alrededor de la curva C en la que el plano z = 2 corta a la superficie z = \/x? + y? en
sentido positivo vista desde arriba.

Solucidn: la parametrizacion de z = \/x% + y? es:

r(r,0) = (rcos@)i + (rsenf)j+rkcon0<r<2, 0<6<2nm
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Por tanto:

r,Xrg  —(rcosf)i — (rsenf)j+rk —(cosf)i— (senf)j + k
n = = =
|1, g V2 V2

do = rV/2drdo

VXF = —4i — 2xj + k = —4i — 2rcosOj + k

Por tanto:

1
=—(4cos0 + 2r
\/E( )

— 0)i — 0)i + k
VXF.n = (—4i — 2rcos6j + k).( (cosB)i — (send)j )

V2

1 1
VXF.n = NG (4cosO + 2rcosfsend + 1) = — (4cosO + rsen26 + 1)

2 2

Finalmente la circulacién es:

2T 2
1
j() F.dr = Jf VXF.ndo = j j — (4cosB + rsen20 + 1)rv2drd6
c S 0 0 \/E

27 [4c0s0r2  13sen26 r?]° 2m 8sen26
j()F.drzj + + — d9=j <8cost9+ +2)d9=
g . 2 3 2], . 3

4cos26 2r
et 29]
0

7€F. dr = [858719 —
c 3
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