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Introduccion

En la cotidianidad vemos la gran flexibilidad con la que frecuentemente usamos el término
l6gica, encontramos expresiones como: “lédgicamente”, “por simple légica”, “segun tu
l6gica”, o “desde mi légica”, sin embargo, la extensa literatura existente en relacién con la
I6gica nos muestra que el objeto de estudio de esta rama se refiere a las formas de
razonamiento amparadas en principios formales. Al igual que la matematica, la ldgica esta
catalogada como una de las ciencias formales y sus fundamentos son empleados, asi sea
implicitamente, en areas como comunicaciones, toma de decisiones, gestidn del
conocimiento, ciencias juridicas, entre otras. Encontramos por ejemplo el riguroso uso de
la légica por parte de abogados que a fuerza de argumentos defienden sus tesis en favor

de una causa.

Tal como sucede con la matematica, la légica se basa en un conjunto de términosy
simbolos que hacen parte de su estructura conceptual, en el centro de esta
conceptualizacion se encuentra la idea de proposiciones y las diferentes operaciones que
con ellas se pueden realizar. En esta semana nos disponemos a estudiar algunos principios
basicos de logica, entre los que se destacan los argumentos y su estructura, la
conceptualizaciéon alrededor de las proposiciones y sus operaciones, valor de verdad de
proposiciones compuestas. Los fundamentos de la légica se encuentran en el centro de
principios formales de demostracion.
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Recomendaciones metodoldgicas

Claramente, el estudiante como arquitecto de su formacidn, tiene total autonomia de
llevar a cabo el estudio de las temdticas de esta semana acudiendo a los recursos en el
orden que lo desee, sin embargo pensamos que el acercamiento y apropiacion de los
temas presentados en esta cartilla, se debe buscar inicialmente a través de su cuidadosa
lectura, donde se presenta los conceptos y principios basicos de la légica, lo que se puede
complementar mediante la visualizacién de video capsulas y la revisidn de las lecturas
complementarias, estos recursos contemplan, ademas de los temas propios de la cartilla,
explicaciones y ejercicios resueltos sobre operaciones con proposiciones, valor de verdad
y tablas de verdad de proposiciones compuestas. Luego de abordar los recursos antes
sefialados resulta conveniente afrontar los ejercicios de repaso, verificaciéon de algunas
implicaciones y equivalencias légicas, a través de los cuales el estudiante puede validar sus
avances en los temas como parte de la preparacidn para enfrentarse a otros temas del
curso.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Desarrollo tematico
Principios de légica proposicional
Argumentos logicos

Siempre que queremos justificar o establecer la veracidad o valides de nuestros
planteamientos, acudimos a razonamientos, argumentos o evidencia que los respalden.
Un argumento es un conjunto de afirmaciones, llamadas premisas, que conducen a una
conclusion. Las premisas son la evidencia o razones que han de convencer acerca de la
veracidad de la conclusion, el argumento es la concatenacion de las primeras con la
conclusion.

Desde el punto de vista de la légica, un argumento se considera correcto si en toda
situacion en la que sus premisas son verdaderas, su conclusion también lo es. Lo anterior
equivale a decir que un argumento es correcto si no puede producir una conclusion falsa a
partir de premisas verdaderas. Si un argumento es correcto decimos que la conclusion
dada es consecuencia logica del mismo.

En aras de evitar confusiones, es importante resaltar que en un argumento correcto ni las
premisas ni la conclusién debe ser obligatoriamente verdaderas, lo que realmente se debe
dar es que si las premisas son verdaderas, también debe serlo la conclusién.

Ejemplo 1.1:
Todos los hombres son mortales.
Sdcrates es hombre.
Luego Sécrates es mortal.
Si Socrates es hombre, entonces Socrates es mortal.
Sdcrates es hombre.
Luego Sécrates es mortal.
Juan ira al cine o dormira.

Juanira al cine.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Luego Juan no dormira.

Algunos hombres son mortales.
Algunos mortales son mamiferos.

Luego algunos hombres son mamiferos.

Nétese que en el tercer argumento las premisas no necesariamente son verdaderas, ya
que, por ejemplo, Juan podria quedarse estudiando principios de légica proposicional, en
cuyo caso la conclusidn también seria falsa, pero si las premisas son verdaderas, la
conclusion es verdadera.

Estructura légica de los argumentos

El que un argumento sea correcto depende realmente de la forma en que se relacionan
las proposiciones que lo componen, mas no del tema del que se trata, por ejemplo, en el
cuarto argumento del ejemplo 1.1 podria ser confuso o poco claro el conjunto de premisas
(a fin de cuentas todos los hombres son mamiferos), de tal manera que si alguien no
conoce el significado de una palabra, igual debe poder determinar si el argumento es
correcto. Reforzamos esta idea con el siguiente argumento, en el cual hay términos
extrafos, no entendemos el significado de las premisas y las conclusiones, pero el
argumento es correcto:

Todos los plum son pran.

Frafran es un plum.

Luego Frafran es un pran.

Un paso mas adelante en este analisis nos lleva al uso de términos genéricos o variables.
Todos los A son B.

CesunA.

Luego c es un B.
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Dependiendo de que sea A y que sea un B, podria darse que sea cierto que todos los A son
B, y que c sea un B, en cuyo caso necesariamente c es un B.

Proposiciones

En el contexto de la ldgica, las proposiciones son afirmaciones o expresiones gramaticales
para las cuales tiene sentido indicar si son verdaderas o falsas, es claro que en el lenguaje
cotidiano no todas las expresiones pueden clasificarse como tal. Por ejemplo, las
preguntas abiertas formuladas a una persona o las 6rdenes que se nos imparten no son
proposiciones. Una buena manera de determinar si una expresién X es o no una
proposicidn, es preguntarse ¢Es verdad que X?, Si esta pregunta no tiene sentido,
entonces X no es una proposicion.

Por ejemplo, la expresidn jsalga de esta habitacidn! no es una proposicién, es
simplemente una orden sobre la cual no tiene sentido sefialar si su contenido es
verdadero o falso, es decir, no tiene sentido preguntarse é¢es verdad que: salga de esta
habitacion? Otro ejemplo de expresidn que no es proposicidon corresponde a la pregunta:
éQué dia es hoy?, esta no es proposicidon porque no se estd haciendo una afirmacién, en
este caso la pregunta ées verdad que: que dia es hoy? No tiene sentido.

En el caso de la pregunta ¢ estd lloviendo? Vemos que tampoco es una proposicién, sin
importar que puede ser verdad o mentira que esté lloviendo. El caracter de proposicidn o
no se lo da el mismo contenido de la expresion, no la de la respuesta a la pregunta.

Lo anterior no significa que debamos ser capaces de determinar si una proposicién X es
verdadera o falsa, por ejemplo, la expresién: “Hay vida en Saturno” es una proposicién, su
contenido podria ser falso o verdadero aunque no tengamos manera de saberlo.
Generalmente las proposiciones se abrevian mediante letras como p, g, 7, tal como se
usard mas adelante.

Consistencia logica

Se dice que un conjunto de oraciones es consistente o tiene consistencia légica si existe
alguna situacion en la cual todas ellas son verdaderas, en caso contrario se dice que es
inconsistente. Por ejemplo, el conjunto de proposiciones siguientes es inconsistente.
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Hace frio.
Llueve.

Debo ir a clases y no hace frio.

La razén para que el anterior conjunto sea inconsistente es que no es posible que, para la
persona que habla, al mismo tiempo haga frio y no haga frio.

Consideremos ahora las proposiciones:

El profesor me recomendd hacer ejercicios de dlgebra el semestre pasado.

El afio pasado reprobé dos veces la materia

Pero tengo buen rendimiento académico.

Vemos que es consistente ya que es posible que todas las afirmaciones sean verdaderas.

Relacién entre argumento correcto y consistencia légica

A partir de un argumento dado podemos hallar el argumento contraejemplo, el cual
consiste en el mismo conjunto de premisas del argumento original y la negacion de la
conclusion. Por ejemplo, consideremos a continuacion el siguiente argumento y su
contraejemplo.

Todo numero par es divisible por 2 Todo numero par es divisible por 2
84 es un niumero par 84 es un nimero par
84 es divisible por 2 84 no es divisible por 2
| Argumento 1 Argumento 2: contraejemplo del 1
Cuadro 1

Fuente: Propia.
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En el par de argumentos anteriores vemos claramente que el argumento 1 es consistente,
mientras que su contraejemplo es inconsistente, esta idea ilustra la valides de un teorema
en relacion con ello, el teorema es el siguiente:

Teorema 1. Un argumento es correcto siempre que contraejemplo es inconsistente.
Logica proposicional

Los argumentos son correctos o incorrectos dependiendo su estructura légica basada en
un lenguaje formal L en el que no existan ambigliedades, el lenguaje L estd formado
fundamentalmente por:

1. Proposicionales, que generalmente se abrevian mediante letras como p, g, r.
2. Conectivos légicos o términos de enlace entre las proposiciones.
3. Paréntesis que ayudan a definir la estructura de expresiones mas complejas.

La interpretacién o significado de una proposicién del lenguaje L es su valor de verdad, es
decir, si es verdadera o falsa.

Proposiciones compuestas. Operaciones simples

En esta seccion nos disponemos a estudiar la composicidén de proposiciones a partir de
proposiciones mas simples y el uso de conectores légicos, también se hard el analisis de la
veracidad de una proposicién compuesta dependiendo del valor de verdad de las
componentes.

Negacion de una proposicion

Dada una proposicion p la negacion de p se representa mediante ~p y corresponde a
otra proposicion que afirma lo contrario que p.

Ejemplo 1.2
Se tiene la proposicién p dada por:

p: F es un rectangulo
Entonces la respectiva negacion es:

~p: F no es un rectangulo (o no es cierto que F es un rectangulo)
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Valor de verdad y tabla de verdad de la negacién

Si la negacion de una proposicidn p es otra proposicién que afirma lo p ~p

contrario que p, es claro que si p es verdadera, su negacion (~p) es falsa, y V F

si p es falsa, su negacion sera verdadera. La tabla adjunta es la tabla de F V

verdad que resume estas dos posibilidades en relacidon con una proposicion  Tabla 1

Py su negacion. Fuente:
Propia.

Conjuncion de dos proposiciones

La conjuncion de dos proposiciones p, g corresponde a una proposicion compuesta por la

concatenacion o enlace de las proposiciones p y ¢ mediante el elemento de enlace "y". En
la |6gica proposicional este elemento de enlace se representa mediante el simbolo o
conector légico "A", con lo cual la conjuncién de la proposiciones p, q se representa
mediantep A qyselee"'pyq".

Ejemplo 1.3:

Consideremos los siguientes pares de proposiciones p y q y su conjuncién. Notese que no
se hace referencia a la veracidad de las proposiciones, nos interesa tener claridad del
significado de lo que se afirma.

a) p: F es un rectangulo.
q: F es un paralelogramo.

p A q:F esunrectangulo y F es un paralelogramo.

b) p: F es un paralelogramo.
q: F es un rectangulo.

p A q: F esunparalelogramo y F es un rectangulo.

c) p: Hace calor.

q: Tengo sed.

p A q:Hace calor y tengo sed.
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d) p: El agua es cristalina.
q: la luna es un satelite.

p A q: El agua es cristalina y la luna es un satelite.

Valor de verdad y tabla de verdad de la conjuncién

Para analizar la veracidad o falsedad de una proposicion compuesta mediante la
conjuncion de dos proposiciones, consideremos las siguientes proposiciones py q y su
conjuncién:

p: Los pajaros son oviparos.
q: Las plantas pertenecen al reino vegetal.

p A q: Los pajaros son oviparos y las plantas pertenecen al reino vegetal.

Acudiendo a nuestros conocimientos bdsicos en ciencias naturales, vemos que las dos
proposiciones son verdaderas, ademads, vista en conjunto, no resulta dificil comprender
que la conjuncidn p A g es una proposicién es verdadera.

Si en cambio, las proposiciones p y g son:

p: Los pajaros son oviparos.

q: El caucho es conductor de elctricidad.
Entonces:

p A q: Los pajaros son oviparos y El caucho es conductor de elctricidad.

Vista como un todo se ve claramente en este caso que la conjuncién es una proposicion
falsa.

Consideremos ahora el caso de dos proposiciones falsas, estas son:
p: Los pajaros son mamiferos.

q: Los caballos tienenn alas.
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Vemos que la proposicidon
p A q:Los pajaros son mamiferos y los caballos tienen alas es en conjunto una
proposicion falsa.

Los ejemplos anteriores dejan ver en general que el valor de verdad

de la conjuncién p A g de dos proposiciones, es una proposicion Vv VvV 174
verdadera solo si las dos proposiciones dadas son verdaderas, en V F F
cualquier otro caso la conjuncién es falsa. La tabla adjunta es la tabla F V F
de verdad de la conjuncidn para las diferentes combinaciones F F F

posibles de los valores de verdad de las proposiciones py q. Tabla 2.
Fuente: Propia.

Disyuncion de dos proposiciones

La disyuncion de dos proposiciones p, g es una proposicién compuesta por la
concatenacion de las proposiciones p y q usando el elemento de enlace "0", el cual se
representa en légica proposicional usando el simbolo o conector légico "v", la conjuncidn
de la proposiciones p, g se representa entonces mediante p v q y se lee "p 0 q".

Ejemplo 1.4:

Consideremos los siguientes pares de proposiciones y su conjuncion.
a) p: F es un rectangulo.

q: F es un paralelogramo.

p Vv q: F esunrectangulo o F es un paralelogramo.

b) p: F es un paralelogramo.
q: F es unrectangulo.

pvq: F es un paralelogramo o F es un rectangulo.

c) p: Hace calor.

q: Tengo sed.

p v q: Hace calor o tengo sed.
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d) p: El agua es cristalina.
q: la luna es un satelite.

p v q:Siel agua es cristalina o la luna es un satelite.

Valor de verdad y tabla de verdad de la disyuncién

Consideramos el valor de verdad de la disyuncidon. Tenemos las siguientes proposiciones
p, qy su disyuncion:

p: Los pajaros son oviparos.
q: Las plantas pertenecen al reino vegetal.

p v q: Los pajaros son oviparos o las plantas pertenecen al reino vegetal.

En este caso también es claro que vista en conjunto la disyuncién p v g es una proposicidn
es verdadera.

Si las proposiciones p y q son:
p: Los pajaros son oviparos.
q: El caucho es conductor de elctricidad.

Entonces p v q: Los pajaros son oviparos o El caucho es conductor de elctricidad es
la proposicién que puede aceptarse como cierta ya que una de sus componentes lo es,
esto lo sugiere la existencia del conector légico "o" (v), lo cual es consistente con el
significado dado en el lenguaje usado cotidianamente.

Si tenemos las dos proposiciones falsas:
p: Los pajaros son mamiferos.
q: Los caballos tienen alas.

Vemos que la proposiciéon

p Vv q:Los pajaros son mamiferos o los caballos tienen alas sugiere que al menos
una de las dos proposiciones componentes es verdadera, lo cual no es cierto, en conjunto
se tiene una proposicion falsa.
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En este caso, amparados en los ejemplos podemos decir en general

que el valor de verdad de la disyuncidn p v q de dos proposiciones, es Vv Vv 14
una proposicion verdadera si una de las dos proposiciones, p o0 g es V F 1%
verdadera o si las dos son verdaderas, y es falsa cuando las F V 1%
proposiciones p y q son ambas falsas. La tabla adjunta es la tabla de F F F
verdad de la disyuncidn, resume sus posibles valores de verdad Tabla 3.
dependiendo de los valores de las proposiciones p y q. Fuente: Propia.

Teniendo en cuenta la descripcién de la conjuncién y disyuncidn de proposiciones, asi
como los ejemplos ilustrativos presentados, observamos que el orden en que se lea las
proposiciones no tiene relevancia alguna sobre el significado del resultado. A
continuacion, analizaremos una operacidn entre dos proposiciones, en la cual es relevante
el orden de las proposiciones componentes.

Condicional o implicacién de dos proposiciones

Si tenemos dos proposiciones p y g podemos establecer una proposicion compuesta
conocida como implicacion. La implicacion de p y g se denota mediante p = q y se lee

" si p entonces q" o "p implica q", cuando se afirma que "p implica q", se quiere indicar
que si ocurre p se tiene como consecuencia que también ocurre q. A la proposicion p se le
llama antecedente y a g, consecuente.

Ejemplo 1.5:
a) p: F es un rectangulo.
q: F es un paralelogramo.

p = q:Si F es un rectangulo entonces F es un paralelogramo.
b) p: F es un paralelogramo.
q: F es unrectangulo.

p = q:Si F es un paralelogramo entonces F es un rectangulo.

c) p: Hace calor.

q: Tengo sed.
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p = q:Si hace calor entonces tengo sed.

d) p: El agua es cristalina.
q: la luna es un satelite.

p = q:Siel agua es cristalina entonces la luna es un satelite.

Dado que p = q significa que “p implica q”, se puede decir que siempre que se da p
también se da g, o que es suficiente que ocurra p para que también ocurra g o mas
especificamente se dice que p es condicidn suficiente para que ocurra g, por otra parte, la
afirmacion “p implica q” también la podemos entender como: si ocurre p obligatoria o
necesariamente ocurre g, la terminologia empleada en este caso es que g es condicidn
necesaria para que ocurra p.

La proposicién g = p se lellama la reciprocadep = q.Esclaroquep = g no
garantiza que g = p. Por ejemplo, si una figura plana es un rectangulo, necesariamente es
un paralelogramo, sin embargo el hecho que una figura sea un paralelogramo no garantiza
gue sea un rectangulo épor qué?

Valor de verdad y tabla de verdad de la condicional o implicacién

Para analizar el valor de verdad de la condicional o implicacion consideremos una
situacion diferente a los ejemplos ilustrativos antes presentados, la situacién es la
siguiente. Un profesor de matematicas se precia de ser una persona de palabra y cumple
lo que promete. El profesor plantea a cada uno de sus estudiantes lo siguiente:

“Si cumple mas de tres retos, su calificacion es excelente”

El planteamiento puede verse como una proposicion compuestap = g donde las
proposiciones py q son:

p: Cumple mas de tres retos

q: Su calificacién es excelente
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Un grupo de estudiantes en particular cumplen cuatro o mas retos, haciendo que la
proposicion p sea verdadera, con lo cual el profesor efectivamente asigna calificacion
excelente a cada uno de estos estudiantes, es decir hace que g sea verdadera. La pregunta
en es éel profesor hace honor a su palabra?, es decir ése puede afirmar que dice la verdad
cuando hace su planteamiento? Claramente la respuesta es si, el profesor cumple su
palabra, y vemos que, siendo verdaderas las proposiciones p y g, la proposicionp = q es
verdadera.

A otro grupo de estudiantes que también cumplen cuatro o mas retos, haciendo que p sea
verdadera, el profesor no asigna la calificacion prometida, haciendo que q sea falsa. En
cuyo caso claramente se ve que el planteamiento del profesor no se cumple, es decir la
proposicion p = q es falsa siendo p verdadera y q falsa.

A otro grupo de estudiantes que solo cumple dos retos, haciendo que p sea falsa, el
profesor asigna calificacion excelente. ¢Hay algin problema en este caso con el
cumplimiento de la palabra del profesor? La respuesta es No, el profesor solo falta a su
palabra cuando no asigna al estudiante la nota que le promete, el hecho de asignarle la
calificacion excelente aunque no cumpla la condicién no lo hace un falso promesero, lo
cual quiere decir que con la falsedad de p y la veracidad de g su planteamientop = q es
verdadero.

Finalmente, otro grupo de estudiantes no alcanza mas de tres el profesor no asigna
calificacion excelente, lo que estd de acuerdo con su planteamiento, lo que significa que si
py q sonfalsas,p = q esverdadera.

Con base en los razonamientos anteriores nos permiten concluir

que el valor de verdad de la implicacion o condicional p = q es Vv Vv 14

falso solo cuando p es verdaderay g es falsa, en los demas casos Vv F F

posibles es verdadera. La tabla de verdad correspondiente a la F V 1%

implicacién es la tabla adjunta. F F 1%
Tabla 4

Fuente: Propia
Bicondicional o doble implicacidn de dos proposiciones

Dadas dos proposiciones p y g podemos formar una proposicion compuesta conocida
como Bicondicional o doble implicacion o equivalencia, denotada mediante p < q vy leida
"p siysolosiq",locual significa que "p implica q"y "q implica p", es decir, las dos
proposiciones se implican mutuamente.

Ejemplo 1.6
a) p: F es un rectangulo.

q: F es un paralelogramo.
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p © q :Fesunrectangulo siy solo si F es un paralelogramo.

b) p: F es un paralelogramo.
q: F es un rectangulo.

p © q :Fesunparalelogramo siy solo si F es un rectangulo.

c) p: Hace calor.
q: Tengo sed.

p © q : hace calor siy solo sitengo sed.

d) p: El agua es cristalina.
q: la luna es un satelite.

p © q :elaguaes cristalina esi y solo si la luna es un satelite.

Dado que p © q q significa que “p implica q” y “q implica p” se puede decir p es
condicion suficiente y necesaria para que ocurra q y que g es condicidn suficiente y

necesaria para que ocurra p. La veracidad de proposiciones compuestas mediante la
bicondicional se estudia a continuacidn.

Valor de verdad y tabla de verdad de la doble implicacién

Para analizar el valor de verdad de la bicondicional o doble implicacién consideramos
ahora que un docente de matemadtica plantea a cada uno de sus estudiantes lo siguiente:

“cumple mas de tres retos si y solo si su calificacion es excelenete”

Esto significa que si se cumplen tres o mas retos se obtiene calificacidon excelente y si un
estudiante obtiene calificacidon excelente es porque se cumple tres o mas retos. En este
caso el planteamiento se puede ver como la proposicion p & q donde las proposiciones

pyq son:

p: Cumple mas de tres retos.

q: Su calificacién es excelente.
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Se da el caso de un grupo de estudiantes que cumplen cuatro o mas retos, haciendo que la
proposicion p sea verdadera, y el profesor asignd calificacion excelente a cada uno de
ellos, lo que significa que cumple su palabra, es decir, su planteamientop & q es
verdadero siendo verdaderas las proposicionespy q.

A otro grupo de estudiantes que también cumplen cuatro o mas retos, haciendo que p sea
verdadera, el profesor no asigna la calificacidn excelente, por tanto g es falsa. En este caso
el planteamiento del profesor no se cumple, es decir la proposicion p & ¢ es falsa
siendo p verdaderay q falsa.

A otro grupo de estudiantes que alcanzan menos de tres retos, que hacen que p sea falsa,
el profesor asigna calificacién excelente, con lo cual el profesor no estaria cumpliendo su
palabra, lo cual quiere decir que con la falsedad de p y la veracidad de g su planteamiento
p & q esfalso.

Finalmente estd el grupo de estudiantes que no alcanza mas de tres retos y el profesor no
asigna calificacidon excelente, estando asi de acuerdo con su planteo, es decir con la
falsedad de las proposiciones py g se da laveracidaddep & q.

Lo anterior permite concluir que el valor de verdad de la

bicondicional o doble implicacién p & ¢q es verdadera cuando las Vv Vv 14
dos proposiciones p y g son verdaderas o cuando ambas son V F F
falsas. La tabla de verdad correspondiente a la bicondicional es la F V F
tabla adjunta. F F v
Tabla 1.5

Proposiciones compuestas. Operaciones combinadas

Las definiciones de las operaciones anteriores y los respectivos valores resumidos en las
tablas de verdad se pueden usar para hallar tablas de verdad de proposiciones
compuestas mediante la combinacion de varias operaciones. A continuacidn se presenta
algunos ejemplos de tablas de verdad construidas.

Ejemplo 1.7

Usar las definiciones y tablas de verdad de las operaciones simples para construir las
tablas de verdad de las siguientes proposiciones:

a) (p = q) & (~qv~q)
b) (p =2 (@vr)a((gvr)=p)
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Solucion:

La tabla de verdad de toda proposicién compuesta cuenta con un conjunto de
posibilidades de valores de verdad que depende del nimero de proposiciones. Si se tiene
dos proposiciones simples, se sabe que para la primera proposicidn existen dos
posibilidades, verdadero y falso, y por cada una de ellas se tiene dos posibles valores de la
segunda, lo que da en total cuatro posibilidades. Si se tiene 3 proposiciones, es claro que
para las dos primeras hay cuatro posibles combinaciones, y por cada una de ellas hay dos
posibilidades de la tercera, lo que da en total 8 posibilidades. En general, si se tienen
proposiciones habra 2™ posibles combinaciones diferentes de valores de verdad del
conjunto de proposiciones.

Para la construccion de la tabla se va hallando los resultados parciales, desde lo mas
simple a lo mas complejo. En el caso a) la tabla de verdad es la tabla 1.6. Iniciamos
hallando los resultados correspondientesa (p = q) dados en la columna 3, luego en las
columnas 4y 5 se registra las negaciones de q y p respectivamente, para hallar luego el
resultado de la disyuncion (~qv~q), registrados en la columna 6 y finalmente usar los
resultados de las columnas 3y 6 para hallar (p = q) © (~qv~q).

= \ = (=4 \
V Vv %4 F F F F
V F F vV F vV vV
F V %4 F %4 vV vV
F F %4 vV %4 vV vV
Tabla 6
Fuente: Propia.
En el caso b) la tabla 7 muestra su desarrollo.
VT = VT VI = = VI A vr =
Vv vV v %4 %4 %4 %4
Vv V F %4 %4 %4 %4
Vv F V %4 %4 %4 %4
Vv F F F F %4 F
F VvV vV %4 %4 F F
F V F %4 %4 F F
F F V %4 %4 F F
F F F F %4 %4 %4
Tabla 7

Fuente: Propia.
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Tautologias

Una proposicién compuesta se dice que es una tautologia si es verdadera para todas las
posibilidades de valores de verdad de las proposiciones que la componen. Esto significa
gue en la tabla de verdad, la columna correspondiente a la proposicidn, tiene solo valores
verdaderos.

Ejemplo 1.8:
Verificar si la proposicion (p A q) = p es una tautologia.

Solucidn: la Tabla 1.8 es la tabla de verdad correspondiente.

Vv %4 %4

V F F %4

F VvV F %4

F F F %4
Tabla 8

Fuente: Propia.

Vemos que la columna que da los resultados de valores de verdad contiene solo valores
verdaderos, por tanto la proposicién es una tautologia.

Implicaciones logicas

Hemos estudiado antes lo que significa la operacion p = ¢, correspondiente a la
condicional o implicacién de dos proposiciones. Ahora nos interesa tratar un tema
directamente relacionado, el de implicaciones légicas. Una proposicion p implica
|6gicamente a una proposicion g siy solo si la proposicidon p = g es una tautologia.
Generalmente encontraremos que las proposiciones p y g son proposiciones compuestas.

Ejemplo: dadas dos proposiciones p y q, la proposicion ~(p v q) implica légicamente a la
proposicion ~p, para verificarlo elaboramos la tabla de verdad de ~(p v q) = ~p (Tabla
1.9), esta se muestra a continuacidén y se ve que es una tautologia.

Vv %4 F F V

V F %4 F F V

F VvV %4 F %4 V

F F F vV %4 V
Tabla 9

Fuente: Propia.
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Implicaciones ldgicas mas comunes

En el campo de la lgica existe un conjunto de implicaciones légicas notables o de uso
comun en procesos relacionados con inferencia légica y procesos de demostracion, estas
implicaciones ldgicas se relacionan a continuacion y algunas seran propuestas al
estudiante como ejercicio de repaso.

Dadas las proposiciones P y Q tenemos el siguiente conjunto de implicaciones ldgicas.

« Leyde adiciéon:p = (p vq).

» Ley de simplificacién: (p Aq) = p.

« Ley del modus ponendo ponens: [(p = q) A p] = q esto significa que si tenemos
un condicional y la afirmacidn del antecedente (ponendo), se puede afirmar el
consecuente (ponens).

« Ley del modus Tollendo Tollens: [(p = q) A ~q] = ~p esto significa que si
tenemos un condicional y la negaciéon del consecuente (Tollendo), se puede negar
el antecedente (Tollens).

= Leyes del silogismo hipotético:

[ =2)r(@=>1)]=>0®=>1)
[(p o r@g o] =@ 1)

= Leyes del silogismo disyuntivo:
[~pAapv )] =4
[pA(~pv ~@)] = ~q
= Leyes del silogismo disyuntivo:
[ =>nr(r =2s)a(vr)] =(qvs)
Equivalencia logica

Dos proposiciones compuestas p y g son ldgicamente equivalentes si y solo si tienen los
mismos valores de verdad, es decir, si la proposicidon p & g es una tautologia. Para
indicar que las proposiciones son légicamente equivalentes escribimos p = q.

Ejemplo 1.9:

Las leyes de Morgan establecen que la proposiciéon ~(p v q) es equivalente a la
proposicion ~p A ~q y que ~(p A q) es equivalente a ~p v ~q, es decir:
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a)~(pvq) & (~pr~q)

b)y~(prq) & (~pv~q)

Verificamos la parte a construyendo la tabla de verdad que se muestra a continuacién
(Tabla 1.10).

Vv v V F F F F V

V F V F F V F V

F vV V F V F F %4

F F F V V V %4 %4
Tabla 9

Fuente: Propia.
La verificacidon de la parte b se deja al estudiante como ejercicio de repaso.

Equivalencias l6gicas mas comunes

Al igual que sucede con las implicaciones ldgicas, existe un conjunto notable de
equivalencias ldgicas relacionadas a continuacidn. La verificacion de algunas de ellas se
propone posteriormente como ejercicio de repaso.

Dadas las proposiciones P y Q tenemos el siguiente conjunto de implicaciones ldgicas.

* Leyes de idempotencia:
(pap)op
(pvp) ep
* Leyes conmutativas:
(pnrqg) e (qnrp)
(pvqg) e (qvp)

Fundacién Universitaria del Area Andina



= Leyes asociativas:

[((p A g@)ar] & [pa(g AT)]
[((pv@)vr] & [pv(g vr)]

= Leyes distributivas:
[pA(gvr)] e [(pArqv (par)]
[pv(gar)] e [(pvr(pvr)]
= Leyes de Morgan:
~(pvq) = (~pr~q)
~prq) = (~pv~q)
= Ley contrareciproca:

= q9 e (~q > ~p)

Proposiciones abiertas

Una proposicion abierta es un enunciado P(x) sobre una variable x que se convierte en
una proposicion cada vez que la variable x se sustituye por un valor particular x,.

Ejemplo 1.10:

P(x): 2x + 3 < 0 es una proposicidn abierta. Se convierte en proposicion para cada
numero X,. En particular, P(—2) es verdadera porque al remplazar a x por —2 P(x) se
convierte en —1 < 0, mientras que P(0) es falsa.

Cuantificadores ldgicos

Con frecuencia las proposiciones abiertas van acompafiadas de expresiones que hacen
referencia a que en todas las situaciones o en algunas se cumple una condicién. Estas
expresiones se conocen como cuantificadores, y estan estrechamente relacionados con el
valor de verdad de la proposicién resultante. Los cuantificadores ldgicos son los
siguientes:
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Cuantificador universal: (Vx) o para todo x.

Este cuantificador se usa en general para indicar que para todo x se cumple P(x), A
manera de ejemplo, sabemos que todo nimero par es divisible por 2, usando el
cuantificador universal se puede escribir (Vx par)(x es divisible por 2).

Cuantificador existencial: (3x) existe x o para algun x.

Es el cuantificador usado para indicar para algin x se cumple P(x), Ejemplo, sabemos hay
nlimeros pares que son divisibles por 3, usando el cuantificador existencial se puede
escribir (3x par)(x es divisible por 3).
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Introduccion

En la cartilla de la semana anterior tuvimos la oportunidad de estudiar las generalidades
de la légica, abordando inicialmente breves conceptos relacionados con la argumentacion
légica, el concepto de proposicidn y las operaciones entre proposiciones simples que dan
lugar a proposiciones compuestas. Una parte importante en el contexto de proposiciones
es el de valor de verdad y las tablas de verdad que resumen las diferentes posibilidades de
valor de verdad de una proposicion compuesta dependiendo del valor de verdad de las
componentes.

En esta semana dedicaremos nuestros esfuerzos al estudio de fundamentos propios del
contexto de conjuntos, particularmente se presenta los primeros conceptos relacionados
con la idea intuitiva de conjunto, la forma de referirse a ellos, las diferentes relaciones y
las operaciones. Veremos que significa las operaciones de unidn, interseccién, diferenciay
diferencia simétrica entre conjuntos. Finalizamos la cartilla abordando algunas de las
propiedades fundamentales de estas operaciones.
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Recomendaciones metodoldgicas

La lectura de esta cartilla constituye el punto de partida en el desarrollo del trabajo de la
segunda semana del curso de matematicas. Su contenido es fundamentalmente alrededor
del tema de conjuntos. La propuesta metodoldgica en la que se basa el curso hace
necesario tener esta lectura como referencia permanente y leerla de manera muy
cuidadosa.

En esta cartilla parte del trabajo sobre conjuntos se presenta de forma sencilla e intuitiva
de tal manera que sirva al futuro licenciado como base o insumo para su trabajo con
estudiantes de educacién primaria. Otra parte de la fundamentacidén sobre el tema de la
semana se encuentra en otras fuentes, por lo que se insiste al estudiante en la necesidad
de remitirse a las lecturas complementarias, donde encontrara mas explicaciones y
ejercicios resueltos que le permitirdan ampliar las posibilidades de comprensidn de las
tematicas aqui tratadas.

Dado que siempre es importante escuchar y observar las explicaciones de expertos, se
propone un conjunto de videos, en la seccidén video capsulas, en las cuales se presenta
explicacion y desarrollo de ejercicios sobre el tema de conjuntos. Se recomienda al
estudiante la visualizacién de estos videos.

Ademas de lo anterior es muy recomendable que haya realizado propuestos en la seccién
de ejercicios de repaso de la primera semana, de tal manera que pueda afrontar con
mayor propiedad los ejercicios propuestos de esta semana, la realizacién de los ejercicios
propuestos como ejercicios de repaso brindard oportunidad de mejor preparacion para la
presentacion del quiz de esta semana.
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Desarrollo tematico

Conjuntos: conceptos y operaciones

Nocidn de conjunto

El estudio de los conjuntos constituye una de las ramas basicas de la matematica, se
encarga del estudio de las diferentes propiedades y relaciones entre los conjuntos. La
primera idea formal de lo que hoy conocemos como Teoria de Conjuntos fue formulada
por el matematico aleman George Cantor. El concepto de conjunto es realmente intuitivo
y se podria definir como una «agrupacién bien definida de objetos no repetidos y no
ordenados»; asi, se puede hablar de conjuntos de personas, ciudades, nimeros, entre
otros ejemplos.

Un conjunto estd bien definido si se sabe con absoluta claridad si un determinado
elemento pertenece o no al conjunto. Por ejemplo el conjunto de nimeros naturales esta
bien definido, porque claramente se puede decir si un nimero dado es 0 no un nimero
natural. El conjunto de personas buenas no esta bien definido, debido a la subjetividad de
“bondad de una persona” podria darse que una persona dada sea clasificada como buena
o mala por observadores diferentes.

La nocién de conjunto, como una coleccion de elementos se basa en las siguientes ideas:

= Lacoleccién de elementos a la que nos referimos debe estar bien definida: debe haber
claridad si un elemento dad pertenece o no al conjunto.

= (Cada elemento del conjunto se cuenta solo una vez:

= Tratandose de un conjunto, el orden en que nombremos sus elementos no altera el
conjunto.

Desde el desarrollo de este curso se invita al estudiante a reflexionar sobre algunos
ejemplos de conjuntos, atendiendo a las ideas que acabamos de exponer. Es importante
también reflexionar sobre ejemplos que trataria con sus futuros estudiantes en el
desarrollo de su labor docente.

Notacion de conjuntos

Generalmente un conjunto se representa o denota mediante letras mayusculas tales
como 4,B,C,...X,Y,Z, o cualquier otro simbolo que se considere apropiado segun el
contexto. A los elementos de un conjunto se acostumbra denotarlos con letras
minusculas, tales como a, b, c,...x,y, z o incluso simbolos del alfabeto griego como
6, a, W, entre otros, sin que ello signifique que sélo sean letras, por ejemplo,

Fundacién Universitaria del Area Andina



si nos referimos al conjunto A cuyos elementos son los nimeros que pueden obtenerse
como resultado de lanzar un dado, el conjunto en este caso es:

A = {1,2,3,4,5,6}

Nétese que los elementos se escriben separados por comas y entre llaves { }.

Conjuntos finitos e infinitos

La clasificacion de un conjunto como finito o infinito obedece a la cantidad de elementos
gue tenga. Un conjunto se dice que es finito (tiene fin) si estd compuesto por un nimero
determinado de elementos, por ejemplo, el conjunto de dias de la semana. Por otra parte,
se dice que un conjunto es infinito (no tiene fin) si la cantidad de sus elementos es
ilimitada, es decir, nunca terminariamos de nombrar todos sus elementos, por ejemplo, el
conjunto de los numeros naturales es un conjunto infinito.

Determinacién de conjuntos

La determinacién de conjuntos corresponde a la forma en que nos referimos a ellos, una
manera de hacerlo podria ser mediante el lenguaje habitual, sin embargo formalmente
existen dos formas fundamentales descritas a continuacién:

Determinacion de un conjunto por extension

Cuando se dice que un conjunto estd dado por extension lo que se indica es que el
conjunto queda definido o establecido cuando se nombra o se dice cada uno de sus
elementos, por ejemplo:

A = {1,3,5,7,9}

En el caso de conjuntos infinitos no es posible nombrar cada uno de los elementos, pero
segun el caso podria escribirse una expresion que represente la idea de representacién
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por extension, por ejemplo, el conjunto B de todos los nimeros naturales se indica por
extension mediante:

B=1{0,1,2,..}

La presencia de los puntos suspensivos indica que se continua con la secuencia marcada
por los elementos anteriores.

Determinacion de un conjunto por comprensién

Un conjunto esta dado o determinado por comprensidn cuando se indica, sin lugar a
ambigiliedades las propiedades o caracteristicas comunes que cumplen todos sus
elementos, por ejemplo, para expresar por comprension el conjunto {1, 3,5, 7,9}
escribimos:

A = {x|x esundigito impar}

Con la anterior expresion se indica que el conjunto A esta formado por una coleccién de
elementos tales que cada uno es un digito impar, es decir, si se toma cualquier elemento
x del conjunto 4, tal elemento es un digito impar, esto no significa que el conjunto A esté
compuesto por un solo elemento.

Vale la pena aclarar que la caracteristica comin que cumple cada elemento de un
conjunto dado por comprensién se puede expresar de diferentes maneras, por ejemplo, el
conjunto de digitos impares se puede escribir como:

A = {x |x es un nimero impar menor que 10}

A continuacidn presentamos dos ejemplos adicionales de conjuntos dados en lenguaje
cotidiano, por extensidén y por comprension.
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Ejemplo 2.1:

En lenguaje cotidiano: A = los nimeros primos menores que 20
Por extension: A=1{2,3,57,11,13,17,19}
Por comprensién: A = {x |x es un nimero primo y x < 20}

Se recuerda al estudiante que los nimeros primos son aquellos nUmeros que solamente
se pueden dividir por ellos mismos y por el nimero 1.

Ejemplo 2.2:

En lenguaje cotidiano: V = wvocales de areandina

Por extension: V =A{a,e,i}

Por comprensién: V = {x |x es una vocal de areandina}

Notese en este ejemplo que, aunque la vocal a se repite en areandina, en el conjunto A
solo es necesario escribirla una vez.

En este punto se invita al estudiante a pensar en la manera formal de expresar por
comprensién algunos ejemplos de conjuntos propios de su contexto personal o
académico, y algunos que considere hacen parte del dmbito escolar en el que a futuro se
pueda desarrollar profesionalmente.
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Relacion de pertenencia

En apartes anteriores nos hemos referido a un conjunto como una coleccién o agrupacién
de elementos, con lo que tiene sentido hablar entonces de los elementos que componen
un conjunto. Esta es una forma intuitiva de tratar lo que formalmente corresponde a la
relacidn de pertenencia entre elementos y conjuntos. Tenemos entonces que, dado un
conjunto 4, se dice que un elemento x pertenece a A, si tal elemento hace parte de la
coleccion de elementos que componen al conjunto A. para expresar simbdlicamente la
relacidn de pertenencia entre un elemento x y un conjunto A se emplea el simbolo € el
cual se lee “pertenece a”. En caso que un elemento no pertenezca a un conjunto se utiliza
el simbolo “&”, el cual se lee como “no pertenece a”.

Ejemplo 2.3:siA = {1,3,5,7,9},tenemos que 1 € A (1 pertenece a A), pero 6 & A (6 no
pertenece a A).

Ejemplo 2.4: si U es el conjunto de todos los paises del mundo y S es el conjunto definido
por comprension mediante:

S = {x |x es un pais de Suramérica}

Entonces Colombia € S; Argentina € S; Cuba & S
Dos conjuntos especiales

En la teoria de conjuntos hay dos conjuntos muy importantes en todo el estudio de las
relaciones y operaciones que hacen parte de este tema, son los conjuntos vacio y
universal definidos a continuacién:

Conjunto vacio

En un contexto dado, el conjunto vacio es todo conjunto al cual no pertenece elemento
alguno. Generalmente se simboliza el conjunto vacio mediante ¢ o {}, se debe tener
cuidado con no confundir el conjunto vacio con el conjunto {¢}, ya que a este Ultimo
pertenece un elemento.
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Ejemplo 2.4 de conjunto vacio:

Para ver la valides de la idea de conjunto vacio, conviene considerar, por ejemplo el caso
en que se nos pide hallar los valores de x para los cuales se cumple que x> + 1 =0,
aungue esta situacion la estudiaremos en detalle en la unidad 3 (semana 6) podemos sin
mayores dificultades ver que no hay valores reales de x que cumplan la condicién
especificada, en ese caso decimos que el conjunto de valores pedido es vacio.

Conjunto universal

En un dmbito de estudio especifico relacionado con conjuntos, el conjunto universal es
aquel al cual pertenecen todos los posibles elementos existentes considerados en el
contexto de estudio. El conjunto universal se representa mediante la letra U. No se puede
decir que existe un solo conjunto universal, dependiendo del contexto se podria tener
diferentes conjuntos que se cataloguen como tal, por ejemplo, para nifios de primero o
segundo de primaria, el universal en situaciones numéricas bien puede ser el conjunto de
numeros naturales, esto en razéon a que a tan temprana edad los Unicos niumeros
conocidos son los que sirven para contar. Otro ejemplo de conjunto universal cobra
sentido cuando se comprende la existencia y razén de cantidades enteras negativas, en
cuyo caso el conjunto de los enteros es el conjunto universal.

Relaciones de igualdad e inclusion

En el estudio de conjuntos encontramos un conjunto de relaciones que intuitivamente se
resultan evidentes, las tratamos a continuacion.

Relacidn de igualdad

De manera informal podemos decir que dos conjuntos A y B son iguales si tiene los
mismos elementos, mas formalmente esto se expresa mediante la siguiente definicién:

Definicién de igualdad entre de conjuntos: Dados dos conjuntos A y B, se dice que A es
igual a B si cada elemento de A es también elemento de B y si cada elemento de B es
también elemento de 4, en simbolos:

A = Bsiysélo Vx € A, XEB y Vx €B, x €A

La expresion Vx se lee “Para todo x”
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Ejemplo 2.5:

Sean los conjuntos:

V = {x |x es una vocal de "areandina"}

M = {x |x es una vocal de "matematica"

Vemos en este caso que los dos conjuntos VV y M son iguales.
Relacion de inclusidn. Subconjunto de un conjunto

Se dice que un conjunto A estd contenido en un conjunto B si todo elemento de A es
también elemento de B, en este caso también se dice que A es un subconjunto de B, de
manera formal se expresa mediante el siguiente concepto:

Definicién de subconjunto: dados dos conjuntos A y B, se dice que A esta contenido o
incluido en B o que A es subconjunto de B, si cada elemento que pertenece a A, también
pertenece a B, la representacién simbdlica es:

A S Bsiysélo Vx €A, xE€B

El simbolo € se lee “es subconjunto de”.

Propiedades de la relacidn de inclusion

La relacion de inclusién cumple las siguientes propiedades importantes:
Dado un conjunto cualquiera A se tiene:

a) ¢ € A: el conjunto A esta contenido en cualquier conjunto.

b) A € U: cualquier conjunto estd contenido en el conjunto universal.

c) A € A: cualquier conjunto esta contenido en si mismo.
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Cardinalidad de un conjunto y conjunto potencia

Es muy comun hablar de la cantidad de elementos de un conjunto, sin embargo el término
formal para referirse a ello es el de cardinalidad. La cardinalidad de un conjunto A se
representa mediante #(A).

Por otra parte se define el conjunto potencia de un conjunto A como el conjunto de todos
los subconjuntos de A, el conjunto potencia de A se representa mediante (A).
Atendiendo a las propiedades de la relacion de inclusién, se puede ver que el conjunto
vacio y el mismo conjunto A hacen parte del conjunto potencia de A.

Ejemplo 2.6: para el conjunto vacio, cuya cardinalidad es cero, el Unico subconjunto es el
mismo conjunto vacio, entonces @(¢) = {¢} y #(p(¢p)) = 1.

Ejemplo 2.7:si A = {5}, los subconjuntos de A son el conjunto vacio ¢ y el mismo
conjunto A, por tanto:

$A) ={¢, A} ={{}, 5Py #@p) =2

Ejemplo 2.8: si A = {2, 4}, ademds del conjunto vacio ¢ = {} y el mismo conjunto
A = {2,4}, los otros subconjuntos de A son {2} y {4}, por tanto:

$A) ={{}, (2},{4}. {243}y #(p(4)) = 4

Ejemplo 2.9: sea el conjunto K = {2, 7,9}, ademas del conjunto vacio ¢ = {} y el mismo
conjunto K = {2, 7,9}, los otros subconjuntos de K son {2},{7},{9},{2,7},{2,9} y {7, 9}
por tanto:

pA) ={} 25{73,{93,{2,73,{2,91,{7,9}, {2,7,9} }y #((8)) = 8
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En los ejemplos 2.6 a 2.9 vemos la siguiente correspondencia entre la cardinalidad de un
conjunto y la cardinalidad de su conjunto potencia.

Para#(4) = 0, #(p(4)) =1
Para#(4) =1, #(p(4)) =2
Para #(A) = 2, #(p(4)) =4
Para #(4) = 3, #(p(4)) =8

En general, si un conjunto A es finito y de cardinalidad #(A) = n, es decir, si A tienen
elementos, su conjunto potencia es de cardinalidad 2", es decir, #($(4)) = 2™, 0
equivalentemente, #(§(A) esta formado por un total de 2™ subconjuntos.

Conjuntos disjuntos

Dados dos o mas conjuntos es posible que tengan ninguno, uno o mas elementos en
comun, si no tienen elementos en comun se dice que son disjuntos, es decir, cuando no
existen elementos que pertenezcan a todos.

Ejemplo 2.10: los conjuntos F y G dados a continuacion son disjuntos porque no hay
elemento alguno que pertenezca a los dos:

F = {1,3,5,7}

G = {2,4,6,8}
Particidn de un conjunto

Al hablar de particion seguramente asociamos el término con la idea de partir o parcelar,
esto es parte de lo que realmente corresponde. Una particidon de un conjunto A es
cualquier coleccion de subconjuntos de A para la cual todos los subconjuntos son
disjuntos y en ellos se encuentran todos los elementos del conjunto. Un subconjunto
puede tener varias particiones.

Ejemplo 2.11:si:si A = {1,3,5,7,9, 11, 13}, tenemos las siguientes particiones:
P, = {{1,3},{5,7,9,11 13}}
P, = {{1,3,5},{7,9,11 13}}
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Por otro lado los subconjuntos {1,3}, {5, 7} y { 9, 13} no forman una particién del conjunto
A debido a que, si bien son conjuntos disjuntos, la unidn de ellos no da como resultado el
conjunto A4, vemos que en ninguno de ellos esta el elemento 11.

Si vemos los subconjuntos {1,3},{5,7,9} y { 9, 11, 13} tampoco forma una particién de A
porque los conjuntos no son disjuntos. Finalmente, los subconjuntos {1,5},{5,7,9} y

{9, 11, 13} tampoco forman una particién del conjunto A porque ni los conjutos son
disjuntos ni la unién de ellos corresponde al conjunto A.

Operaciones entre conjuntos

En esta seccidn nos disponemos a estudiar diferentes operaciones entre conjuntos, lo que
es una de las partes mas importante de esta rama de la matematica, Las operaciones
entre conjuntos han sido una temdatica muy importante en la matematica durante
muchisimo tiempo. A continuaciéon definimos las operaciones entre conjuntos Ay B
contenidos en un conjunto universal U.

Unidn entre conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, la union de ellos se representada mediante AU B,y
corresponde al conjunto formado por todos aquellos elementos que cumplen la condicién
de pertenecer a A o pertenecer a B, 0 a ambos. Simbdlicamente se representa mediante:

AUB = {x/xeAVxeB}

Lo anterior significa que si un elemento pertenece a la unién de dos conjuntos, debe
pertenecer al menos a uno de los dos conjuntos.

Ejemplo 2.12: si tenemos los conjuntos

A=1{1,3,57,911}
B =1{4,56,7,8,9,10,11,12}
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La unién de ellos es:
AU B={1,345,6,7,8,9,10,11,12}
Interseccion entre conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, su interseccidn se representa mediante A N B, y corresponde
al conjunto formado por todos aquellos elementos que cumplen la condicién de
pertenecer a A y también pertenecen a B. Simbdlicamente se representa mediante:

ANB = {x/xeANxeB}

Lo anterior significa que, si un elemento pertenece a la interseccidn de dos conjuntos,
necesariamente pertenece a los dos conjuntos.

Ejemplo 2.13: si tenemos los conjuntos

A=1{1,3,57911}

B =1{4,567,8,9,10,11,12}

La union de ellos es:

AN B={570911}

Diferencia entre conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia A — B corresponde al conjunto formado por
todos aquellos elementos que pertenecen al conjunto A pero no pertenecen a B.
Simbdlicamente se representa mediante:

A—B = {x/x € ANx & B}

Es de aclarar que la diferencia A — B no corresponde a los elementos que diferencian a los
dos conjuntos. Si un elemento pertenece a la diferencia A — B es porque pertenece A (al
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primero) y no pertenece B (al segundo). Es de anotar que en las operaciones de unién e
interseccion de conjuntos no es relevante el orden en que se plantea la operacién, es decir
AUB=BUAYA N B =B nNA,loque significa que las operaciones unién e
interseccion son conmutativas, esto no sucede en el caso de la diferencia, puesto que

B - A es el conjunto de elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B.

Ejemplo 2.14: considerando los conjuntos

A=1{1,35,7911}

B =1{4,567,8,9,10,11,12}

La diferenciasA — B y B — A son:
A— B=1{13}

B—A={46,810,12}

Diferencia simétrica

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia simétrica, simbolizada mediante A ¢ B,
corresponde al conjunto formado por todos aquellos elementos que pertenecena Ay no
pertenecen a B y aquellos que pertenecen a B y no pertenecen a A. Si analizamos
detalladamente observamos que la diferencia simétrica es el conjunto de elementos no
comunes a los dos elementos, o equivalentemente, los elementos de la unién de Ay B
gue no pertenencen a la intersecciéon de A y B, simbdlicamente se tiene:

AOB = {x/x € AUBAx ¢ A N B}
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Ejemplo 2.15: considerando nuevamente los conjuntos

A=1{1,357911}

B =1{4,5677,8,9,10,11,12}

La diferencia simétrica A ¢ B es:

A B={1,3,4,6,810,12}
Complemento de un conjunto

La operacién complemento se toma con relacion al conjunto universal, dado un conjunto
A su complemento simbolizado mediante A€ 0 A', es el conjunto de elementos del
conjunto universal que no pertenecen a A, simbélicamente tenemos:

A= {x/xeUyx & A}

A= U - A

Ejemplo 2.16: supongamos que el conjunto universales U = {1,2,3,...19,20}y D =
{1,3,5,7,9,11,13, 15,17, 19}, entonces el complemento de D es:

©={2,4,6,6,8,10,12,14,16,18,20}
Propiedades de las operaciones entre conjuntos

Las operaciones entre conjuntos cumplen un conjunto de reglas o propiedades que vale la
pena tener presentes, estas propiedades se enuncian a continuacién acompanando
algunas de ellas con ejemplos que ilustran su valides.
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Leyes de idempotencia:

Dado cualquier conjunto A se tiene

AUA=A

ANA=A

Es evidente que cualquier conjunto unido o intersectado con él da el mismo conjunto.
Leyes asociativas:

Dados tres conjuntos cualesquiera A, B, C se tiene:

@) (AUBY)UC =AU (BUDC)
BH)(ANB)YNC=A4An (BnC)

Ejemplo 2.17: si tenemos los conjuntos

A=1{1,3,57}, B ={4,5,6,7}, C=1{2,45,6,8}

Hallemos el resultado de (A U B) U C, para ello primero encontramos (A U B).
(Au B)=1{1,357}u{4,56,7} ={1,3,4,5,6,7}
Ahora, con el resultado de (A U B) hallamos (A U B) U C, entonces:
(Au B)u C={1,3,45,6,7}U{2,45,6,8} ={1,2,3,4,5,6,7,8}

Por otro lado podemos también hallar A U (B U (), pero primero debemos tener
(B U ().

(BuUC(C)={4,5067}U{2,45,6,8} ={2,45,6,7,8}
Con este resultado, y con el conjunto A, podemos hallarA U (B U ().
AU (Buc(C)={1,3,57}u{2,45,6,7,8} ={1,2,345,6,7,8}

Con lo cual se verifica que los dos resultados son iguales. La verificacion de la parte b) de
la ley asociativa se deja al estudiante como ejercicio de repaso., con estos mismos
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Leyes conmutativas:

Dados dos conjuntos cualesquiera A, B se tiene:

AUB =BUA
ANB=BnNA

Leyes distributivas:

Dados tres conjuntos cualesquiera A, B, C se tiene:

AUBNC)={AUBN (AU O
ANBUC) =@ANB)U@NC

Ejemplo 2.18: Dados los conjuntos

A=1{1,3,57}, B ={4,5,6,7}, C=1{2,45,6,8}

Hallemos el resultadode A U (B N C). Primero encontramos (B N C)..
(B nC)=1{4567}n{2,45,6,8} ={4,5,6}

Ahora podemos hallar A U (B n C).

AU (B nC)={13573u{456}=1{1,3,45,67}
Ahora hallamos (A U B)n (A U C), vemos que:

(Au B)=1{1,357}u{4,56,7} ={1,3,4,5,6,7}

(Au C)={1,3571u{24,568} ={1,23,4,5,6,7,8}

Con lo que encontramos que:

(AUB)N (AU C)={1,3,45671n{12,3,45,6,7,8} = {1,3,4,5,6,7}
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Con este ejemplo se verifica laigualdadde A U (B N C)y(A U B)n (A U (). La
verificacion de la parte b) de la ley asociativa se deja al estudiante como ejercicio de

repaso.

Leyes de identidad:

Dado cualquier conjunto A se tiene

AuU=1U
AnU=4
Aug =4
Ang¢ =¢

Ley de involucion:

Dado cualquier conjunto A4 se tiene

(4 = 4
Leyes de complemento:

Dado cualquier conjunto A se tiene

AUA =U
AN A = ¢
Ue = ¢
¢ =U

Leyes de Morgan:

(AU B)°=A° n B¢
(AN B)=A° U B¢

Ejemplo 2.19: dados los conjuntos
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A=1{1,3,57} B =1{4,5,6,7}, U={1,23,...,11,12}

Verificar laigualdad (A U B)°=A4° n B¢

Para verificar la igualdad hallamos primero (A U B)¢ Tenemos que

(Avu B)={1,3,5,7}u{4,56,7} ={1,3,4,5,6,7}
Entonces:
(AU B)={2,8910,11,12}

Ahora hallamos A N BE€.

A° ={2,4,6,8,9,10,11.12}

B¢ ={1,2,3,8,9,10,11,12}

A° n B¢ =1{2,8,9,10,11,12}

Con este ejemplo se verifica la igualdad de (A U B)¢y A° N B°€. La verificacién de la
parte b) de las leyes de Morgan se deja al estudiante como ejercicio de repaso.

Diagramas de Venn

Los diagramas de ven son elementos empleados en la representacion grafica de conjuntos
y sus operaciones. El conjunto universal U se representa comunmente por un rectangulo,
cualquier otro conjunto se representa con un circulo. Una operacion se representa
mediante el sombreado de los elementos del conjunto resultante de la operacion. A
continuacion se ejemplifica las operaciones de conjuntos no disjuntos y las operaciones

AUBANBA-ByA®
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U U
- -
AUB ANB
U
- -
A-B A

Figura 1: Representacidn de operaciones entre conjuntos mediante diagramas de Venn
Fuente: Propia.

Fundacién Universitaria del Area Andina



/..-r""'_'_ e

(,,

" Unidad 2

O\
N

.-ff{

El conjunto de los
nimeros reales Matematicas para educacién

LR NN
Autor: Danilo Ariza

AREANDINA  jLUMNG



Introduccion

Hasta antes de esta parte de nuestro curso de Matematicas hemos abordado en los
aspectos introductorios de esta area del conocimiento, hemos abordado principios
basicos de légica y conjunto, que constituyen parte importante del desarrollo de cualquier
curso de matematica. Sin embargo, el disefio del curso considera la necesidad de
enfrentarse al estudio de temas relacionados con el dlgebra basica, para lo cual resulta
imprescindible analizar el conjunto de los nimeros reales, los diferentes subconjuntos
qgue lo componen, las operaciones realizables y sus propiedades. Dado que este curso va
dirigido a estudiantes de Licenciatura en Educacion no especializada en matematica,
conviene realizar una presentacion de contenidos que permitan al estudiante hacerse a un
panorama general de la matematica escolar, afianzar los conocimientos previos sobre el
area, de tal manera que ello pueda servir como una preparacién basica para quienes
posiblemente deban impartir esta area del conocimiento a nivel de educacién primaria.

En esta semana nos disponemos a abordar el estudio de los nimeros reales, estudiando
primero el conjunto de los nimeros naturales y sus operaciones, el conjunto de los
nuimeros enteros, los racionales e irracionales. Todos estos conjuntos constituyen en si lo
gue conocemos como conjunto de los numeros reales. Estudiando las operaciones
daremos tratamiento a las propiedades que cumplen estas operaciones, lo que en ultimas
resulta ser las bases sobre las que se desarrolla el dlgebra basica que estudiaremos en la
unidad 3.
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Recomendaciones metodoldgicas

Tal como lo hicimos en las dos semanas anteriores, en esta semana recomendamos al estudiante
la detallada lectura de esta cartilla, en la cual se trata las tematicas relacionadas con los diferentes
subconjuntos que forman el conjunto de los nimeros reales. Para la descripcidn de los diferentes
conjuntos, asociamos los mismos con la necesidad que hemos tenido de ellos a lo largo de nuestro
desarrollo individual como estudiantes, por ejemplo al comenzar a estudiar solo tenia sentido para
nosotros el uso de nimeros que sirvieran para contar, pero, si esta leyendo estas notas, ya habra
tenido la oportunidad de enfrentarse a situaciones en las cuales cobra sentido la existencia de
numeros negativos, decimales, irracionales, entre otros. Ademas de la lectura de los contenidos
aqui plasmados, el adecuado acercamiento a la comprensidn de los temas requiere del apoyo de
recursos adicionales aqui ofrecidos. Entre los recursos a los que nos referimos se encuentran las
lecturas complementarias donde se encuentra ejercicios resueltos sobre las tematicas tratadas. Se
Ilama nuevamente la atencidn en el sentido de aprovechar los recursos de video, donde se trata,
mediante la solucidn y explicacion de ejercicios, la aplicabilidad de los temas bajo estudio.

Reiteramos la importancia de desarrollo de los ejercicios propuestos en la seccion de ejercicios de
repaso, con lo cual se puede enfrentar en mejores condiciones el desarrollo de los ejercicios
propuestos en el taller de esta semanay la presentacion del quiz de evaluacion.
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Desarrollo tematico

El conjunto de los numeros reales

Quiza para algunos este significativamente alejado en el tiempo los primeros afios
escolares, desde los cuales y con el paso de los afios, todos hemos tenido, y seguimos
teniendo, la oportunidad de tratar situaciones en las que se requiere el uso de elementos
pertenecientes a diferentes conjuntos numéricos y las operaciones que sobre ellos se
puede realizar, sin embargo, en ocasiones no hemos sido lo suficientemente conscientes
de las relaciones de inclusién que entre ellos existen, y podemos presentar la tendencia a
aplicar, a las operaciones dentro de un conjunto, propiedades que no corresponden, es
por ello que se el desarrollo de esta cartilla se orienta, mas que a procesos operativos,
hacia el analisis de algunos principios y conceptos fundamentales, asi como la aclaracion
de su dmbito de aplicacion, ello con el fin de evitar errores frecuentes a la hora de realizar
calculos.

Conjuntos numéricos

Los diferentes conjuntos numéricos que nos disponemos a estudiar son: conjunto de
numeros naturales, nimeros enteros, nimeros racionales, nimeros irracionales y
numeros reales. Algunas de las operaciones que podemos definir sobre estos conjuntos,
asi como los elementos que intervienen en ellas son:

Operacion Operandos Resultado
Adicién sumandos Total o suma
Sustraccion o resta Minuendo y sustraendo Diferencia
Multiplicacion Factores Producto
Division Dividendo y divisor Cociente (y residuo en

divisién entera)
Potenciacion Base (Elevada a un Potencia
exponente)
Radicacion Radicando (asociado a Raiz
un indice)
Tabla 1

Fuente: Propia.
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A continuacién presentamos una descripcidn genérica de cada conjunto y posteriormente
nos centraremos en las operaciones que se pueden realizar y las propiedades de las
mismas.

Conjunto de Numeros Naturales N

Intuitivamente se puede ver como el conjunto de nimeros usado para contar objetos, es
un conjunto infinito y normalmente se denota mediante:

N ={0,1,23,4..,}
Representacion de niimeros naturales en una semirrecta

Resulta conveniente tratar la representacién de nimeros naturales en una recta
numérica, tal representacion es de significativa ayuda al estudiar el significado de las
operaciones entre nimeros naturales, principalmente si hemos de contar con una
estrategia basica para compartir su conocimiento a estudiantes de cursos primarios. La
representacion consiste en tomar una semirrecta y asignar el origen de la misma al
numero cero, luego ubicar una secuencia de puntos sobre la semirrecta de tal manera que
la distancia entre pares de puntos consecutivos sea la misma, al segmento que une puntos
consecutivos le lamamos segmento unidad y la distancia de separacién se le denomina
medida unidad o simplemente unidad. El punto que sigue al origen de la recta se asigna al
numero 1, el que sigue se asigna al nimero 2 y asi sucesivamente.

—_—

0 1 2 3 4 5 6 7...

Figura 1: Representacién geométrica de nimeros naturales
Fuente: Propia.

En la anterior representacién vale destacar que el elemento geométrico usado, la
semirrecta, tiene un punto de origen que marca el inicio del conjunto de nimeros
naturales, se destaca también que pese a que el conjunto de nimeros naturales es
infinito, también hay una infinidad de puntos que no estdn asociados con ningin nimero
natural.

Por otro lado, es importante tener en cuenta que, si bien las anteriores ideas
corresponden a la representaciéon de nimeros naturales en la semirrecta, también se debe
tener en cuenta que en situaciones practicas se debe tener en cuenta el contexto en que
estemos trabajando, por ejemplo, si necesitamos representar nimeros como 7000, 7500,
8000, no seria conveniente hacerlo desde cero y tomando unidades sucesivas, debemos
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valernos del sentido comun o de convenciones apropiadas. La figura 2 muestra una
adecuada representaciéon de 7000, 7500, 8000.

0 7000 7500 8000 ces

Figura 2. Representacidn geométrica de numeros naturales
Fuente: Propia.

Conjunto de Numeros Enteros 7Z

Quiza el estudiante recuerde que en los dos primeros afios de estudios primarios el
universo numérico conocido se limitaba a los nimeros naturales, recordara también que
en ese entonces no tenia sentido una resta o sustraccion en la cual el minuendo era
menor que el sustraendo, deciamos jeso no se puede! Sin embargo la realidad nos marcé
después que no es que no se pueda, sino que el conjunto de nimeros que estaban el
campo de nuestro conocimiento no era suficiente para afrontar la situacién.

Hoy sabemos que una resta puede dar como resultado un nimero negativo, pero un nifio
bien podria preguntarse ¢qué otros nimeros podriamos necesitar ademas de los que
sirven para contar? Una respuesta la podemos encontrar en situaciones reales que
evidencian la validez de hablar de nimeros negativos, por ejemplo, cuando necesitamos
expresar matematicamente una temperatura de 4 grados usamos el nimero natural “4”,
pero una de 4 grados bajo cero se representa mediante “ — 4”, por otro lado un sobregiro
de 100000 se representa con “ — 100000”, la posicién de un que esta 3 metros por
debajo de la superficie del agua se representa con “ — 3”, nUmeros como estos se conocen
como numeros enteros negativos y no hay razén para pensar que no existe un numero
negativo a asociado con cada niumero natural diferente de cero.

Aunque posteriormente trataremos el tema de ecuaciones de manera mas formal,
podemos adelantarnos a ver que otra situacion en la cual se hace uso de nimeros enteros
negativos surge, por ejemplo, si se quiere saber el valor de x talquex + 7 = 5.

La union del conjunto de numeros naturales, y los niumeros negativos da lugar al conjunto
de nimeros enteros. El conjunto de nimeros enteros es un conjunto infinito y
normalmente se escribe mediante:

Z={..,-3-2,-1,012 ..}
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Representacién de nimeros enteros en una recta

Al igual que los niumeros naturales, los nimeros enteros se pueden representar
geométricamente, pero en este caso se requiere una recta en lugar de una semirrecta. La
representacion también sirve de ayuda al estudiar el significado de operaciones de sumay
resta entre numeros enteros. La figura 3 muestra la idea de representacion de los
ndimeros enteros en la recta numérica.

1
< ! ! ! : ! ¥ : ! ! ! : >
w4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4..
Figura 3. Representacién de nimeros enteros en la recta numérica
Fuente: Propia.

Conjunto de Numeros Racionales Q

Con el fin de ilustrar alguna de las razones de la existencia de nimeros enteros negativos,
antes nos hemos valido de la necesidad de resolver una ecuacién. En este caso queremos
hallar un valor de x de tal maneraque 3x — 5 = 2, aqui vemos que la solucién no la
podemos encontrar ni en el conjunto de nimeros naturales, ni en el de los nimeros
enteros, lo que es una situacién que explica la necesidad de utilizar otro conjunto
numeérico mds amplio, el conjunto mas amplio en este caso es el conjunto de numeros
racionales, denominados asi por corresponder a la razén (o division) de dos numeros
enteros.

La solucién al problema antes planteado se puede escribircomox = 7/3,0X = 14/60
cualquier otra forma equivalente. Notamos que 7/3 es la simplificacién de 14/6,y 7/3 es
irreducible (no puede simplificarse mas).

El conjunto de numeros racionales suele representarse mediante:
a
0 ={E la,b €7, b % o}

Nétese que en la formulacidén que define el conjunto de niumeros racionales se hace ver la
necesidad de que el denominador b sea diferente de cero épor qué? Para dar respuesta al
anterior interrogante debemos tener en cuenta cual es el razonamiento que realizamos,
consideremos los siguientes casos:
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. . . ., 24
Si gqueremos, por ejemplo, realizar la division Y lo que realmente queremos hallar es un
nuimero x tal que al multiplicar x por el divisor 8 se obtenga 24 como resultado, es decir:

24
5= lo que equivale a decir 24 = (8)(x), es claro que x = 3

. . . L., 24
Si en cambio intentamos realizar la division " tenemos:

24
0 = x, es decir hallar x tal que 24

= (0)(x), en este caso no podemos tal nimero x
Por tanto no tiene sentido intentar realizar una division por cero.
iLa division por cero no existe o no esta definidal

Representacion de niimeros racionales en una recta

. , 3
Si gqueremos representar el nimero 2 €n el cual el numerador es menor que el
denominador y por tanto el cociente menor que 1, podemos dividir en cuatro partes
. . 3 L.
iguales el segmento que une al 0y al 1, el punto correspondiente a 2 en la recta numérica,

es el tercero de la secuencia, tal como se muestra en la figura 3.4. Nétese que en este
caso el segmento unidad tiene una medida diferente a la de casos anteriores.

o
Blw -
H-
N——
\ 4

Figura 4. Representacidon de niumeros racionales en la recta numérica.

Fuente: Propia.
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. . . 9
Si en cambio queremos representar el nimero 2 &n el cual el numerador es mayor que el

denominador y por consiguiente el cociente es mayor que 1. Aqui el cociente es mayor
gue 2 pero menor que 3, por tanto dividimos en cuatro partes iguales el segmento que

. 3 L. .
une al 2y al 3, el punto correspondiente a 2 en la recta numérica, es el primero de la
secuencia, tal como se muestra en la figura 3.5.

w0 1 2

slod-

Figura 5. Representacion de nuUmeros racionales en la recta numérica.
Fuente: Propia.

Para representar nUmeros racionales negativos se procede de forma similar, pero hacia la
izquierda.

Conjunto de Numeros Irracionales |

Cualquiera, de forma desprevenida, podria decir que con los conjuntos numéricos hasta
ahora descritos es suficiente para cuantificar cualquier situacion posible, sin embargo, al
intentar hallar el valor de x que satisfaga x? — 2 = 0, obtenemos x = V2, nos
encontramos con la imposibilidad de hallar la solucién en los conjuntos de nimeros
naturales, enteros y racionales, es decir. Este es un resultado que no se puede expresar
como una razén, por tanto a este tipo de nimeros se les llama nimeros irracionales.
Otros nimeros irracionales son por ejemplo V/3, V5,47 y el muy importante nimero 7.

Representacion de Numeros Irracionales en una recta

Un numero irracional tiene infinitas cifras decimales, por lo que al intentar representarlos
graficamente no es posible ir agregando décimas, centésimas, milésimas y asi
sucesivamente. También sabemos que los nimeros irracionales no se pueden representar
como una razén entre dos enteros, por tanto no se puede usar el procedimiento de
representacién asociado con numeros racionales. Con lo anterior facilmente podriamos
indicar que los numeros irracionales no se pueden representar en una recta numeérica, sin
embargo hay un procedimiento basado en geometria que permite ubicar irracionales
correspondientes a raiz cuadrada. Por ejemplo si queremos representar el nimero v2,
inicialmente representamos el nimero 1y sobre el punto correspondiente trazamos un
segmento de una unidad, con lo cual se puede trazar un tridngulo rectangulo como se
muestra en la figura 3.6a. la longitud de la hipotenusa del tridngulo
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Figura 6: Representacion de numeros irracionales en la recta numérica

Fuente: Propia.
Conjunto de Numeros Reales R

El conjunto de numeros reales corresponde a la unidn de los conjuntos de nimeros
racionales e irracionales.

CONJUNTOS NUMERICOS

Nameros
Reais

Nameros Nameros [
Racionais ‘

Irracionais Inteiros |

Nameros

Figura 7. Relaciones de inclusién entre los diferentes conjuntos numéricos.
Fuente: http://cutandpastematematica.blogspot.com.co/2013/12/unidad-1-conjuntos-

numericos_28.html

En este punto vale la pena resaltar que todo numero natural es un nimero entero, pero
no es cierto que todo entero sea un numero natural, de igual manera, cualquier nimero

, . . e e X
entero x es un numero racional, debido a que x se puede escribir como T perono todo
racional es entero.
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Antes de seguir avanzando en algunos procesos operativos relacionados con el conjunto
de numeros reales y las operaciones entre ellos, conviene presentar el fundamento de
todo ello a través de un conjunto de axiomas (un axioma es una es una verdad tan
evidente que no necesita ser demostrada) que definen las propiedades del conjunto y sus
operaciones, es decir, son el soporte o base sobre la que se levanta todo el edificio
matematico. A continuacion se inicia la presentacion de los axiomas.

Axiomas de los numeros reales

En este curso presentamos los axiomas de los numeros reales, se presentan tales axiomas

“wn

considerando la operacidn de adicion “ + ” y la multiplicacidn “.”, en algunos casos
usaremos paréntesis para representar la multiplicacién. Los axiomas son los siguientes:

Axiomas algebraicos

Los axiomas algebraicos son el soporte de diferentes principios algebraicos sobre los
numeros reales, tales como regla de signos, reglas de signos de agrupacién. Se asume que
sia y b son dos numeros reales, entonces el resultado de la suma y el producto también
es un numero real, esto es lo que se conoce como propiedad de clausura o cerradura. El
conjunto de axiomas algebraicos, asi como el nombre que corresponde a cada axioma se
muestra a continuacion:

Axioma 1. Propiedad de clausura o cerradura de la adicion.

Vab €R, a+b eR

El axioma 1 indica que la suma de cualquier par de nimeros reales es también un nimero
real.

Axioma 2. Propiedad asociativa de la adicion:

Vab,c ERa+(b+c)=(@+b)+c
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Es importante tener en cuenta que solo podemos sumar dos nimeros a la vez, pero
cuando se requiere sumar tres o mas numeros se pueden agrupar o asociar de cualquier
manera, es decir si queremos sumar los nimeros a, b y ¢, podemos sumar a a el resultado
de lasuma b + ¢, o podemos sumar a la suma a + b el nimero c, los resultados obtenidos
son los mismos.

Axioma 3. Propiedad conmutativa de la adicion:

Vab eRa+b=>b+a.

El axioma 3 indica que al sumar dos niUmeros reales cualesquiera, no interesa el orden en
gue se realice la suma, el resultado siempre es el mismo.

Axioma 4. Existencia de elemento neutro de la adicion:

Va ERa+0=0+a=a

Dado lo que establece el axioma 4, se dice que el nUmero real 0 es el elemento neutro de
la adicion, se llama elemento neutro porque, al sumar 0 a cualquier nimero a, la suma no
da un valor diferente de a.

Axioma 5. Existencia de opuesto o inverso aditivo:

Va €ER,3I(—a) e Rtalquea+ (—a) =0

Este axioma establece que para cualquier nimero real a podemos hallar un elemento
opuesto (—a) de tal manera que al sumar a y su opuesto (—a) el resultado siempre es 0.
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Axioma 6. Propiedad de clausura o cerradura de la multiplicacién.

Vab €R, a.b R

El axioma 1 indica que el producto obtenido al multiplicar cualquier par de nimeros reales
es también un numero real.

Axioma 7. Propiedad asociativa de la multiplicacién:

Vab,c € Ra(b.c) =(a.b).c

Similar a lo que sucede con la suma, en un paso solo es posible multiplicar dos nimeros
reales, para multiplicar tres de ellos se puede multiplicar el primero por el producto de los
otros dos, o el producto de los dos primeros por el tercero, el resultado siempre es el
mismo.

Axioma 8. Propiedad conmutativa de la multiplicacion:

Vab eERa+b=b+a

El anterior axioma dice al multiplicar un par de nimeros reales, no interesa el orden en
que realizamos la operacion, es decir, el orden de los factores no altera el producto.

Axioma 9. Existencia de elemento neutro de la multiplicacién.

Yac€ER, al=1la=a

En este caso se dice que el niumero real 1 es el elemento neutro de la multiplicacién,
porque, al multiplicar 1 por cualquier nimero a, el producto no es un valor diferente de
a.
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Axioma 10. Existencia de reciproco o inverso multiplicativo:

1 1
Va+0 E]R,EIE E]Rtalquea.azl

El axioma 10 dice que para cualquier nimero real a # 0 podemos hallar un elemento
1 . T . . T
- llamado inverso multiplicativo o reciproco de a de tal manera que al multiplicar a por su

, 1 .
reciproco — el resultado siempre es 1.

Axioma 11. Propiedad distributiva:

Vab,c ERa(b+c)=ab+a.c

Este axioma que describe la propiedad distributiva indica que el producto de un nimero
real por la suma de otros dos es igual a la suma de los productos del primer nimero por
cada uno de los dos que se suman.

Axiomas de orden

Los axiomas de orden son un conjunto de propiedades que se refieren a las ideas de
ordenacidn entre nimeros reales en el sentido de que un numero real es mayor, menor o
igual que otro nimero real. Especificamente, si tenemos dos nimeros realesa y b
diferentes tendremos una relacion de desigualdad entre ellos, conocidas como relaciones
“mayor que”, simbolizada con " > "y "menor que" simbolizada con " < ", si escribimos
a < b estamos indicando que "a es menor que b", mientras que a > b significa que

"a es mayor que b". Continuamos con la numeracion anterior para el conjunto de
axiomas relacionados con el orden entre niUmeros reales:
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Axioma 12: propiedad de tricotomia.

Y a,b € Rse cumple una y solo una de las siguientes situaciones

Ha<b iiy)a=b»b iii)a>c

Axioma 13: propiedad de transitividad de la desigualdad.

Vab,c ER sia<byb <c,entonces a < c.

Axioma 14-..

Vab,c ER sia<b,entoncesa+c<b+-c.

Este axioma indica que si a cada uno de los miembros de una desigualdad de suma una
misma cantidad, se conserva el sentido de la desigualdad.

Axioma 15:.

Vab,c ER sia<b,yc>0entoncesa.c <b.c.

Con la anterior propiedad se ve que si cada uno de los miembros de una desigualdad de
multiplica por una cantidad positiva, se conserva el sentido de la desigualdad.

Axioma 16:.

Sia,b,c ER con a<b,yc <O0entoncesa.c > b.c.
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Esta importante propiedad indica que propiedad se ve que si cada uno de los miembros
de una desigualdad de multiplica por una cantidad negativa se invierte el sentido de la
desigualdad, para ilustrarlo consideremos el siguiente ejemplo: 3 < 5, si multiplicamos
cada numero por ¢ = —2 se tiene como resultados —6 y —10 y se ve que efectivamente
desigualdad se invierte porque —6 > —10

Jerarquia de las operaciones

Es frecuente encontrar diferentes operaciones en una misma expresién matematica,
frente a lo cual se requiere tener absoluta claridad sobre el orden en que se debe
ejecutar, si esto no es asi se podria cometer serios errores, por ejemplo, si tenemos una
operacion como 4 + 2 = 5, la falta de claro conocimiento nos llevaria a dudar si el
resultado es 30 o 14, pero en matematica existe un conjunto de reglas que establecen que
operaciones se realizan primero, en este caso se realiza primero la multiplicacién y luego
la adicion, a estas reglas se les conoce como jerarquia de operaciones, y simplemente
establece el orden en el cual deben realizarse las operaciones presentes en una
expresion. La jerarquia de las operaciones, de mayor a menor es la siguiente:

\ Potenciacion y radicacion

Multiplicaciéon y divisidn

Adicion y sustraccién

Los siguientes ejemplos ilustra la aplicacién de este principio:

Ry S Y
4 4 B

7+12x3+4=7+

10
5+ 4+7=5+x/4+5=5+x/§=5+3=8
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Signos de agrupacion

Los signos de agrupacidn de uso comun son los paréntesis (), los corchetes [] y las llaves
{}, estos signos son utilizados con fines de organizacién y para modificar la jerarquia de la
operaciones, es decir, sin importar cual de las operaciones originalmente tiene mayor
preferencia, se desarrolla primero las operaciones que se encuentran dentro de los signos
de agrupacion. El siguiente ejemplo ilustra la secuencia de pasos para llegar al resultado
en una expresion con varios agrupamientos.

15+{-2—-[34+(8—-10)—4]}+9—-{17—[4— (5 +4)] — 9}
=15+{-2-[3+(-2)—-4}+9-{17—-[4— (9)] - 9}
=154+{-2-[3-2-4]}+9—-{17—-[4-9] -9}
=15+{-2—[-3]}+9— {17 — [-5] — 9}
=154+{-2+3}+9—-{17+5-9}

=15+ {1} +9 — {13}

=15+1+4+9-13

=12

Principios relativos a los exponentes. Potenciacion y radicacién

Si x es un numero real y n, es un entero, x™ representa la n-sima potencia de x y
corresponde al producto de la multiplicacién que toma a x como factor n veces, por
ejemplo, para el caso enque x = 3 yn = 4, tenemos:

"= (3)*=E3)B)RB) = 81

Six = —2 yn =5, encontramos entonces que:
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x" = (=2)° = (=2)(-2)(-2)(-2)(-2) = —32
Six = Ey n=3, entonces:

3

- (-000- G

Exponentes fraccionarios: Si x es un nimero real y n, es un entero, positivo se tiene que:
I a
xn = x
Con lo anterior vemos la estrecha relacidn existente entre exponentes y radicales, a
continuacion presentamos en la tabla 3.5 un resumen de propiedades relacionadas con la
potenciacion vy la radicacidn y finalizamos la presentacidn de contenidos de esta semana,

en los diferente recursos ofrecidos se presenta ejercicios resueltos, ejercicios para
resolver, entre otros elementos de apoyo.
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Propiedad Comentario Ejemplo.
P1 Vx € R El producto de potencias de igual base equivale | (2)5.(2)3 = (2)8
a la base elevada a la suma de los exponentes. 21\2 /2\3 2\>
.t = G G -G
P2 Vx ER,x+#0 Todo numero, diferente de cero, elevado a la (2)0 =1,
x0=1 cero equivale a 1. (-3)° =1
P3 Vx ER x #0, Una potencia con exponente negativo equivale 5-2 1
L 1 al reciproco de la base elevada al exponente - ?
x = xn positivo 3-1_ 1
3
P4 Vx ERx#0 El cociente de potencias de igual base esiguala | 42
la base elevada a la diferencia de exponentes en | 35 — 475 =473
4
xm e el orden dado. La base no puede ser cero. (_5)6
AN (_5)2
P5 Vx € R La potencia de una potencia es igual a otra (42)3 = 4°
potencia, con la misma base y el exponente
(x™)" = x™" igual al producto de exponentes originales.
P6 Vx,y € R, La potencia de un producto es igual al producto [(A)B)]"
(x.y)™ = x™. y™ | delas potencias. = (4)3.(3)3
P7 Vx,y € R,y # 0, | Lapotenciade un cociente esigual al cociente 4\% 45
(x)n _ xm de las potencias. El denominador debe ser (g) = ?
y yn diferente de cero.
P8 Vx,y € R,x.y # 0 | Una fraccién elevada a un exponente negativo 42 3\ 2
(x)‘" _ (y)" equivale al reciproco de la fraccién elevado al (5) = (Z)
y T \x respectivo exponente positivo.
P9 Vx € R, Una. base elevada a un exponente fraccionario 4§ _ W
equivale a una raiz, el indice de la raiz es el 1
moo, denominador del exponente y el radicandoes | 52 =+V5
xn = Vxm la base elevada al numerador.
P10 vVx € R La raizn — sima de un producto es igual al 3 4)(3) =
T\l/ry = Y/x. w producto de las raices. 4. 33
P11 |Vx € R, La raizn — sima de un cociente es igual al 3
n cociente de las raices, Es necesario que el 3 f — E
" f = ﬂ denominador debe ser diferente de cero. 3 i/g
vy
P12 Vx € R, La raiz de una raiz es igual a una raiz con el 3 .
m[, o mismo radicando y cuyo indice es el producto \/F =3
\/E = "Vx de los indices.

Resumen de propiedades de potencias y raices

Fuente: Propia.
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Introduccion

En esta semana complementamos el trabajo sobre numeros reales abordando algunas de
las operaciones que se pueden realizar con fracciones, entendiendo que cada fraccion es
una forma de expresar un nimero racional y todas las fracciones equivalentes. Veremos
inicialmente el significado de una fraccién como partes de la unidad y enfrentando luego
las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division. En el estudio de esto nos
valemos de la representacién grafica de las fracciones. Posteriormente se usa las
fracciones desde otro punto de vista, el que involucra el concepto de razén, para plantear,
a partir de la igualdad de razones, el concepto de proporcion.

Debido a que en diferentes situaciones se debe hallar algiin término conocido en una
proporcidn, se presenta un conjunto de propiedades de estas, luego de ver tales
propiedades se trabaja un importante tema de la matematica basico, la proporcionalidad
entre magnitudes.
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Recomendaciones metodoldgicas

Esta cartilla aborda una buena cantidad de temas que involucra conceptos y operaciones
entre fracciones y constituye el elemento de entrada para el abordaje de tan importante
tema, seria un error del estudiante considerar que para el éxito en su comprension es
suficiente con esta lectura. Recalcamos entonces que, ademas de su cuidadosa y detallada
revision, es importante que revise las lecturas complementarias, en las cuales se
presentan ejemplos que ponen de manifiesto la operatividad asociada con el tema 'y
aplicaciones en situaciones propias de diferentes contextos.

La adecuada comprension de los temas de esta semana se puede ver favorecida también
con el aprovechamiento de los videos cuyos enlaces se proporcionan en la seccién Video
capsulas, estos videos tratan sobre explicaciones puntuales y desarrollo de ejemplos
operativos y aplicaciones.

En la seccidn ejercicios de repaso se presenta un conjunto de ejercicios que se recomienda
sean resueltos a manera de practica y preparacién, atender esta sugerencia puede indicar
al estudiante elementos de apropiacion del tema bajo estudio al tiempo que lo coloca en
mejor posicion para enfrentar el parcial al final de esta semana.
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Desarrollo tematico

Operaciones entre fracciones, razones y proporciones

Operaciones con fracciones

Al hablar del conjunto de numeros racionales en la semana 3 indicamos que un nimero
racional es aquel que se puede escribir como la razén de dos enteros, en este punto vale

, . a
la pena agregar que el numero racional > (conavy b enterosy b # 0) es realmente el

. a . .
conjunto formado por P todas las fracciones equivalentes.

De todas las operaciones basicas en los diferentes conjuntos numéricos, quiza las que
atafien a los nimeros fraccionarios constituyen las mayores dificultades para muchos
estudiantes, es por ello que, asumiendo que el estudiante maneja con cierta propiedad las
operaciones entre nimeros enteros, abordamos aqui el tratamiento de operaciones sobre
el conjunto de los niumeros racionales desde un enfoque basico, de tal manera que sirva
de refuerzo tematico al estudiante de licenciatura en educacién y pueda usarlo como
orientacién en su desarrollo profesional con estudiantes de educacién basica.

Fracciones equivalentes

Para ilustrar los principios asociados con operaciones entre fracciones, vistos como partes
de una unidad, conviene inicialmente tratar la nocién de fracciones equivalentes, para ello
nos valdremos de una idea relacionada con la representacién de fraccionarios en una
recta, pero no usaremos el segmento unidad sino rectangulos de area unitaria.

1
1=-— 1= E
1 2
Una Unida Una unida
a) b)
3 4
1=-— 1=-—
3 4
Una unida Una unida
c) d)

Figura 1: Diferentes formas de representar y expresar una unidad
Fuente: Propia.
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La figura 1a, muestra un rectangulo unidad, en la figura 1b, vemos la misma unidad pero
dividida en dos mitades, en este caso la unidad es equivalente a g (dos medios), en 1c, la
unidad esta dividida en tres partes (tres tercios) lo que significa que la unidad es
equivalente a Z, finalmente la 1d, muestra la unidad dividida en cuatro partes (cuatro
cuartos). Tenemos entonces diferentes formas de expresar una unidad.

) 2

a —

3

b 4

) 6
c) i
12

Figura 2. diferentes formas de representar y expresar una fraccion
Fuente: Propia.

En la figura 2a, se observa una unidad dividida en tres partes, pero solo se resalta o rellena
en amarillo dos de ellas, con lo cual se representa el nimero g En la figura 2b, la misma
unidad se divide en seis partes (seis sextos), lo que significa que de cada tercio se obtiene
2 sextos, con lo cual la cantidad g representada en la parte a) es equivalente a la cantidad

4 . . . .
- representada en la parte b). Finalmente, en la figura 2¢c, podemos ver que la unidad esta

dividida en 12 partes iguales (doce doceavos), el estudiante puede verificar, observando la
figura 2, que cada tercio de la parte a) es equivalente a dos sextos de la parte b) y a cuatro

. . . 8
doceavos de la parte c. Ademas, la cantidad resaltada es equivalente a Py lo que en
ultimas nos permite expresar las siguientes equivalencias entre fracciones.
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Amplificacion y simplificacion de fracciones

Con base en las ideas antes vistas, en relacién con fracciones equivalentes podemos ver
gue a partir de una fraccidon dada podemos obtener otra fraccién equivalente. Si se los
términos de la nueva fraccién son mayores que los de la fraccién original decimos que se
ha amplificado la fraccién, lo cual se logra multiplicando numerador y denominador por

. . . 4 .
un mismo nimero mayor que 1. Por ejemplo, la fraccién 5 se puede obtener mediante la

amplificacién de la fraccion 3 en este caso se multiplica por 2 numerador y denominador.

Si numerador y denominador de una fraccidn tienen factores o divisores comunes,
podemos dividir los elementos de la fraccidn por alguno de sus divisores comunes y
obtenemos una fraccion equivalente de términos menores, en este caso decimos que se
simplifica la fraccién. A continuacion abordamos el estudio de operaciones entre
fracciones, en lo cual nos valemos de simplificacidon y amplificacion.

Suma y resta de fracciones de igual denominador

Iniciamos el estudio de la suma de fracciones de igual denominador a partir de la
interpretacion de la representacion de las fracciones como partes de una unidad, esto lo
ilustramos en la figura 4.3.

) - 1,2 3
* - 4 4
1 2 3
- 3
2 3 5
6+
2 3 5
6 6

Figura 3. Representacidn de suma de fracciones de igual denominador

Fuente: Propia.

. 1 2 . -
La parte a) de la figura 3 ilustra la suma de las fracciones VT La representacion grafica
3
de esta operacidon muestra claramente que el resultado es 2 Por lo que al lado de la
1,2 3 .
correspondiente imagen hemos escrito " + 22 La parte b) de la figura 3 nos muestra
5

. e 2 3
una situacion similar en la que claramente se ve que P + s &
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Los dos casos anteriores corresponden a situaciones en las cuales el resultado es una
fraccion menor que la unidad, pero existen situaciones en las cuales la suma de dos

fracciones resulta en una cantidad mayor que la unidad, un par de ejemplos de esto se
ilustra en la figura 4.

a) + = _+E:E
41
3 2

4 4 5

4
b) + - 5,3 .8
5 3 6 6

> : -

6

Figura 4. Representacién de suma de fracciones de igual denominador

Fuente: Propia.

. . e 3,2 .

La figura 4b, muestra que la representacion grafica de la suma " + 7 dado que la unidad
. 4 - . .

equivale a 2 claramente se ve que no es suficiente fraccionar en cuartos una sola unidad,

. . 8
situacion similar se observa en el caso b), donde el resultado es pe Respaldados en las

respectivas representaciones graficas resumiendo ahora los resultados de las operaciones
anteriores:

o

ol N
+
ol w
I
ol w»
o=
NN
SN
W
AN
Il
N3
o »
+
ol w

En los cuatro casos claramente se ve que el resultado es otra fraccion de igual
denominador y el numerador es la suma de los numeradores, esta idea se puede extender

a la suma y resta combinada de fracciones de igual denominador, con lo cual tenemos la
siguiente generalizacion.
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La suma y resta de fracciones de igual denominador es otra fraccién con el mismo
denominador de las fracciones originales y el numerador se obtiene mediante las
respectivas sumas y resta de los numeradores.

Ejemplo: 4.1: a continuacion se muestra dos casos de sumas y restas de fracciones de
igual denominador. Nétese en los casos a) y c) el resultado se puede simplificar a una
fraccion equivalente.

—
-

b 5+35 8+15 10 37
)27 27 27 27 27 27

14 25
C)?-F ?

36

4 9
8 8 2

Suma y resta de fracciones de distinto de denominador

Abordamos el estudio de suma y resta de fracciones de distinto denominador, para ello
consideremos la necesidad de realizar las siguientes sumas:

L1 1.2
a) )5t+3

Es claro que al tener fracciones de igual denominador, el numerador de la fraccién
resultante se puede hallar de manera inmediata sumando los numeradores, el
denominador es el mismo de las fracciones que se suman. Sin embargo, en los casos que
ahora nos ocupa los denominadores son diferentes, razén por la cual debemos emprender
otro procedimiento no tan directo.
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Para tratar la situacién, tal como lo hicimos antes, nos valdremos de la representacion
grafica dada a los fraccionarios y a la operacion. La figura 4.5 muestra la equivalencia de

la operacién a) con la operacion en la cual en lugar de la fraccion S se ha escrito la fraccién

. 2 . . . .
equivalente 7 teniéndose entonces una suma de fracciones de igual denominador.

- = +

1 3 2
2 4 4

3
4
Figura 5. Representacion de la suma de fracciones de distinto denominador

Fuente: Propia.

Para el tratamiento de la operacién b) tenemos la representacién dada en la figura 4.5, en
la cual ambas fracciones a sumar se han remplazado por fracciones equivalentes de tal
manera que estas fracciones tengan igual denominador.

EYES

2 3
3 6

N R

Figura 6. representacion de la suma de fracciones

Fuente: Propia.

Teniendo ahora fracciones de igual denominador, se procede a la suma de las mismas
segun se indicd en la seccidon anterior, por tanto se tiene:

S w
+
N =
Il
S w
+
SN
Il
o
[yl
—/
N| =
_|_
w| N
Il
o w
+
(o)W N
Il
[N IRN
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Lo anterior es una muestra del procedimiento para sumar fracciones de distinto
denominador, lo cual se puede extender a mas de dos fracciones y a la combinacién de
suma y resta. El procedimiento generalizado se enuncia asi:

Para sumar y restar fracciones de diferentes denominadores, se debe escribir todas las
fracciones como fracciones equivalentes de tal manera que todas ellas tengan el mismo
denominador y luego sumarlas y restarlas como fracciones de igual denominador.

Con base en el anterior principio podriamos hallar el resultado de la siguiente operacién

Ly
12

Wl N
+
A=
RS
U1l o

Para llegar a la solucién, debemos expresar cada fraccion como fracciones equivalentes de
tal manera que todas tengan un mismo denominador o denominador comun, frente a
esto existe la pregunta ¢cual es el denominador comun que deben tener las nuevas
fracciones? Para la respuesta retomemos las operaciones ya resueltas en esta seccién.

S w
_|_
N| =
Il
S w
_|_
SN
Il
o
N
I
_|_

I
Il
o W
_|_
N
Il
[N IRN|

En el caso a) los denominadores originales son 2 y 4, el comun denominador de las
fracciones equivalentes es 4, mientras que en el caso b) los denominadores son 2y 3y el
comun denominador es 6. En ambos casos el comidn denominador es un nimero que se
puede dividir por ambos denominadores y corresponde al minimo comun multiplo de los
denominadores. Esto significa que para sumar y restar fracciones de distinto denominador
es necesario hallar el minimo comudn multiplo de los denominadores.

¢Coémo se halla el minimo comun multiplo o m. c.m de un conjunto de nimeros? Para
hallar el m.cm de varios nimeros se descompone cada uno en sus factores primos, el
m.c.m es el producto de los factores comunes y no comunes con su mayor exponente. En
el caso de los denominadores 3,4, 6,12 y 5 tenemos que:

3 =31 4 =22 6 = 31.2%; 12 = 22.3%, 5=51
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El m.c.m. es entonces: M. C. M. (3, 4,6, 12,5) = 31,2251 =60

Como el m.c.m de los denominadores es 60, a partir de las fracciones originales debemos
fracciones equivalentes denominador sea 60. Es claro entonces cual es el denominador de
cada fraccién, pero écual es el numerador?

2 1

5 ? 0?7 7 72
3tzte”

$2o
==

7
12 60 T60 60 "60 60

12

Para responder a esta pregunta tenemos en cuenta el proceso de amplificacién de
fracciones, segun el cual, al multiplicar numerador y denominador por un mismo nimero
diferente de cero se obtiene una fraccion equivalente. En este caso se debe multiplicar
por nimeros convenientes de tal manera que los denominadores sean 60.

En la primera fraccidon (con denominador 3) se debe multiplicar numeradory
denominador por 20 (0 60 + 3), en la segunda (con denominador 4) se multiplica por 15
(0 60 + 4), en la tercera (con denominador 6) se multiplica por 10 (0 60 + 6), en la
cuarta (con denominador 12) se multiplica por 5 (0 60 <+ 12), en la quinta (con
denominador 5) se multiplica por 12 (0 60 + 5), con lo que se tiene:

5 7 6 (2)(20) (1D@A5)  (5@10) (71(5) , (6)(12)
671275 60 T 60 T 60 T 60 ' 60

Wi N
+

Como todos los denominadores son 60, podemos escribir uno solo como denominador
comun, y en el numerador se escribe el producto de cada numerador por el factor
correspondiente (el que resulta de dividir el comin denominador por cada denominador),
con lo que se obtiene:
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2 N 1 . 5 N 7 N 6 (2)(20) + (1)(15) + (5)(10) + (7)(5) + (6)(12)
3 4 6 12 5 60

2 1. 5 7 6 40+15+50+35+72 212 53

3 4 6 12 5 60 60 15

En resumen, para sumar y restar fracciones de distinto denominador se realiza los
siguientes pasos:

* Hallar el minimo comun denominador (denominador de la fraccién resultante), que es el
minimo comun muiltiplo de los denominadores.

¢ Dividir el minimo comun denominador por cada uno de los denominadores y multiplicar el
resultado por el respectivo numerador.

* Realizar las sumas y restas de los productos del paso anterior para obtener el numerador
de la fraccién resultante.

¢ Simplificar la fraccidn resultante, si es posible.

Se recomienda al estudiante la visualizacién de videos propuestos en la seccion recursos
para el aprendizaje con el fin de reforzar estas ideas.

Multiplicacion de nimeros fracciones

Para ilustrar de el fundamento de la multiplicacién de la fracciones acudimos a un ejemplo

. . . 1 (2
de uno de los significados de esta operacidn, este ejemplo es: (E) por la fraccion (E) se

interpreta como la mitad de (g)

Significado de (5) por (3)

= por

= La mitad de

Figura 7. Significado de la multiplicaciéon de fracciones
Fuente: Propia.
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. .y 2
Vemos que el resultado de la anterior operacion es~ lo que se puede obtener

multiplicando numerador por numerador y denominador por denominador. En general
podemos multiplicar sucesivamente varias fracciones aplicando este principio, con lo que
en resumen se tiene:

Al multiplicar un conjunto de fracciones se obtiene otra fraccién cuyo numerador es el
producto de los numeradores y el denominador es el producto de los denominadores.

Nétese que al multiplicar fracciones no importa si los denominadores son iguales o
diferentes.

Division de fracciones

En la divisién de fracciones es claro que se debe identificar la fraccion que opera como
dividendo y la que opera como divisor. La division de fracciones se define como el
producto del dividendo por el reciproco del divisor, es decir:

(Y

2= (5)=2

Usualmente se indica que para realizar una divisién de fracciones basta realizar los
productos cruzados como se muestra a continuacion:

v 1,15 _ ad
b4 “wd  bc

Si tenemos una divisién de fracciones expresada en la forma:

alnlsia
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Identificamos a los términos @ y d como extremos en la divisién y a los términos b y ¢
como medios. La operacion la podemos expresar y desarrollar como:

a ¢ a\ /d a.d
5ra= G0 =5

En este caso podemos decir que la divisidn de fracciones es igual a una fraccién en la cual
el numerador es el producto de extremos y el denominador es el producto de medios.

Ejemplo 4.2:
3 2 (3)5) 15
4 5 @2 8
2
; _ (@(05) 10

_g T M@E) 21

Con lo abordado hasta este punto tenemos los fundamentos para estudiar en la siguiente
seccion la tematica de razones y proporciones, que constituye una de las aplicaciones mds
importantes de las fracciones.

Razones y proporciones

En las secciones anteriores nos hemos valido del significado de una fraccién como parte
de la unidad, otro significado importante que se puede dar a una fraccion es el de razén
entendida esta como la comparacidn de dos cantidades mediante una divisién. La
importancia de las razones es que son los elementos fundamentales de la idea de
proporcionalidad.

Concepto de razén

Dadas dos cantidades a y b, (con b # 0) la razén entre a y b se escribe como la fraccién

a
, 0 como a: b (lo cual se lee a es a b).
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Ejemplo 4.3:

a) 2 significa9 es a4

b) 3:7 significa3esa’7

¢) Un jugador A marca 3 goles en y un jugador B marca 2, la razén entre ellos es %

d) Una distancia de 180 kildmetros recorrida por un carro y el tiempo de 4 horas
empleado para hacerlo estan en razén de:

180 Km

m =45 Km/hora

e) La razén entre la cantidad de dinero de $ 150.000.00 ganado por un obrero y el
ndimero de dias trabajados para hacerlo es:

$150.000.00

= dids = $30.000.00/dia

f) La razén del nimero de 6 obreros, de igual capacidad de trabajo, que realizan una obra
y los 40 dias que tardan en completarla es:

6 obreros

20 dias — 0,15 obreros/dia

7 a Y .
En una razén 5 al numero a se le denomina antecedente y al b, consecuente.
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Concepto de proporcion

3
Retomando la razén > quesurge del caso de los jugadores A y B que respectivamente

marcan 3y 2 goles en un partido, suponiendo que mantienen este ritmo de rendimiento
durante tres partidos, entonces el jugador A marca 9 goles y el jugador B marca 6, en cuyo

. . 9 . .
caso la razén correspondiente es P Podemos observar también que las dos razones tienen

igual valor, lo que constituye una proporcién. Con base en estas ideas se define una
proporcién como la igualdad de dos razones. En lo que se refiere al ejemplo de los
goleadores se tiene que la proporcion se escribe como la siguiente igualdad:

3 9
E=E=1’5 o 3esa2Z como Y9esab

. a c L, .
En general si dos razones V3 forman una proporcidn, se tiene:

. . z 15 Ny
Ejemplo 4.4: si la razones 2Y %0 forman una proporcién, podemos hallar el valor de z
mediante la igualdad

z 15 ; _ (®H(5) 60
4—20,en onces z = 20 —20°
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Propiedades de las proporciones

A continuacidn se presenta un conjunto de propiedades que facilitan el trabajo con las
mismas.

L)

* P.1: propiedad fundamental de las proporciones. En toda proporcién el producto de
medios es igual al producto de extremos, es decir.

Si entonces a.d =b.c

Q| 0

a
b

0.0

P.2: al intercambiar las razones que forman la proporcién se conserva la igualdad, es decir:

o a c ; c a
si —=-= entonces = =-—
b d d b

P.3: al invertir las razones que forman la proporcién se conserva la igualdad, es decir.

R/
0‘0

Si

ol &

a ¢ . b
—=— entonces - =
b d a

*»* P.4: al intercambiar los medios o los extremos de una proporcion se conserva la igualdad,
es decir:

Cc a

Si = — entonces =
d c

(Sl IS

a

Q| o

a
b

< P.5: si al antecedente de cada razédn se suma o resta su consecuente, se conserva la
igualdad, es decir.

a+b_c+d a—b c—d
b  d b d

Si

entonces

Q| o

a
b

<+ P.6: en una proporcidén la suma de antecedente y consecuente de una razén es a su
diferencia como la suma de antecedente y consecuente de la otra es a la respectiva
diferencia, es decir.

a+c_b+d

— 0 _———

c d c d

Sl IS

c
Si = E entonces
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®,

% P.7: en una serie de razones iguales la suma de los antecedentes es a la suma de los

consecuentes como cada antecedente es a cada consecuente, es decir.

Catay+--+a, a, a, a,
Sl = — = — = e &= —
cLtce,+-+c, c, Cy Cn

Proporcionalidad directa

Consideremos el ejemplo de una distancia de 180 kildmetros recorrida por un carroy el
tiempo de 4 horas empleado para hacerlo, asumiendo que el carro siempre se mueve al
mismo ritmo es razonable esperar que en un tiempo de 2 horas recorra una distancia de
90 kildmetros o que en 6 horas recorra 270 kildbmetros. En esta situacion vale la pena
resaltar los siguientes aspectos:

* Hay dos magnitudes variables (distancia recorrida y tiempo empleado)
* Elaumento de una de ellas estd atado al crecimiento de la otra.
* El cociente entre respectivos valores de las magnitudes es una constante.

Las anteriores caracteristicas son las que precisamente definen la proporcionalidad directa
entre dos magnitudes. Lo que se puede resumir en el siguiente concepto.

Concepto de proporcionalidad directa

Dos magnitudes relacionadas son directamente proporcionales si la razdn entre cualquier
par de respectivos valores es constante. Es decir dos magnitudes A y B son directamente
proporcionales si y solo si:

ek o Xx=ky
y %47

Al valor constante de la razén se le llama constante de proporcionalidad. Podemos decir
también que, si dos magnitudes son directamente proporcionales, una de ellas siempre es
el producto de la constante de proporcionalidad por la otra magnitud.
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Ejemplo 4.5:

Consideremos el ejemplo del carro que recorre 180 kildmetros en 4 horas a un ritmo
constante, en este caso denotamos con X la magnitud correspondiente a la distancia
recorrida y con t el tiempo para recorrerla, dado que las magnitudes son directamente
proporcionales, con base en ello podemos hallar las cantidades desconocidas ay b en la
siguiente tabla:

X (Km) t (horas)

180 4

90 2

a 10

225 b
Tabla 1

Fuente: Propia.

Como sabemos que las magnitudes son directamente proporcionales, la razon entre
cualquier par de respectivos valores es constante, para saber cudl es este valor constante,
o constante de proporcionalidad, hallamos la razén o cociente entre dos valores
conocidos, tomamos los de la primera fila y tenemos:

180 Km

—k =45 K
2 hords k 5 Km/hora

Con el valor de k podemos hallar a, b y c asi:

= 45 Km/hora,entonces a = (45 Km/hora)(10 hora) = 450 Km

10 horas
225Km_45K h . 225 Km —p=ch
5 = m/hora,entonces (45 Km/horas) =h= oras
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Proporcionalidad inversa

Ahora consideramos la situacion en la cual 6 obreros de igual capacidad de trabajo
realizan una obra en 40 dias. ¢ Cuanto tiempo tardaria la obra si solo fuera realizada por 3
obreros?, ¢ Cuanto tardaria si la realizaran 12 obreros? Aqui resulta facil ver que si en lugar
de 6 solo trabajan 3 obreros a cada uno le tocara realizar el doble de trabajo, por tanto se
invertira el doble de tiempo, es decir, 80 dias. Pero si en lugar de 6 trabajan 12, es claro
que el tiempo se reduce a la mitad, 20 dias. Aqui se resalta los siguientes aspectos que el
estudiante puede verificar y que definen la proporcionalidad inversa entre dos
magnitudes.

* Hay dos magnitudes variables (nUmero de obreros y tiempo empleado para la
obra).

* Elaumento de una de ellas esta atado a la disminucién de la otra.

* El producto entre respectivos valores de las magnitudes es una constante.

Concepto de proporcionalidad inversa

Dos magnitudes relacionadas son inversamente proporcionales si el producto entre
cualquier par de respectivos valores es constante. Es decir dos magnitudes A y B son
inversamente proporcionales si y solo si:

XY=k X—k Y—k
Y=k o _YO =%

Al valor constante k del producto se le llama constante de proporcionalidad inversa.
Podemos decir que, si dos magnitudes son directamente proporcionales, una de ellas
siempre es la razdn entre la constante de proporcionalidad inversa y la otra magnitud.

Ejemplo 4.6:

Considerando el ejemplo de 6 obreros que realizan una obra en 40 dias, podemos hallar
los valores desconocidos en la siguiente tabla suponiendo que todos los obreros que
participen son de igual capacidad. Siendo X la magnitud nimero de obreros y t el tiempo
para realizar la obra, asumimos que las magnitudes son inversamente proporcionales.
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6 40
24 a
b 16
60 c
d

Tabla 2

Fuente: Propia.

Como las magnitudes son inversamente proporcionales, el producto de cualquier par de
respectivos valores es constante, esta constante la hallamos con los valores de la primera
fila y lo usamos para hallar las cantidades desconocidas, tenemos entonces:

(6 obreros) (40 dias) = k = 240 obreros dia

Entonces si trabajan 24 obreros, el nimero a de dias estd dado por:

(24 obreros)(a) = 240 obreros dia

_ 240 ebrereos.dia
a= 24 obrereos

= 10dias

Si la obra es realizada en 16 dias el numero b de obreros que la realiza se halla mediante:

(b)(16 dias) = 240 obreros dia

_ 240 obreros. dia
B 16 dias

= 15 obreros

Se invita al estudiante a verificar que los otros valores sonc = 4y d = 30.
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Regla de tres directa y regla de tres inversa

La regla de tres directa es un procedimiento aplicable en situaciones de proporcionalidad
directa entre pares de valores de dos magnitudes relacionadas, en el cual conociendo tres
valores y se pide hallar el valor faltante.

Por ejemplo, si 5 gaseosas cuestan $9000.00 cudnto cuestan 7. Usualmente esto se
plantea de la siguiente manera:

5 - 9.000.00
7 - X

En esta situacion, donde las magnitudes son directamente proporcionales, tenemos.

5 _ $9.000.00
7 X

Aplicando una de las propiedades de las proporciones (¢écudal?) podemos escribir:

x 7 ~($9.000.00)(7)
$9.00000 5 2 *7 5

= $12.600.00

En el andlisis de estas situaciones se debe tener claro si las magnitudes ligadas son directa
o inversamente proporcionales. Si son inversamente proporcionales la proporcién se
plantea tomando la inversa o reciproco de una de las razones. Por ejemplo, si 10 operarios
realizan una obra en 4 dias, cuanto tiempo tardara en terminarse la obra si es realizada
por 4 operarios. El planteamiento de la regla de tres indica que:

10 operarios — 4 dias
4 operarios - x

La proporcidn a plantearse en este caso es:

10 operarios  x _ (10)(4 dias)

= =10di
4 operarios 4 dias o 4 1as

Fundacién Universitaria del Area Andina ﬂ



Noétese que, para plantear la proporcionalidad inversa, una de las razones se ha tomado
en orden inverso. Frecuentemente se hace uso de la regla de tres de forma mecanica,
multiplicando dos numeros y dividiendo el producto por el tercero. La recomendacion que
se da en esta cartilla es analizar primero si las cantidades ligadas son directa o
inversamente proporcionales, plantear la proporcion correspondiente y hallar el término
faltante.

Repartos proporcionales

¢Como debe repartirse las ganancias en una empresa si los inversionistas aportan
diferente cantidades? Este interrogante nos lleva a tratar los repartos proporcionales, en
que se aplica la propiedad que establece que la suma de antecedentes es a la suma de
consecuentes como cada antecedente es a su consecuente. Se debe tener claridad si se el
reparto es proporcional directo o inverso. A continuacién se presenta ejemplo de ello.

Ejemplo 4.7: reparto proporcional directo

Hugo Paco y Luis ganan un premio de $ 30,000.000.00 en la loteria, el billete costo
$15.000.00. Hugo aporto $ 7000.00, Paco, $ 5.000.00 y Luis, $ 3.000.00. Si han de repartir
el premio de forma proporcional al aporte, ¢ Cuanto le corresponde a cada uno?

Solucion:

Denotamos con H, P y L las cantidades que les corresponde respectivamente a Hugo, Paco
y Luis. Como la cantidad de cada uno debe ser proporcional a su aporte se tiene la
siguiente serie de razones iguales:

H _ P _ L
$7.000.00  $5.000.00 $3.000.00
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Aplicamos la propiedad P.7, que indica que la suma de los antecedentes es a la suma de
los consecuentes como cada antecedente es a su consecuente, es decir:

H+P+L ~$30.000.000.00 000
$7.000.00 + $5.000.00$ 3.000.00 _ $15.000.00 -
Por tanto:
$700000 = 2000, entonces H = ($7.000.00)(2.000) = $14.000.000.00
§500000 = 2000,  entonces P = (§5.000.00)(2.000) = $10.000.000.00
$3.00000 _ 2000,  entonces L= ($ 3.000.00)(2.000) = $ 6.000.000.00

Ejemplo 4.8: reparto proporcional inverso:

Un padre reparte 28 dulces entre sus hijos Alvaro, Bernardo y Camilo de forma
inversamente proporcional a la edad, las edades de Alvaro, Bernardo y Camilo son
respectivamente 12, 6 y 3 afios, cuantos dulces debe dar a cada uno.

Solucién

Tratandose de un reparto inversamente proporcional, se hace con base en los inversos de
las edades, es decir las proporciones se forman entre la cantidad de dulces a recibir y el
inverso de la edad. Si A, By C son las cantidades de dulces que han de recibir Alvaro,
Bernardo y Camilo respectivamente, tenemos:
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Al aplicar la propiedad P.7 tenemos:

A+B+C_ 28 28 _ (28)(12) _

T 1.1 1+2+4 — 7
_+_+_ 7
12 6 3

12 12

Finalmente tenemos:

A

- =124 =48, entonces A =4
12

B

— = 6B = 48, entonces B =8
6

C

— =3C =148, entonces A =16
3
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Introduccion

Al iniciar nuestros estudios de matematicas, lo hacemos abordando conocimientos béasicos sobre
conjuntos numéricos y operaciones entre sus elementos, lo que realmente hace parte de la
aritmética, entendida esta como la rama del conocimiento matematico que estudia tales
operaciones tomando como insumo cantidades conocidas, y valiéndose del conjunto de
propiedades esbozadas como axiomas en la cartilla de la semana 3. La profundizacidn en nuestros
estudios en matematica, nos enfrenta a los principios algebraicos como una generalizacién de la
aritmética, en este punto toma mayor sentido la aplicacion de los axiomas como soporte de
diversas situaciones que toman en consideracidn los casos generales, en lugar de situaciones
particulares asociadas con valores conocidos, lo que en ultimas corresponde al dlgebra elemental.
Es asi como vemos que, por ejemplo, si 2 + 3 es lo mismo que 3 + 2, lo mismo se puede decir si
trabajamos con cantidades no conocidas x, y, por tanto se puede comprender el significado de

x +y =y + x. Tratandose de situaciones generales, en las que las cantidades involucradas
pueden tomar cualquier valor de un conjunto de valores validos, a tales cantidades se les llama
variables y se representan mediante letras, tal como ya lo hemos hecho aqui.

El desarrollo de esta cartilla se dedica a la extensidn de principios de la aritmética a un
estudio basico de operaciones con expresiones algebraicas. La tematica inicia planteando
una pequefia reflexidon que ejemplifica el sentido real que puede tener el uso de
expresiones algebraicas, se presenta luego algunos elementos conceptuales relacionados
con expresiones algebraicas para pasar después a la clasificacion de expresiones y
operaciones entre ellas.

Siguiendo el trabajo con procesos relacionados con expresiones algebraicas, es usual
encontrar situaciones especificas que pueden modelarse matematicamente usando
diferentes principios, entre los que se encuentra la descomposicién de una expresion
algebraica en los factores que la componen. Parte del trabajo de la presente cartilla se
enfoca en la aplicacién de diferentes principios, relacionados con operaciones algebraicas,
de tal manera que podamos escribir una expresién algebraica como el producto indicado
de sus factores.
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Recomendaciones metodoldgicas

Como recomendacién bdsica, al igual que las semanas anteriores, se plantea la juiciosa 'y
cuidadosa lectura de los temas tratados en esta cartilla, de manera simultanea o bien al final de la
misma es importante la revisién de los recursos adicionales ofrecidos en el médulo.

En la seccidn lecturas complementarias el estudiante encontrara ejercicios resueltos que refuerzan
las exposiciones hechas en la cartilla, aprovechar este recurso es una buena estrategia de
cercamiento al alcance de los objetivos propuestos También se recomienda la visualizacién de los
ejercicios y contenidos ilustrados en los videos cuyos enlaces son ofrecidos a través de la seccidn
de video capsulas, estos videos proporcionan explicaciones vivas del tema y solucién de
problemas.

Como todo proceso de aprendizaje demanda enfrentamiento del estudiante a desafios a través de
los cuales pueda verificar, para si mismo la apropiacion de los contenidos, se presenta la seccién
de ejercicios de repaso, en la cual se encuentra ejercicios propuestos sobre la tematica de esta
cartilla. Se recomienda al estudiante tener presente el material del video resumen de esta

semana.

Adelante con el aprovechamiento de los recursos.
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Desarrollo tematico

Expresiones algebraicas

Antes de abordar plenamente el trabajo formal de principios relacionados con
expresiones algebraicas, resulta conveniente considerar situaciones que ayudan a hallar
su sentido o importancia de su utilizacién y la necesidad de hacerlo.

Un estudiante debe plantear la solucidn a un problema practico que consiste en cercar un lote de
terreno que se encuentra a orillas de un rio, para lo cual debe usar 400 metros de cerca, lo debe
hacer de tal manera que se busca que la superficie encerrada se un rectangulo. éCual es la
expresidn que define las posibilidades de las dimensiones del rectangulo y cual es la expresidn del
area de la superficie encerrada? La situacion se ilustra en el siguiente esquema:

Orilladel rio

— Tt e—
o

Ancho =Y

Imagen 1
Fuente: Propia.

Si bien es cierto se sabe que en total se cuenta con 400 metros de cerca, también es claro que con
ellos se puede construir diferentes rectangulos, por tanto los valores del largo y ancho son
cantidades variables y, aunque no sepamos sus valores, las operaciones que involucremos en la
situacién deben satisfacer los axiomas de los ndmeros reales.

Si mediante la letra L representamos la cantidad total de metros de cerca, lo cual en este caso
corresponde a 400 metros, esta cantidad se distribuye de tal manera que corresponda a un tramo
de longitud x y dos tramos de longitud y de acuerdo con el esquema de la situacidn, por tanto, en
términos de x, y la longitud L = 400 esta dada por:

x + 2y = 400
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El drea de la superficie encerrada por el rectangulo corresponde a:

A=xy

El anterior es un ejemplo muy sencillo que pone de manifiesto la necesidad de utilizar
expresiones algebraicas para estudiar situaciones de la vida real, de la misma forma, en
diferentes areas de la dinamica social, tales como la economia, las finanzas y diferentes
areas de la ciencia, se requiere la utilizaciéon de expresiones algebraicas, desde las muy
simples hasta otras altamente complejas.

Concepto de expresion algebraica

Una expresion algebraica es toda expresion que combina cantidades fijas o constantes,
cantidades variables o cantidades desconocidas mediante diferentes operaciones. Algunos
ejemplos de expresiones algebraicas son los siguientes:

4 3. 325. 5z 5 .
S 2y 2-3y2 2z+41’

2 Sxy? +7x3 -6

Términos en una expresion algebraica

Los términos en las expresiones algebraicas corresponden a porciones de la expresion
relacionadas mediante operaciones de suma o resta, es decir, separadas por los signos “+”

"

y “—". El ejemplo d) antes mostrado corresponde a una expresion algebraica con tres
términos.

Componentes de un término

Un monomio consta de diferentes elementos, estos son coeficiente, parte literal y
exponentes de las partes literales, tal como se ilustra con el ejemplo dado a en el esquema
adjunto.
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Exponentes

Y/

Coeficiente =—> x

/\

Literales
Imagen 2

Fuente: Propia.
Término independiente

En las expresiones algebraicas es frecuente encontrar términos independientes, son aquellos
componentes que ho tiene parte literal, por ejemplo, en la expresién 5xy? + 7x3 — 6 hay un
término independiente que es el 6. Se dice término independiente por que su valor numérico no
depende o no se altera con el cambio de valores de la parte literal.

Clasificacion de expresiones algebraicas seglin su nimero de términos

Una expresion algebraica puede tener diferente nimero de términos. Considerando el
nimero de términos una expresion algebraica puede recibir diferentes nombres. La
siguiente tabla resume la correspondiente clasificacion, indicando casos particulares y
ejemplos.

Clasificacion Definicion
Monomio Expresion algebraica de un solo término 32x3
Polinomio Expresion algebraica de varios términos 5
P & —x* +2x3—x*+5x+8

(caso general) 4
Binomio Expresion algebraica de dos términos x% - 16
Trinomio Expresidn algebraica de 3 términos x*+5x+8

Cuadro 1

Fuente: Propia.
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Suma y resta de expresiones algebraicas

Nos disponemos en esta parte a iniciar el abordaje de las operaciones entre expresiones
algebraicas, sin embargo antes de ello se requiere estudiar un importante concepto con ello
relacionado, el de reduccion de términos semejantes.

Términos semejantes

Un elemento importante en la comprensién de las operaciones entre expresiones algebraicas,
tiene que ver con la idea de términos semejantes. Decimos que dos o0 mas términos algebraicos
son términos semejantes si coinciden en su parte literal y sus respectivos exponentes, puede darse
diferencia en sus coeficientes, veamos algunos ejemplos relacionados con esta idea:

2
L= . . . .
5x2y3 x%y3 son términos semejantes (coinciden en variables y exponentes
3

2x3y?; 4x?y3 no son términos semejantes (los respectivos exponentes difieren)
3x3; 4x3y3 no son términos semejantes ; por qué?

La importancia del concepto de términos semejantes radica en la utilidad que tiene en
ocasiones en que queremos simplificar los resultados de operaciones entre expresiones
algebraicas. Una idea en relacion con ello, que nos puede ayudar a una mejor
comprension, es considerar los términos x, x? y x3 como representaciones de las
dimensiones espaciales, a continuacion se explica este hecho y se da una representacién
grafica.

a) Un término x asociado con una medida de longitud:

«— x —>

Imagen 3
Fuente: Propia.
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Como ejemplo tenemos: x = 1 metro de cable eléctrico en cuyo caso se tendria que 5x

equivale a 5 metros de cable.

b) Un término x? asociado con medida de superficie:

«— x —»

Imagen 4
Fuente: Propia.

Como ejemplo x? = 1 metro cuadrado de lona o tela, 3x? seria entonces 3 metros

cuadrado de tal material.

c) Un término x3 asociado con una medida de volumen:

4

l I

<—x—>‘

Imagen 5
Fuente: Propia.

Fundacién Universitaria del Area Andina



En este caso el ejemplo de uso podria ser que x3 = 1 metro clbico de agua.

Claramente el sentido comun nos permite ver que podemos sumar o restar cantidades de
la misma naturaleza espacial para obtener como resuldtado una séla cantidad, ejemplos
de estas ideas se refuerzan a continuacion.

a) Si decimos que compramos 50 metros de cable y luego 30 metros mads, es claro que en
total compramos 80 metros de cable (50 metros mas 30 metros o 50x + 30x = 80x).

b) La compra de 40 metros cuadrados de baldosas inicialmente y la compra de 25 metros
cuadrados despues, da como resultado una séla cantidad de 65 metros cuadradoos de
baldosas (25x2 + 40x? = 65x2).

c¢) Si compramos 50 metros de cable y 40 metros cuadrados de baldosas, no es posible
expresar esta suma en una séla cantidad.

Lo anterior nos ayuda a comprender la idea de términos semejantes que presentamos a
continuacion.

Reduccion de términos semejantes

La necesidad de reduccién de dos o mas términos semejantes se presenta en resultados
parciales de operaciones entre expresiones algebraicas, esta reduccidn, tal como lo
ilustramos en los ejemplos anteriores, corresponde a la suma o resta de sus coeficientes
asociada a la misma parte literal con sus respectivos exponentes, a manera de ejemplos
tenemos:

4x?% + 3x? = 7x?

—3x2y3 + 5x%y3 = 2x?

Suma y resta de polinomios

La suma de dos polinomios P y Q corresponde al polinomio P + @, el cual resulta de la
reduccion de terminos semejantes de los dos polinomiios, mientras que la resta P — Q
corresponde al polinomio que resulta de sumarle a P el opuesto de Q, es decir, P — Q =
P + (—Q@), a continuacion se ilustra un ejemplo de suma y resta de polinomios.
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Ejemplo 1: Dados los polinomios P = 4x3 + 5x2 —3x+1 y Q = —2x* + 8x3 — 6x2 +
3. Hallarlasuma P + Q ylaresta P — Q.

Solucién:

La suma de los polinomiios es:

P+Q = (4x3+5x? —3x+ 1) + (—2x* + 8x3> — 6x% + 3)

P+Q =4x3+5x2—3x+1—-2x*+8x3—-6x2+3

P+Q=—-2x*+(4x®+8x3) + (5x?—6x?) —3x+ (1+3)

P+Q=—-2x*+12x3—x*-3x+4

En el proceso de solucién, la primera linea es apenas el plantemiento de la operacién, en
la segunda se suprime los parentesis, en la tercera agrupamos términos semejantes y en la
ultimalinea se reduce los términos semejantes.

El procedimiento correspondiente a la resta se realiza de forma similar y es el siguiente:
P—Q=(4x*+5x*-3x+1) — (—2x* + 8x> — 6x% + 3)
P—Q=4x3+5x*—-3x+1+2x*—8x3+6x?—-3

P—Q =2x*+ (4x® — 8x3) + (5x* + 6x2) —3x + (1 — 3)

=2x% —4x3 + 11x% — 3x — 2.
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Multiplicacion de expresiones algebraicas

La multiplicacién de dos expresiones algebraicas se basa en el producto de dos monomios, como
acercamiento a ello consideremos las siguientes situaciones.

Si se pide calcular el area del piso de una habitacidn cuyas medidas son 4 metros de largoy 3
metros de ancho, esto lo podemos calcular asi:

Area = A = (4 metros)(3 metros) = (4m)(3m) = 12 m? = 12 mts cuadrados.

Si se pide calcular el volumen de agua que puede contener una piscina de 2 metros de
profindidad y con un fondo horizontal de 120 metros cuadrados, podriamos dar hallar la
respuesta mediante:

Volumen = V = (area de superficie)(profundidad) = (120m?)(2m) = 240m3

Volumen = 240 metros cubicos.

Los dos casos anteriores, vistos como expresiones algebraicas, nos permiten comprender
el proncipio basico de la multiplicacién de polinomios, descrito a continuacion.

Multiplicacion de monomios

La multiplicacién de dos monomios da como producto otro monomio cuyo coeficiente es el
producro de los dos coeficientes de los dos monomios originales y las partes literales
corresponden a las variables originales elevadas a la suma de los respectivos exponentes, veamos
los siguientes ejemplos.
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Ejemplo:

a) (3x?%) = (5x*)=15x°
o) (52°2) « (=52°°) = —55x7°

c) (gxyz) * (7x) = 13—4x2y2

Multiplicaciéon de un monomio por un polinomio

En la cartilla de la semana 3 vimos que uno de los axiomas de los nimeros reales corresponde a la
propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicién, con base en ello encontramos que
el producto de un monomio por un polinomio, es otro polinomio obtenido al multiplicar el
monomio por cada uno de los terminos del polinomio.

Ejemplo

(3x2)(2x% + 5xy — 3y?) = (3x2)(2x%) + (3x?)(5xy) — (3x%)(3y?)
(3x2)(2x?% + 5xy — 3y?) = 6x* + 15x3y — 9x?%y?

Multiplicacion de dos polinomios

extendiendo las odeas anteriores, encontramos que el producto de dos polinomios es otro
polinomio que resulta al multiplicar cada término del promer factor por todos los terminos del
segundo y realizando las posibles reducciones de términos independiente.

Ejemplo: Hallar el producto de los polinomios

P=(Bx?*+ 5x—2) y Q =(2x?%+5xy —3y?).
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La solucién detallada de esta operacion se presenta a continuacion:

PQ = (3x%?+ 5x —2)(2x% + 5xy — 3y?)

PQ = (3x?)(2x? + 5xy — 3y%) + (5x)(2x?% + 5xy — 3y?) — 2(2x? + 5xy — 3y?)

PQ = 6x* + 15x3y — 9x?y? + 10x3 + 25x%y — 15xy? — 4x% — 10xy + 6y?

Ejemplo: Hallar el producto de los polinomios

P = (3x*— 5x3 + 2x) y Q = (2x3 + 4x? + 3).

Solucion:

PQ = (3x* — 5x3 4+ 2x)(2x3 + 4x2 + 3)

PQ = (BxM)(2x3 + 4x% +3) — (5x3)(2x3 + 4x% + 3) + (2x)(2x3 + 4x? + 3)

PQ = 6x7 + 12x% + 9x* — 10x® — 20x> — 15x3 + 4x* + 8x3 + 6x

PQ = 6x7 + (12x° — 10x°) — 20x° + (9x* + 4x*) + (—15x3 + 8x3) + 6x

PQ = 6x7 + 2x® — 20x> + 13x* — 7x3 + 6x
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Algunos productos notables
Algunas multiplicaciones de expresiones algebraicas tienen formas especiales de tal manera que

se puede hallar su producto de forma inmediata, algunos de estos son:

Cuadrado de un binomio

Un binomio es cualquier expresion algebraica de dos términos, aqui los escribimos
simplemente como (a + b) o (a — b)

Resultado de (a + b)?

Aplicando la definicién de potenciacidn encontramos que:

(a+Db)*> = (a+b)(a+b)

Al realizar multiplicacién de polinomios se tiene:

(a+b)> =(a+b)(a+b)=a*+ab+ ba+ b?

De lo anterior también podemos decir que el cuadrado de la suma de dos términos es
igual al cuadrado del primer término mas el doble del producto del primero por el
segundo, mas el cuadrado del segundo.

Resultado de (a — b)?

Procediendo de forma similar se llega a

(a —b)? = a® — 2ab + b?.
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Es decir, el cuadrado de la diferencia de dos términos es igual al cuadrado del primer
término menos el doble del producto del primero por el segundo, mas el cuadrado del
segundo.

A los resultados anteriores se les conoce como trinomios cuadrados perfectos.

Producto de la suma o diferencia de dos cantidades

Cuando nos referimos al producto de la suma de dos cantidades por la diferencia de ellas
mismas hablamos en general de productos que se pueden escribir como:

(a+ b)(a—Db)

Al realizar la operacién de multiplicacién de polinomios se tiene

(a+b)(a—b) = a*?—ab + ba—b? =a?—ab + ab — b?

Entonces:

(a +b)(a—b) = a? — b?

Lo anterior indica que para realizar el producto de la suma de dos cantidades (a + b) por
su diferencia (a — b) basta con realizar la diferencia del cuadrado de la primera y el
cuadrado de la segunda.

Producto de la forma (x + m)(x + n)

Al desarrollar el producto encontramos que

(x+m)(x+n)= x2+ mx+nx+mn
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La propiedad distributiva dada en el axioma xx nos permite ver que mx + nx = x(m + n),
entonces:

x+m)(x+n)= x2+ (m+n)x + mn

Lo que quiere decir que el primer término se halla multiplicando los primeros términos de
los factores, el segundo es la suma algebraica de los segundos términos multiplicada por la
variable, en este caso x, y el tercer término es el producto de los segundos términos de los
factores.

Ejemplo xx:

a)(x+3)(x+5 =x*+ (3+5)x+15=x%2+ 8x + 15

a)(x+3)(x—5 =x*+ 3-5)x—15=x%2—-2x—15

Divisidon de expresiones algebraicas

Es claro que la division se entiende como la operacién inversa de la multiplicacion en
razon a que corresponde al producto de una cantidad por el reciproco o inversa de otra.
Para el caso de la division de expresiones algebraicas, esta se basa en la division de
monomios, en la que a su vez se aplica principios relacionadas con los exponentes. La
division de monomios se estudia a continuacidn.

Division de monomios

La division de dos monomios es otro monomio, el coeficiente del resultado se halla
dividiendo el coeficiente del dividendo por el coeficiente del divisor, mientras que la parte
literal corresponde al producto de cada variable con un exponente tal que es la diferencia
de exponentes de dicha letra en dividendo y divisor.
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Ejemplo:

a) 14x° + 2x? = (14 + 2)x>72 = 7x3

5
v _ 4o
5x3 5
7
) —7x* +2x = —=x3
2
x4y5 1 -
D3y =307

Division de un polinomio por un monomio

Las ideas previas sobre las diferentes operaciones realizadas nos permiten comprender
gue la divisién de un polinomio por un monomio resulta de dividir cada término del
polinomio dividendo por el monomio. Como ejemplo tenemos.

Ejemplo

5x2y3 + 3x3y?% —4x%y? 5x%y3 3x3y?  4x%y? 5§ 3
y y y? _5x%y? | 3xy? y:_xy+§x2_2x

2xy? 2xy? 2xy? 2xy? 2
Division de polinomios en una variable

La division de un polinomio por otro no siempre se obtiene otro polinomio, esta operacién
obedece el siguiente principio conocido como algoritmo de la division.
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Algoritmo de la division aplicado a polinomios

Dados dos polinomios A(x) y B(x) con B(x) # 0, existen unicos polinomios Q(x) y R(x) tales
que:

A(x) = B()Q(x) + R(x)

El polinomio A(x) es el dividendo, B(x) es el divisor, Q(x) es el cociente y R(x), el residuo. Los
correspondientes resultados se obtienen mediante la siguiente secuencia de procedimientos:

X Ordenar, en forma descendente, los polinomios A y B en caso que no estén ordenados.

X Dividir el primer término del dividendo por el primer término del divisor, resultando
con ello el primer término del cociente.

X Multiplicar el resultado obtenido anteriormente por los términos del divisor y el
resultado se resta del dividendo, obteniendo asi un residuo parcial.

X Si el residuo obtenido en paso anterior es cero o de grado menor que el divisor,
finaliza la operacidn, de lo contrario se repiten los pasos anteriores tomando como
dividendo el ultimo residuo parcial.

La secuencia de procedimientos descrita se comprende mejor a la luz de los siguientes ejemplos:

Ejemplo: Hallar cociente y residuo de las siguientes divisiones:

a) Dividir el polinomio A(x) = x3 + 2x? —4x + 2 por B(x) = x — 1.

b) Dividir el polinomio A(x) = x3 —5x%2 + 2 porB(x) = x + 1.
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Solucion:

La aplicacidn del algoritmo se ilustra a continuacién, en cada caso se indica el cociente y el residuo.
Se hace notar que el divisor en la situacidn b) es un polinomio completo puesto que contiene
todos los términos, desde el mayor exponente, que en este caso es 3, hasta el término
independiente; en el caso b) el polinomio no estd completo, ya que no contiene el término en x a
la uno, razoén por la cual se escribe este término pero con coeficiente cero.

Solucidn a
x3+2x?—4x+2|[x-1
—x3+ x? x2+ 33X — ] G Cociente
3x?
—3x?% + 3x
X
+x—-1
] G Residuo
Solucion b
x3—5x24+0x+ 2| x+1
— x3_ x2 x2 6X + 6 G Cociente
— 6x?
+ 6x% + 6x
6x
—6x —6
—/ — Residuo
Racionalizacion

Una idea asociada con la irracionalidad de una expresién es la existencia de raices que no
reducibles, ademds de ello, por ejemplo, es costumbre expresar resultados de operaciones de tal
manera que no existan expresiones radicales en los denominadores de una fraccion, este proceso
corresponde a la racionalizacién de denominadores y lo ilustramos con los siguientes ejemplos:
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Ejemplos: Racionalizar el denominador de las siguientes expresiones:

2 ) 5 3 4+ Vx V5 + Vx
a) )—2+\/§ C)—B—\/E ——F—

Solucidn a)
Dado que al multiplicar el numerador y el denominador de una fraccién por una misma cantidad,
diferente de cero, no se altera su valor, podemos elegir a nuestra conveniencia la cantidad por la

cual multiplicar, en este caso al multiplicar por Vx tenemos:

2 2\ (V) 2/x 2Vx
- (HR)-E-

En la expresidn resultante no hay cantidades irracionales en el denominador.

Solucién b)

Para proceder a la racionalizacién del denominador de la expresién dada es util sefialar que el
conjugado de una expresion a + b es la expresion a — b, igualmente, el conjugadode a — b es
a + b. Conviene también recordar que el producto de la suma por la diferencia de dos cantidades
da como resultado la diferencia de sus cuadrados, con lo cual si el denominador de una fracciéon es
un binomio que contiene raices cuadradas, la multiplicaciéon del binomio por su conjugado da
lugar a expresiones racionales. En este caso tenemos:

5 _< 5 ><2—\/§>_10—2\/§_10—2\/E
2+Vx 2+ v/ \2-vx) 22— (Vx)2  4-x
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Soluciodn c)
En este caso se procede de forma similar al caso b, pero teniendo en cuenta que en el numerador
se tiene aplica el producto notable de cuadrado de un binomio, con lo que tenemos:

34V B+VD)B+VvR) B+ VR) 32+ 6vx + (V)P
3—vx (3-vx) B+Vvx) (B3- VX)B+Vx)  9-(x)?
9+ 6Vx + x
B 9 —x

Soluciéon d)

V5 +Vx (V5 4+ vx) (V5 + Vx) 5+ 2V5 +x
V5— vx (V5 - vx) (5 + vx)  5-x

Factorizacion de expresiones algebraicas

Se entiende por factorizacion el proceso que lleva a escribir una expresion como el producto de
dos o mas factores, en aritmética tenemos, por ejemplo, que una forma factorizada de escribir el
nimero 36 es 36 = (3)(6)(2), otra factorizacidn es 36 = (6)(6).

En el ambito algebraico se busaca escribir una expresion como el producto de dos o mas
expresiones irreducibles, es decir en factores que no pueden descomponerse en otros mas
simples, a esto se le llama la factorizacién completa o simplemente la factorizacién.

Es importante resaltar que el objetivo de la multiplicacion es hallar el producto a partir de los
factores, mientras que la factorizacion busca hallar los factores correspondientes a una expresion
dada. A manera de ejemplo tenemos que x2 + 3x — 10 = (x + 5)(x — 2), decimos entonces que
(x + 5)(x — 2) es la factorizacion de x2 + 3x — 10. A continuacién describimos algunos casos en
gue se puede factorizar un expresion algebraica dada y en general el proceso de factorizacion.
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Procedimientos de factorizacion

En el ejemplo de la seccion anterior planteamos un polinomio y su expresion en forma de
producto indicado de dos factores, sin embargo no hemos hecho mencién del
procedimiento para hallar tales factores. Este apartado lo dedicamos a tratar los
procedimientos que nos llevan a encontrar la forma factorizada de una expresion
algebraica, veremos que no todos los procedimientos son aplicables a todas las
expresiones, por lo que se hace necesario analizar detalladamente cada situacién
particular para poder decidir que procedimiento aplicar.

Factorizacion de un polinomio cuyos términos tiene un factor comun

Dado que para tres numeros reales cualesquiera a,b y c, la propiedad distributiva
expresa que a(b + c¢) = ab + ac, se tiene entonces que a(b + ¢) es una factorizacion
de ab + ac, notamos que en la expresion ab + ac el numero a es un factor tanto del
término ab como de ac, es decir, a es un factor comun de los términos del polinomio;
vemos entonces que la factorizacion de un polinomio cuando todos sus términos tienen
un factor comun corresponde al producto del factor comun identificado, por el polinomio
que resulta al dividir cada término del polinomio original por el factor comun. Los
siguientes ejemplos ilustran la aplicacion de esta idea.

Ejemplo: Hallar la factorizacién completa de las siguientes expresiones:

a) 6ax — 12xy b) x? + 3xy
) x2y*z% — x3y2723 + x%y3z d)18x2%y* — 24x3y% + 30x2y3
Solucion a)

La expresion 6ax — 12xy se puede escribir como 6ax — (6)(2)xy, lo que deja ver que el
factor comun es 6x, al dividir los términos del polinomio por el factor comun 6x se
obtiene (a — 2y), por tanto la factorizacién esta dada por:

6ax — 12xy = 6x(a — 2y)
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Solucion b)

Argumentos similares a los del ejemplo a) nos muestran que en x? + 3xy el factor
comun es x, al realizar las correspondientes divisiones tenemos:

x% + 3xy = x(x + 3y)

Solucion c)

Enx2y*z? — x3y2z3 + x2y3z el factor comun es el producto de los literales comunes
con su menor exponente, en este caso el factor comun es: x2y?2z, al dividir el polinomio
por el factor comun se obtiene y?z — xz2 + y, entonces, la factorizacién correspondiente

es:
x2y*z? — x3y273 + x?y3z = x%y?z(y?z —xz% + y)
Solucion d)

18x2%y* — 24x3y2 + 30x2%y3 = 6.3.x%2.y2.y%2 — 6.4.x%.x. y? + 6.5.x%y?y el factor
comun es 6x2y? vy al realizar la divisién del polinomio por el factor comun se obtiene
como resultado (3y% — 4x + 5y), con lo anterior encontramos que la factorizacién
completa es:

18x2y* — 24x3y? + 30x2y3 = 6x%y?(3y% — 4x + 5y).
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Factorizacion de polinomios por agrupacion de términos

En algunos casos no todos los términos de un polinomio a factorizar tienen un factor
comun, pero es posible que si se realiza un agrupamiento, obtenemos grupos mas
pequefios cuyos términos tienen un factor comun. El siguiente ejemplo ilustra esta
situacién:

Ejemplo: factorizar los siguientes polinomios:

a)7xy — 7y + 5ab — 5a b)3am —3an+3a—-m+n-1

Solucion a

Es claro que los términos del polinomio no tienen un factor comun, pero si consideramos
los dos primeros términos por separados y los dos ultimos, cada pareja tiene un factor
comun, por lo tanto podemos escribir:

7xy — 7y + 5ax — 5a = (7xy — 7y) + (5ax — 5a)

7xy —7y + 5ax — 5a = 7y(x — 1) + 5a(x — 1)

En la segunda linea del procedimiento anterior vemos que el factor (x — 1) es comun a
los dos términos resultantes, por tanto se aplica el procedimiento de factor comun con lo
gue finalmente se tiene:

7xy — 7y + 5ax — 5a = (x — 1)(7y + 5a)
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Solucidn b)
3am—3an+3a-m+n—1=@Bam—-3an+3a)—(m— n+1)
=3am—n+1)-(m—-—n+1) =(m—-n+1)3Ba-1)

Se hace notar aqui que, al agrupar los tres ultimos términos en un paréntesis precedido de
un signo negativo, se debe cambiar el signo de cada término.

Factorizacion de trinomio cuadrado perfecto

En el apartado de productos notables desarrollamos el cuadrado de un binomio
obteniendo como resultado una expresion que se conoce como trinomio cuadrado
perfecto, lo cual significa que la factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto
corresponde al cuadrado de un binomio.

Es importante tener en cuenta que antes de factorizar un trinomio como el cuadrado de
un binomio, debemos asegurarnos que sea cuadrado perfecto, para ello debemos tener
en cuenta sus caracteristicas, estas las describimos a continuacién.

Caracteristicas de un trinomio cuadrado perfecto: un trinomio, ordenado respecto a una
variable, es cuadrado perfecto si presenta las siguientes caracteristicas:

* El primery tercer término son positivos y se pueden expresar como un cuadrado.
* El segundo término corresponde al doble del producto de las raices cuadradas de los
términos primero y tercero.

La factorizacion del trinomio cuadrado perfecto es el cuadrado de un binomio, este
binomio asociado con la factorizacion es la suma de las raices cuadradas de los términos
cuadraticos (primero y tercero), si el segundo término es positivo y. En caso que el
segundo término del trinomio sea negativo, el binomio es la diferencia de las raices
cuadradas de los cuadraticos.
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Ejemplo:

Analizar si los siguientes trinomios son cuadrados perfecto y en caso que lo sean
factorizarlos como tal:

a) 4x% + 20x + 25

b x2+2x+ 9
) 9 y 2

¢) 4y? + 24y + 25

d) 4m? + 20m — 25

Solucién a)

El polinomio 4x2 + 20x + 25 esta ordenado, los términos primero y tercero son positivos
y pueden expresarse como cuadrados de otras expresiones, por tanto el polinomio se
puede expresar como:

4x% + 20x + 25 = (2x)? + 20x + (5)?

Podemos ver que el doble del producto de las raices cuadradas de los términos extremos
tres es:

2(2x)(5) = 20x

El cual coincide con el segundo término del trinomio, por tanto la expresidén es un
trinomio cuadrado perfecto y su factorizacidn esta dada por:

4x? + 20x + 25 = (2x + 5)?
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Solucion b)

El polinomio puede expresarse como:

El resultado es igual segundo término del trinomio, por tanto el trinomio se puede
factorizar como trinomio cuadrado perfecto y la factorizacién correspondiente es:

Solucion c)

En este caso, donde el polinomio es 4y? + 24y + 25, vemos que los términos extremos
son positivos y se pueden expresar como cuadrados, pero el doble del producto de sus
raices no coincide con el valor del segundo término, por tanto el trinomio no es cuadrado
perfecto y no se puede aplicar la respectiva regla de factorizacion.

Solucion d)

Puesto que el tercer término es negativo, el trinomio 4m? + 20m — 25 no se puede
factorizar como un trinomio cuadrado perfecto.
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Factorizacion de una diferencia de cuadrados

En el apartado de productos notables verificamos que siempre que se multiplica la suma
de dos cantidades por la diferencia de las mismas, se obtiene como resultado la diferencia
de los cuadrados, lo cual significa que la factorizacion de una diferencia de cuadrados
corresponde al producto de la suma de las cantidades por su diferencia.

Ejemplo

Observemos en cada caso que las expresiones dadas corresponden a diferencia de
cuadrados, se muestra también su factorizacion.

a) 4x? — 25 = (2x +5)(2x — 5)

be 9_(x+3)(x 3)
)5~ 3=375)375

¢) 144y? — 225 = (12 y + 15)(12y — 15)

d) 4m? + 625 = (2m + 25)(2m — 25)

Factorizacion de trinomios de la forma x? + bx + ¢

En el punto de productos notables, donde multiplicamos binomios de la forma (x +
m)(x + n), notamos que resulta un trinomio en el cual el primer término es el producto
de los primeros términos de los binomios, el tercero, es el producto de los segundos
términos y el segundo término corresponde a un término en x cuyo coeficiente es la suma
algebraica de los dos términos independientes; si deseamos realizar el proceso contrario,
es decir, la factorizacién de un trinomio de la forma x? + bx + ¢, el resultado es el
producto de dos binomios en los cuales el primer término de cada uno es x, es decir la raiz
cuadrada de x? y los segundos términos corresponden a dos nimeros tales que la suma
de ellos sea el coeficiente del segundo término del trinomio y su producto sea igual al
termino independiente.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




Ejemplo

A manera de ejemplo presentamos los siguientes casos, en los cuales se hace necesaria
una adecuada descomposicion del término independiente del trinomio para hallar los dos
factores que satisfagan las condiciones antes sefialadas.

a) x? + 5x — 15

Iniciamos expresando que la factorizacion tiene la forma

x24+5x—15=(x+?2)(x+7?)

Lo que significa que debemos hallar dos nimeros hasta ahora desconocidos, los nUmeros
deben ser tales que la suma algebraica sea 5 y su producto sea —15, estos nimeros son 8
y -3, entonces tenemos:

x24+5x—15=(x + 8)(x —3)

También podriamos escribir directamente los signos en medio de cada paréntesis, en el
primer paréntesis va el signo del segundo término, positivo en este caso, mientras que en
el segundo paréntesis va el producto de signos de segundo y tercer término, con lo que
inicialmente tendriamos:

x24+5x—15=(x+?)(x—7?)

En este caso, como ya vemos que los signos son contrarios, debemos hallar dos nimeros
cuya diferencia sea 5 y su producto sea 15, llegando a la misma respuesta anterior.

b) x? + 21x + 108 = (x + 12)(x + 9)
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En este caso vemos que 12 y 9 son dos numeros cuya suma es 21 y producto 108

c)y?+ 16y — 225 =(y+25)(y — 9)

La consecucién de los dos numeros que complementan los binomios puede parecer dificil,
pero sistematicamente se pueden hallar al descomponer el término independiente en sus
factores primos, y a partir de ellos formar los nUmeros requeridos mediante agrupamiento
de factores.

Vale la pena sefialar que en los trinomios de la forma x? + bx + c el coeficiente de x? es
1, pero existe un caso diferente, derivado de este, en el cual el coeficiente es diferente de
1, este se tratara como parte de la tematica del foro de las semanas 5y 6.
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Introduccion

Buena parte de las necesidades de desarrollo de procesos matematicas se relacionan con
la necesidad de hallar cantidades desconocidas en un ambito especifico. Frente a lo cual
puede surgir un conjunto de ecuaciones que involucran una o mas variables. Las
ecuaciones pueden ser lineales, cuadraticas, polinomiales de orden superior, racionales,
irracionales, entre otras. A las ecuaciones lineales con una incégnita se les conoce también
como ecuaciones de primer grado y a las cuadraticas se les conoce también como
ecuaciones de segundo grado, ambas con una incégnita.

Esta cartilla se dedica especificamente a un breve estudio de las ecuaciones lineales y
cuadraticas con una incégnita, a los fundamentos y procedimientos de solucién y al
analisis de algunas situaciones susceptibles de ser resueltas mediante la solucion de estos
tipos de ecuaciones.
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Recomendaciones metodoldgicas

Las recomendaciones basicas, al igual que en semanas anteriores, se refieren a la cuidadosa
lectura de los contenidos de esta cartilla, al mismo tiempo o al final de la misma se deben revisar
los recursos adicionales ofrecidos en el mdédulo para esta semana.

Las lecturas complementarias dan al estudiante la oportunidad de revisar la solucion de ejercicios
resueltos que refuerzan las exposiciones hechas en la cartilla, aprovechar este recurso es una
buena estrategia de cercamiento al alcance de los objetivos propuestos También se recomienda la
visualizacidn de los ejercicios y contenidos ilustrados en los videos cuyos enlaces son ofrecidos a
través de la seccion de video capsulas, estos videos proporcionan explicaciones vivas del temay
solucién de problemas.

Frente a la necesidad y pertinencia, dentro de todo proceso de aprendizaje, de enfrentarse a
desafios a través de los cuales pueda verificar para si mismo la apropiacién de los contenidos, se
presenta la seccidn ejercicios de repaso, en la cual se encuentra ejercicios propuestos sobre la
tematica de esta cartilla. Se recomienda al estudiante tener presente el material del video
resumen de esta semana.
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Desarrollo tematico

Ecuaciones lineales y cuadraticas

Propiedades de la igualdad. Fundamento de la solucidn de ecuaciones

En diferentes dreas de aplicacién del conocimiento matematico es frecuente encontrar problemas
en los cuales, a partir de un subconjunto de variables asociadas a una situacién particular,
debemos calcular valores de cantidades desconocidas, esto, por ejemplo, origina la necesidad de
solucién de ecuaciones, entendidas estas como igualdades que involucran cantidades
desconocidas o incégnitas. Dependiendo de la naturaleza del problema, el analisis del mismo
puede dar lugar a una ecuacién con una incognita o un conjunto o sistema de ecuaciones con
varias incégnitas, de igual manera, las ecuaciones resultantes pueden ser de grado uno o de grado
superior.

Antes de abordar la solucién de ecuaciones, es pertinente estudiar las propiedades que soportan
los procedimientos empleados en la solucion de las mismas, para ello se debe indicar que cada
una de las expresiones separadas por el signo de la igualdad recibe el nombre de miembros de la
igualdad, teniendo en cuenta esta idea se presenta a continuacién las propiedades fundamentales
de la relacién de igualdad.

a) Al sumar o restar una misma cantidad a cada uno de los miembros de una igualdad,
ésta se conserva, es decir:

Si a = b,entonces para todo c, atc=b+tc

b) Al multiplicar cada uno de los miembros de una igualdad por una misma cantidad, la
igualdad se conserva, es decir:

Sia = b,entonces para todo c, a.c =b.c

c) Al dividir cada uno de los miembros de una igualdad por una misma cantidad diferente
de cero, la igualdad se conserva, es decir,

als

Sia = b,entonces para todoc # 0, =
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Concepto de ecuacion

Con el fin de tener plena claridad sobre el tema a desarrollar, es conveniente considerar
que las igualdades se pueden clasificar en identidades y ecuaciones. Una identidad es una
expresidn de igualdad que involucra variables y que se cumple o satisface para todos los
valores permitidos de las variables, mientras que una ecuacién expresa una igualdad que
involucra variables, pero que se satisface sélo para un conjunto restringido de valores de
dichas variables. A continuacidn presentamos ejemplos que ilustran mas cerca las ideas
expuestas sobre identidad y ecuacion.

Ejemplo 6.1

La expresién 4a + 3a = 2a + 5a, es una identidad porque se cumple cualquiera que sea
el valor de la variable a. El estudiante puede verificar esta afirmacién asignando diferentes
valores a la variable a, al sustituir en la igualdad obtendra resultados iguales.

Ejemplo 6.2

La expresion 4a + 3 = 21 es una ecuacién puesto que la igualdad se satisface sélo para
9 . . .z . ops

un valor, en este casoa = e En la siguiente seccidn estudiaremos la forma de verificar

este tipo de afirmaciones.

Solucion de una ecuacion

La solucién de una ecuacion corresponde al conjunto de valores que satisfacen la
ecuacidn, en este punto anotamos que cuando se nos pide resolver una ecuacién se nos
estd requiriendo que hallemos el conjunto de soluciones. En los ejemplos de la seccion
anterior se presenta la solucion de las ecuaciones, pero no se hace referencia alguna a la
forma de hallar la solucién presentada en cada caso, en el siguiente apartado nos
dedicaremos a hallar soluciones de ecuaciones de primer grado con una incégnita.
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Ecuaciones de primer grado con una incégnita. Solucion

Una ecuacion de primer grado con una incégnita es toda ecuacién que se puede reducir a
la forma ax + b = 0, ejemplos de este tipo de ecuaciones son:

3 2
a)4x+5=9 b)7x —2=9x+8 )=x+=-==x+ -

Las soluciones de estas ecuaciones son:

a)x:]- b)x=—5 c)x:—7

Frecuentemente nos encontramos ante la necesidad de verificar si un valor dado es realmente la
solucién de una ecuacion, esto se logra aplicando los siguientes pasos: a) sustituir dicho valor en
la ecuacion, b) realizar las operaciones indicadas y simplificar y c) observar si se cumple la
igualdad. A manera de ejemplo, con el fin de reforzar esta idea, verificamos a continuacién que la
solucién dada para el ejemplo c) es efectivamente la presentada.

La ecuacion es:

. . 45 I e s -
Se afirma que su solucién es: x = — ~ el procedimiento de verificacion es el siguiente:
- 45 o . . . S
Al sustituir x = ——en el lado izquierdo de la ecuacidn, realizar operaciones y simplificar,
se tiene:

4

3 5 (3)( 45)_'_5_—135 5_—135+70_—65
— N > =

7 28 27 28 28
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Haciendo lo mismo en el lado derecho tenemos:

Al cumplirse la igualdad, se verifica que el valor dado como solucidn es correcto. Si lo que
nos interesa es hallar la solucidon de una ecuacion, de la cual no sabemos la solucidn,
debemos aplicar las propiedades de la igualdad de forma que nos conduzca a encontrarla,
ilustramos los procedimientos de solucién a través de los siguientes ejemplos.

Ejemplo 6.3

Aplicar las propiedades de la igualdad para hallar la solucién de la siguiente ecuacién:

12x —5=9x — 2

Solucion:

La ecuacidén a resolver es12x — 5 = 9x — 2, lo ideal es que tuviéramos todos los términos
que contienen x en un solo lado (por ejemplo a la izquierda) y los términos
independientes en el otro, para ello hacemos lo siguiente.

12x —9x —5=9x -2 —-9x Se resta 9x a cada miembro (propiedad a)
3x—-5=-2 Se simplifica resultados
3x—5+5=-2+5 Se suma 5 a cada miembro
3x =3 Se simplifica resultados
%x = % Se divide cada miembro por 3 (propiedad c)
x=1 se simplifica resultados
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No hay ningun inconveniente si en un mismo paso restamos 9x y sumamos 5, solo se debe tener
el cuidado suficiente para hacer correctamente las operaciones, ademas de lo anterior, es usual
qgue en la solucién de una ecuacion apliquemos un principio denominado trasposicion de términos,
que no es mas que la aplicacién inmediata de las propiedades antes sefialadas y la respectiva
simplificacion. ¢Puede el estudiante explicar este principio y relacionarlo con las propiedades
empleadas en la solucién del ejemplo anterior? Es altamente recomendable que al aplicar la
trasposicion de términos no se pierda de vista su correcta asociacidn con las respectivas
propiedades.

Ejemplo 6.4

Hallar la solucién de la ecuacién: 5x - (7-2x) = 4(-x + 5)-2(3x-1) + x

Solucion:

5¢-(7-2x)=4(-x+5-2C@x-1)+ x

5x- 7+ 2x = —4x + 20-6x+2 + x Se suprime los paréntesis

5x + 2x+4x+6x—x=204+24+7 Transposicion de términos o propiedad a

16x = 29 Se simplifica resultados
29

X = e dividir ambos términos por 16 (propiedad c)
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Ecuacidn cuadratica o ecuacion de segundo grado con una incognita

Una ecuacion cuadratica, o ecuacion de segundo grado, con una incognita es toda ecuacidn que se
puede reducir a la forma ax? + bx + ¢ = 0,con a # 0, ejemplos de ecuaciones cuadraticas ya
reducidas son:

a)4x? +3x—-2=0
b)x? —2x—2=0
c)3x?2 —10=0

d)2x? +5x =0

Los ejemplos anteriores muestran que las ecuaciones cuadraticas pueden ser completas o
incompletas segun los coeficientes b o ¢ sean cero. Por ejemplo las ecuaciones de los ejemplos c
y d son incompletas, la ecuacidn del ejemplo c es de la forma ax? + ¢ = 0 (b=0), mientras que la
del ejemplo d es de la forma ax? + bx = 0.

Solucién de ecuaciones cuadraticas incompletas de la forma ax?> + ¢ =0

Si tenemos una ecuacién cuadratica incompleta de la forma ax? + ¢ = 0, podemos afrontar el
proceso de solucidon de la siguiente forma:

ax* =—c
c
x% =—=
a

c

x= * |——

a

. c . . .
Silos valores de a y ¢ son tales que el resultado de —-es positivo, la ecuacién dada tiene

solucién en el conjunto de niumeros reales, en caso contrario la solucion se encuentra
fuera de este conjunto.
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Ejemplo 6.5:

En cada uno de los siguientes casos hallar la solucion de la ecuacién cuadratica, si existe.

a)3x%2-12=0 b) 4x? + 12 =10
Solucién a)
En este ejemploa = 3 y ¢ = —12, entonces:

c -12
x= =% —Z=i —T=\/Z= +2 entoncesx =2yx = -2

Realmente no es necesario aprenderse la formula o expresion para hallar la solucién en
estos casos, podemos aplicar un mecanismo de despeje como se muestra a continuacioén.

3x?- 12 =0, entonces 3x2 = 12, entonces.

El estudiante puede verificar que al sustituir la variable x por 2 y por —2, se satisface la
ecuacion.

Solucién b)

En estecasoa =4 y ¢ = 12, entonces:

12
x= x f—£=J_r /——=i\/—4
a 3
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La ecuacidn no tiene solucion en el conjunto de los nUmeros reales porque no existe en
este conjunto un valor de x cuyo cuadrado sea igual a —4. Estos casos tienen solucién en
un conjunto mas amplio llamado conjunto de los nimeros complejos, pero su estudio esta
por fuera de los alcances de este curso.

Solucién de ecuaciones cuadraticas incompletas de la forma ax? + bx = 0

Este tipo de ecuaciones permite una rapida factorizacion que facilita la consecucion de la
solucidn, el proceso es el siguiente:

ax?> + bx =0

x(ax + b) = 0 x es factor comin

Notamos que la ecuacidn original se convierte en el producto de dos factores, este
producto es cero sdlo si uno cualquiera de ellos 0 ambos son iguales a cero, se tiene:

De donde resulta finalmente que toda ecuacién cuadratica de la forma ax? + bx = 0
tiene las dos soluciones

Ejemplo 6.6

Hallar la solucién de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a) 4x2 4+ 9x =0 b)2x? —7x =0
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Solucién a)

a) Una de las soluciones siemprees x = 0y, dadoque a =4y b = 9, se tiene que la otra

solucion es:
b 9
X=——= ——
4
Solucién b)
Para la ecuacién 2x2 —7x =0, a = 2y b = —7, por tanto la solucién es:

x=0yx

Il
|
N

Solucién de ecuaciones cuadraticas completas

Recordamos que una ecuacién cuadrética de la forma ax? + bx + ¢ = 0 es completa si
los valores de b y ¢ son diferentes de cero. Para hallar la solucién de una ecuacién
cuadratica completa en este curso usaremos, cuando sea posible, un método basado en
factorizacién y otro conocido como féormula general.

Solucién de ecuaciones cuadraticas completas por factorizacion

Muchas veces es posible descomponer el polinomio ax? + bx + ¢ en el producto de dos
factores, a partir de lo cual se puede hallar la solucidn, un ejemplo de ello es el siguiente:

Ejemplo 6.7

Resolver por factorizacidn, si es posible, la ecuaciéon cuadratica x? —2x —8 =0
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Solucion

El trinomio x? — 2x — 8 = 0 se puede descomponer en dos factores, con lo cual
tenemos:

x2 4+2x—8=0

x+4)(x—-2)=0

De lo anterior se puede afirmar que:

(x+4)=0 0 (x—2)=0,

Con lo que finalmente tenemos que los valores que satisfacen la ecuacion son:

x=—4 yx =2

Férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas

No siempre es posible factorizar el trinomio ax? + bx + ¢, asociado con la ecuacién
cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, en tales casos la solucidn de la ecuacién estaria dada por
una férmula conocida como férmula general para resolver ecuaciones cuadraticas, a
continuacién se presenta la deduccion de esta formula apoyados en algunas de las
propiedades de la igualdad y posteriormente veremos su uso en la solucién de ecuaciones.
El procedimiento es el siguiente.

ax? +bx+ c=0 Ecuacion a resolver

4a(ax?® + bx + ¢) = (4a)(0) Multiplicando por 4a

4a%x? + 4abx + 4ac =0 Realizando operacion anterior

4a%x? + 4abx + 4ac + b? = b? Se suma b? a ambos lados

4a%x? + 4abx + b? = b? — 4ac Se traslada 4ac al lado derecho

(2ax + b)? = b? — 4ac Factorizar lado izq.como Trinomio C.P
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2ax + b =+ b?% — 4ac Se saca raiz cuadrada a cada lado

2ax = —b ++b? — 4ac Se traslada b al lado derecho
—b + Vb2 — 4ac o
x = Se pasa a diidir 2a

2a

En conclusion se tiene que la solucién de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 estd dada por:

_ bt Vb?% — 4ac
B 2a

X

A la cantidad b? — 4ac, la que se encuentra dentro de la raiz, se le llama discriminante de la
ecuacion, en este curso lo simbolizamos mediante A. Teniendo en cuenta que en el conjunto de los
numeros reales no es posible hallar raices cuadradas de nimeros negativos, la existencia o no de
soluciones para la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 en este conjunto depende del valor de A, segln se
establece a continuacion:

a) Si A < 0, la ecuacion no tiene solucion en los reales.
. o . . -b
b) Si A = 0 la ecuacidn tiene solucién en los reales y estd dada x = e

c) Si A > 0 la ecuacién tiene solucién real dada la férmula general.

Ejemplo 6.8

En cada uno de los siguientes casos, usar el valor del discriminante para determinar sila
ecuacion dada tiene o no solucidn en el conjunto de los nimeros reales, en caso positivo
hallar la solucion.

a) 4x* —12x+7=0 b)3x?2+2x+2=0 Ax?2+2x+1=0
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Solucidn a)

Losvaloresdea, b, csona =4, b =—12, ¢ = 7, entonces el valor del discriminante
es: A=b? — 4ac = (—12)%? — 4(4)(7) = 144 — 112 = 32 > 0, razén por la cual la
ecuacion tiene solucion real y estd dada por:

_121\/3_2_1214\/2_3ix/i
- 8 B 8 T2

X

De donde se encuentra que las dos soluciones son:

3+42 3 -2
2 VXT3

X =

Solucidn b)

Aqui la ecuacidn es 3x%> + 2x + 2 = 0, los valoresde a, b, csona=3, b=2, c = 2,
entonces el discriminante es: A = b? — 4ac = (—=2)?2 —4(3)(2) =4—-24= -20<
0, por tanto la ecuacién no tiene solucién real.

Solucidn c)

En este caso, con la ecuacion x> + 2x + 1 =0setienea=1, b =2, ¢ = 1, entonces el
discriminante es A = (2)? — 4(1)(1) = 4 — 4 = 0, la ecuacidn tiene solucién real dada
por:

-2

2

X

Problemas que se resuelven mediante ecuaciones

Son diversas las situaciones, en diferentes campos, en los que el planteamiento de un problema
conduce a la solucién de una ecuacion o un conjunto de ecuaciones. En este apartado ilustraremos
algunos casos que representan aplicaciones a las soluciones de ecuaciones antes tratadas.
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En la solucién de todo problema que requiere el modelamiento matematico, es de vital
importancia la cuidadosa lectura e interpretacion del enunciado, luego de lo cual se asigna
variables a alguna las cantidades desconocidas y se realiza el planteamiento de las ecuaciones con
base en las condiciones establecidas en el enunciado. En algunas situaciones se requiere hallar el
valor de mas de una cantidad desconocida, pero al asignar una variable a una de ellas, se puede
expresar las demas en términos de la antes elegida. Los siguientes ejemplos ilustran brevemente
lo antes expresado. En la seccién lecturas complementarias se encuentra documentos en los
cuales se refuerza el planteamiento y solucion de problemas de este tipo.

Ejemplo 6.9

En una libreria, un estudiante compré un libro, una calculadora y un cuaderno, el libro costo el
doble de lo que costé la calculadora, mientras que la calculadora costo cinco veces lo del
cuaderno. Si el total de la compra fue de 160.000 pesos, ¢ Cuanto costd cada elemento?

Solucion

Resulta conveniente designar como x el precio del elemento de menor valor, y a partir de
él definir los valores de los demas, con esto tenemos:

x = costo del cuaderno
5x = costo de la calculadora
10x = costo del libro

Las condiciones del problema establecen que el costo total es de 160.000 pesos, por tanto
tenemos la siguiente ecuacion:

costo del cuaderno + costo de la calculadora costo del libro = 160.000
x + 5x + 10x = 160.000

16x = 160.000

x = 10.000
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Lo anterior nos da 10.000 pesos como costo del cuaderno, 50.000 pesos como costo de
la calculadoray 100.000 pesos como costo del libro.

Ejemplo 6.10

Un terreno rectangular tiene un perimetro de 60 m y un area de 216 m2. Calcula sus
dimensiones.

Solucidn

El esquema adjunto muestra el rectangulo de
dimensiones desconocidas.

X =largo

Y = ancho

| ——— < ——>
—— < —p

)
b
\4

Segun definicidn de perimetro, se tiene que:

2X +2Y =60
X+Y =30

Dado que el dreaes: X.Y = 216, expresar una de las dos variables en términos de la
otra, en este caso hallamos Y en términos de X, con lo cual tenemos:

v = 216
X
Remplazando en X + Y = 30, se obtiene:
216
X+—=30

X

De donde se origina la siguiente ecuacion en una incognita:

X%+ 216
—x =%
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Entonces,

X? + 216 = 30X

X? — 30X + 216 =0.

Resolviendo por factorizaciéon tenemos:

(X — 18)(X — 12) = 0

Las posibles soluciones de esta ecuacionson X = 18 y X = 12, con X = 18 se obtiene
Y = 12 mientras que con X = 12 se obtiene Y = 18. Se puede afirmar entonces que las
dimensiones del rectdangulo son 12 y 18 metros.
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I ntrOd UCCIONN Estaunidad se dedica a estudiar un conjunto de principios de
estadistica, al inicio trata algunas generalidades, la introduc-

cién de conceptos basicos, incluyendo clasificacion de la es-
tadistica en Estadistica Descriptiva e inferencial, conceptos de
poblacién, muestra y variables estadisticas. Luego se aborda
el tema de distribuciones de frecuencias, presentando con-
ceptos y ejemplos, con el fin de ilustrar al estudiante sobre su
utilidad y para que luego pueda llevar a cabo acciones enca-
minadas a su elaboracién. La importancia del estudio de este
tema estd en brindar los primeros elementos para enfrentarse
a la tarea de organizacion y analisis de datos en estudios es-
tadisticos.

Entre los propdsitos de un estudio estadistico esta el poder
describir los datos de manera resumida, con ese fin existen
diferentes medidas, entre las que se destacan las medidas de
tendencia central, las medidas de localizacion y las medidas
de dispersiéon. Una parte de esta cartilla se dedica a un breve
estudio de las medidas de tendencia central y de localizacion,
brindando al estudiante principios relacionados con calculos
de las mismas.

Este componente de estadistica descriptiva puede ser parti-
cularmente util al estudiante en oportunidades posteriores
como el estudio de la asignatura Investigacion Cuantitativa
o en el desarrollo de estudios en su desempeno laboral como
profesional.
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U4 Metodologia

De manera general, la recomendacion inicial que se da al estudiante es asumir el rol que le
corresponde en el marco de formacién virtual, se recomienda hacer cuidadosa lectura de la
presente cartilla, ya que el reto de aprendizaje auténomo al que decidié enfrentarse asi lo
demanda. Atendiendo especificamente a los temas de esta cartilla se recomienda que elabo-
re un esquema resumido de los mismos, por ejemplo, un mapa mental, un mapa conceptual,
un cuadro sindptico, entre otros, en los que plasme las ideas que tienen que ver con pobla-
cidn, muestra, variables, clasificacion de variables, distribucion de frecuencias, medidas de
tendencia central y medidas de localizacion. Es muy importante que el estudiante asuma el
reto de resolver los ejercicios de repaso propuestos y que verifique los calculos del ejemplo,
todo ello ademas de contribuir a afianzar el conocimiento del tema, le brinda la posibilidad
de tomar mayor confianza los ejes tematicos de la semana 8.

Ademas de las recomendaciones anteriores el estudiante puede aprovechar los restantes re-
cursos propuestos, tales como video capsulas, video resumenes y lecturas complementarias,
todos alrededor de los temas de esta cartilla.
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U4 Desarrollo tematico

Distribuciones de frecuencia, medidas de tendencia central
y de localizacién

Concepto y clasificacion de la estadistica

El término estadistica se deriva de la palabra estado, en razén a que los gobiernos, para su
planificacion, han llevado registros de variables como poblacién, nacimientos, muertes, ex-
portaciones, impuestos, produccién, entre otros. La estadistica es una rama de la matemati-
ca que basicamente se dedicaba al andlisis de datos con el fin de llegar a conclusiones que
apoyen la toma de decisiones, su tarea requiere recoleccion y organizacion de datos de tal
manera que se facilite su analisis. La estadistica se basa en principios y procedimientos rela-
cionados con elaboracion de tablas, representacién grafica y expresiones matematicas aso-
ciadas con valores estadisticos. La estadistica es una valiosa herramienta de investigacion en
diversos campos y basicamente se clasifica en dos grandes ramas, la Estadistica Descriptiva
y la Estadistica Inferencial.

Estadistica descriptiva

La estadistica descriptiva es la rama encargada de tareas de recoleccién, organizaciony pre-
sentacion de datos para ser interpretados y analizados y de ello sacar conclusiones aplicables
al grupo del cual se obtienen los datos, y no a la totalidad de casos posibles. Por ejemplo, si la
Facultad de Educacién de la Fundacién Universitaria del Area Andina se interesa en obtener
informacién estadistica relacionada con el rendimiento académico de sus estudiantes, pue-
de aplicar procedimientos estadisticos sobre datos de los estudiantes de segundo semestre,
el analisis realizado no necesariamente se extiende o generaliza a todos los estudiantes del
programa, solo caracteriza al grupo analizado.

Estadistica inferencial

Dada la frecuente dificultad para realizar estudios sobre todos los casos posibles, se selec-
ciona un subconjunto de casos, debidamente seleccionados, sobre las cuales es mas viable
hacer el estudio. La estadistica inferencial permite realizar inferencias o deduccién razona-
bles respecto a la totalidad de casos posibles con base en los datos obtenidos y la aplicacion
de solidos principios de calculo de probabilidad. Por ejemplo las encuestadoras estudian la
preferencia de los ciudadanos sobre los candidatos en una eleccién; como no es practico
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encuestar a todos los votantes, se elige un grupo de ellos, y con base en su andlisis plantea
generalizaciones.

Conceptos basicos de la estadistica
Poblacion

En una investigacion estadistica la poblacidn se refiere a la totalidad de elementos o unida-
des que forman el drea de interés, es el conjunto total de personas, elementos u objetos con
caracteristicas comunes, de los cuales se quiere obtener informacion. El término poblacién
se refiere no sélo a las personas que habitan en una ciudad regién.

La poblacién debe estar claramente delimitada en tiempo y espacio, por ejemplo, para hacer
un analisis de pequenas empresas, se debe especificar cudles son las empresas y el tiempo
en se analizan. Una caracteristica importante de la poblacién es su tamano, que es la canti-
dad de elementos que la componen.

Muestra

El término muestra en estadistica se refiere a una porcién de la poblacion seleccionada para
hacer una investigacion. Se realiza estudios a partir de muestras debido a la dificultad, eleva-
dos costos o imposibilidad de considerar toda la poblacién. Otra razén podria ser la naturaleza
destructiva de una prueba, por ejemplo, al realizar control de calidad sobre la produccién de
fésforos, no tendria sentido realizar la prueba sobre todos los elementos producidos. La mues-
tra debe seleccionarse de manera que sea representativa de la poblacién, por ejemplo, en una
investigacion sobre habitos de consumo de alcohol, no es apropiado tomar como muestra un
grupo de personas en una discoteca, tampoco en un convento o en una comunidad cristiana.
La seleccién de la muestra debe cumplir requisitos asociados con el proceso de muestreo.

Individuo

Un individuo, en un estudio estadistico, es cada una de las unidades de la poblacién. Si la po-
blacion es la totalidad de personas con empleos formal, un individuo es cualquier persona
debidamente empleada. Segun esto, la poblacién es la totalidad de individuos.

Variable estadistica

En estadistica, una variable es una caracteristica de interés de cada individuo, en relacion
con el estudio, por ejemplo: edad, sexo, estado civil, nacionalidad de una persona, cantidad
de lluvia caida, entre otras. Usualmente se representa las variables con letras como X, Y, Z, u
otra de mayor significado segun el contexto. Las variables toman valores, los cuales se refie-
ren al conjunto de posibles resultados de una observacién o medida. Como resultados de
las observaciones se obtiene un conjunto de valores de la variable, tales valores obtenidos
conforman los datos empleados en el estudio estadistico.

En estadistica las variables se clasifican segun diferentes criterios, uno de ellos distingue
variables cualitativas y cuantitativas, otro distingue variables discretas y continuas. A conti-
nuacion se presentan conceptos relacionados con ello.
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Variables cualitativas

Una variable cualitativa se refiere a una caracteristica cuyo valor puede indicarse a través de
una cualidad no cuantificable, por ejemplo, ciudad de nacimiento, ocupacion, cargo, de un
grupo de personas, entre otras. Una variable cualitativa se puede clasificar segun el nivel de
escala de medicion en nominal y ordinal.

Variables cualitativas nominales

Expresa el valor de una cualidad mediante palabras o nombres que establecen clases o cate-
gorias, por ejemplo, la variable Género puede tomar los valores, “hombre” o “mujer”; “mascu-
lino” 0 “femenino”; en el caso de la variable Tipo referida a prendas de vestir, se podria tener

n i n i n i

valores como “camisa’, “pantalén’, “corbata”, “saco”.

Variables cualitativas ordinales

Expresan el valor de una caracteristica mediante palabras o nombres que indican categorias,
entre los cuales se puede establecer un orden, por ejemplo la valoracion académica de un
estudiante puede tomar los valores “Excelente”, “Sobresaliente”“Aceptable” e “Insuficiente”, a
estas categorias se puede asignar un numero (“1",“2",“3",“4"), solo con el fin de establecer un
orden, sin que realmente tenga significado numérico.

Variables cuantitativas

Una variable cuantitativa hace referencia a una caracteristica cuyos valores pueden darse
numéricamente y realizar con ellos operaciones matematicas ligadas a principios estadisti-
cos. Ejemplos de variables cuantitativas son peso, estatura, salario, entre otras. Los valores
pueden incluir una unidad de medida, por ejemplo, metros, dias, pesos, entre otras. Estas
variables a su vez se clasifican en discretas y continuas.

Variables discretas
Una variable discreta toma sus valores del conjunto de numeros naturales, usualmente se

asume como variable de conteo, a través de la cual no es posible expresar valores fracciona-
rios. Ejemplos: NUmero de carros en un parqueadero y Niumero de hijos.

Variables continuas
Una variable continua toma sus valores del conjunto de nimeros reales, esto significa que su

valor puede ser cualquier nimero comprendido entre dos valores especificos. Ejemplos de
variables continuas son peso de un libro, tiempo de duracién de una llamada.

Variables cuantitativas de intervalo y de razén
Segun la naturaleza de la medida valores, las variables cuantitativas pueden clasificarse se-
gun el nivel o escala de valores en nivel de intervalo y nivel de razén o Proporcidn. La escala

de valores de variables de intervalo permite clasificar, ordenar y medir la diferencia entre
categorias. Con los valores se puede realizar operaciones matematicas. En esta escala el va-
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lor O (cero) es arbitrario y no necesariamente corresponde a “ausencia de”. Por ejemplo, una
temperatura de 0 grados no significa que no haya temperatura. Por otra parte una variable
de nivel de razdn se asocia con una escala numérica, pero el valor 0 si indica ausencia, por
ejemplo, el ingreso de agua a un tanque.

Pasos de una investigacion estadistica

La aplicacién de principios de la estadistica a un estudio implica la realizacién de un conjun-
to de pasos, los principales se describen brevemente a continuacion.

Definicion de la poblacion o la muestra y obtencion de datos

Previo a cualquier otra actividad se debe tener claridad sobre la poblacién o muestra sobre
la que se hace el estudio, ademads se ha de especificar las caracteristicas a estudiar, es decir
las variables. En caso de tomar una muestra, es necesario determinar el tamano de la misma
y el tipo de muestreo a realizar (probabilistico o no probabilistico).

La obtencién de datos a partir de la muestra seleccionada o a partir del conocimiento claro
de la poblacion, puede realizarse mediante la observacién directa de los elementos, la apli-
cacion de encuestas y entrevistas o la realizacion de experimentos.

Clasificacion, tabulacion y organizacion de los datos

La clasificacion de datos incluye el tratamiento de los datos considerados andmalos, que
pueden en un momento dado falsear el analisis de los mismos. La tabulacién implica el resu-
men de los datos en tablas y graficos estadisticos.

Analisis de datos y conclusiones

El analisis se completa obteniendo diferentes medidas o indicadores estadisticos, las que al
complementarlas con principios probabilisticos, se puede realizar inferencias o sacar conclu-
siones que finalmente apoyan la toma de decisiones.

Tablas de distribucion de frecuencia

Luego de la recoleccion de datos, se requiere su organizacion para facilitar la aplicacién de
principios de calculos que soportan el analisis. En estadistica se destaca las tablas de dis-
tribucién de frecuencia como elemento de organizacién de datos. Pero ;qué se entiende
por frecuencia? En estadistica el término frecuencia absoluta o simplemente frecuencia se
refiere al nimero de veces que se presenta un valor de la variable, mientras que la frecuencia
relativa es la fraccién del total de datos que corresponde a un valor, se calcula dividiendo su
frecuencia absoluta por el niUmero total de datos.

Mediante una tabla de distribucién de frecuencias se resume informacién de los diferentes
valores y el numero de veces que ocurren. Segun la naturaleza de las variables, se puede
elaborar distribuciones de frecuencias para variables cualitativas y cuantitativas.
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Ejemplo 7.1. Distribucion de frecuencia de una variable cualitativa

En un estudio se quiere analizar el grado de formacién de 80 empleados de una mina, se
indaga a cada uno sobre la formacion académica (variable cualitativa ), las posibilidades
dadas son: 1: Sin educacién formal, 2: Primaria incompleta, 3: Primaria completa, 4: Bachille-
rato incompleto, 5: Bachillerato completo, 6: Superior incompleta, 7: Superior completa. El
resultado de las indagaciones se muestra en la tabla 1.

3(5(1/3|3[3[2|3|3(2(4|3/4|3/4/4/3 |4 (3|5
5/3/(4|,2|2(3(6|4(7|,5/3/6|5/4|/3|5|5|5|5|7
3(4|4|3|2(3(4/3|4(2(7|2/4|3/6|6|3|4|5|5
1/3(4(3[3|5|5(/2(4|2|5(5|4(5|7(4|4/4|6|5

Tabla 1. datos del ejemplo 7.1
Fuente: Propia.

Se pide una tabla que muestre las frecuencias absoluta y relativa de la variable cualitativa.

Solucion:

X f fr
1 2 % = 0,025 = 2,5%
2 9 % =0,1125 = 11,25%
223 f_tz = 0,2875 = 28,75%
4 | 20 f_'g = 0,25 = 25%
5 | 17 % = 0,2125 = 21,25%
6| 5 a_sn = 0,0625 = 6,25%
T 4 BL:] = 0,05 = 5%

80

Tabla 2. Distribucién de frecuencia del ejemplo 7.1
Fuente: Propia.

El conteo de veces que se da cada valor es su frecuencia absoluta. Si tenemos en cuenta que
el total de datos es 80 y si denotamos respectivamente las frecuencias absolutas y relativas

mediante fy f tenemos la tabla 7.2 para la variable asociada con los nimeros dados a los
niveles de formacién.
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Distribuciones de frecuencia de datos agrupados

Antes de seguir con distribucién de frecuencia de variables cuantitativas, tratemos breve-
mente la notacion Sigma. En matematicas se usa el simbolo (Sigma) para abreviar la suma
de un conjunto de términos dependientes de un indice. La siguiente expresion muestra una
suma abreviada con la notacién sigma y la suma equivalente.

i
in = Xl +X2 + "‘+Xn
i=1
La variable es Xi ,donde i toma los valores i=1,2,...n, entonces Xi toma valores X1'Xz""' X.

n

si X,=3, X,=7, X,=10, X,=11, X.=8, X =5, X =1, se tiene:

X,=3+7+10+11+8+5+1=45

-
i =1
o

Usaremos esta notacién en diferentes puntos de esta cartilla y la siguiente. Sigamos ahora
con conceptos de distribucién de frecuencias de datos cuantitativos agrupados.

De las observaciones de la variable se tiene un conjunto de datos originales, si el conjunto
de posibles valores es pequeino, 10 o menos, no es dificil hacer la tabla que muestre la fre-
cuencia de cada valor, pero para un gran niumero de valores y datos totales, es poco practico
presentar la frecuencia de cada valor, en estos casos conviene crear clases o grupos de valo-
res y elaborar una tabla de distribucion de frecuencias de datos agrupados que muestre la
frecuencia de los grupos.

Definicion de numero de clases

Para definir el nimero de clases para agrupar un conjunto de N datos, se sugiere tomar un
numero de clases tal que sea el menor nimero que cumpla la desigualdad.

N <2°

Por ejemplo, para N =100 datos se busca el primer numero ¢ tal que 2¢ sea mayor o igual
que 100. Si probamos ¢ =6 vemos que ¢ es menor que 100, por tanto probamosc=7, se
tiene que el numero 27=128 supera a 100, con lo cual € = 7 es una razonable posibilidad
para el numero de clases. Las clases deben ser mutuamente excluyentes y exhaustivas, esto
significa que cada valor pertenece a unay sélo una clase.
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Frecuencia absoluta y frecuencia relativa de clase

En la tabla creada, la columna de frecuencia absoluta indica cuantos valores de una clase
se dan en las observaciones. La frecuencia relativa es entonces el cociente de la respectiva
frecuencia absoluta y el nimero total de datos. Si la frecuencia absoluta de la clase i es f,y
hay un total de N datos, la frecuencia relativa f, de la clase esta dada por:

.?1:%

El estudiante puede ver facilmente que la suma de todas las frecuencias absolutas es igual al
total de datos y la suma de todas las frecuencias relativas es igual a 1, es decir:

mn
Zf; =fi1tfat+t-+fa=1 (Suma de frecuencias absolutas)
i=1
mn
Zf‘ =fi+fat+t+fa=1 (Suma de frecuencias relativas)
i=1

Frecuencia acumulada y relativa acumulada de una clase

En calculos estadisticos asociados con variables cuantitativas también es importante el total
de frecuencias de esa clase y las clases anteriores, este valor se llama frecuencia absoluta
acumulada de la clase, esto significa que la frecuencia acumulada de la clase k, denotada
con F_, es la suma de las frecuencias absolutas hasta esa clase, es decir:

k
Fk=;ft=f1+f2+"'+fu

La frecuencia relativa acumulada de la clase k es el cociente fide la frecuencia acumuladay
el numero total de datos, para N datos su valor esta dado por:
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Rango de datos

El rango de datos, de un conjunto dado es la diferencia entre el mayor valor y el menor valor
de todos los datos, si en un conjunto de datos el mayor es 95y el menor es 10, el rango es:
Rango=95-10=85.

Limites de clase

Los limites de clase son los valores extremos que definen una clase, se identifica en ellos el
limite inferior (mayor valor posible en la clase) y el limite superior. Se eligen de tal forma que
un valor dado pertenezca a unay solo una clase, en el caso de distribuciones de frecuencias
de variables continuas se debe tener el cuidado de especificar si un extremo dado pertenece
o no a la clase, para ello se puede emplear la notacion de intervalos.

Amplitud o ancho de clase

La amplitud es una medida del rango de valores de la clase. No es obligatorio que todas las
clases tengan igual amplitud, pero lo usual es definirlo asi para facilitar los calculos. Su valor
se halla a partir del rango de datos y el numero de clases mediante la expresién:

Rango R
Numero de clases ¢

Amplitud de clase = AC =

En la practica se aproxima la amplitud a un valor mayor de facil manejo. Por ejemplo, si hay
120 datos donde el mayor 224 y el menor es 97, el rango es entonces 127. Si el nimero de
clases es ¢ =7, el calculo inicial para la amplitud de clase es:

R 127
AC=—= = 18,1428

Un valor mas apropiado podria ser AC = 20.

Cuando la tabla de distribucion de frecuencias ya esta definida, podemos identificar la am-
plitud de la primera a la penultima clase, restando el limite inferior de la respectiva clase al
limite inferior de la siguiente, también se puede hallar la de la segunda a la ultima restando
el limite superior de la clase anterior al limite superior de la respectiva clase.

Hay situaciones en las que a la primera clase no se le defina limite inferior o a la Gltima no se
le defina limite superior, por ejemplo con los rangos de edades podria tener las siguientes
clases: de 0 a 5 anos; de 6 a 12 anos; de 13 a 25 anos; de 26 ainos 0 mas.
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Marca o punto medio de una clase

La marca de una clase es el valor que se encuentra en la mitad del intervalo de valores de la
clase y se considera como su valor representativo. En este curso la marca de clase i se repre-
senta mediante el simbolo X. y se calcula promediando los valores extremos de la clase. En |a
tabla de distribucién de frecuencia, usualmente a la derecha de la columna de los intervalos
de clase, se agrega otra columna para registrar las marcas de las clases.

[lustramos el uso de estos principios mediante los siguientes ejemplos, el ejemplo xx se re-
fiere a una variable discreta y el xx a una variable continua.

Ejemplo 7.2: a 150 estudiantes de una universidad se les pregunta sobre la cantidad de
obras literarias que han leido a lo largo de su vida, los correspondientes conjuntos de datos
originales se muestran en la tabla 7.3. Con tal informacién se pide construir la tabla de dis-
tribucion de frecuencias que muestre la marca de clase, las frecuencias absolutas, relativa,
absoluta acumulada y relativa acumulada.

Solucidn: Veamos los pasos para la elaborar la distribucién de frecuencias.

Cantidad de clases: El total de datos es N =150, el apropiado nimero de clases esc=8 ya
que 28 es la primera potencia de 2 que supera a 150.

24 |96 | 83 | 54| 85 |51 8569 25| 49 |30 | 75|33 | 58 | 60

84 | 63| 28 (34| 76 |85 | 31|97 | 28 74 71 | 23 | 53 | 63 | 55

38 | 33 | 52 | 41 79 | 84 | 60 | 51 | 62 30 (40 | 87 | 25| 58 | 32

83 | 78 | 31 28 | 40 | 97 | 55|56 | 80 | 32 59 (92 | 39| 91 | 52

81 85| 96 | 32| 97 |38 |49 | 73 | 97 88 | 65|47 | 8 | 32 | 53

44 | 52 | 37 |76 | 79 | 54| 80 | 62 | 48 58 25 (85| 24 | 33 | 62

40 | 47 | 81 32| 33 | 62|96 | 31|96 | 57 57 | 29 | 76 | 86 | 53

96 | 87 | 37 | 32| 31 74 | 42 | 67 | 73 85 57 | 27 | 70 | 51 | 75

95 | 86| 36 |44 | 38 |93 | 33 | 27 | 45 97 53 (96 | 78 | 42 | 89

43 | 28 | 32 |40 | 95 |43 | 64 | 61 | 53 86 | 26| 95| 72| 53 | 53

Tabla 3. Datos del ejemplo 7.2
Fuente: Propia.
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Rango de datos: el tabla de datos muestra que el mayor valor 97, el menor 20, por lo tanto
elrangoR=97-24=73.

Amplitud de clases: como se crean 8 clases la amplitud de clases se toma a partir de:

73
AC=?= 9,125

Un valor conveniente al cual aproximar la amplitud de clasees.  AC = 10.

Definicion de los limites de clase y conteo de valores: Dada la amplitud y cantidad de cla-
ses, los limites se eligen sin que necesariamente sean valores reales de datos; la primera
clase puede iniciar en un valor menor que el menor real y la dltima puede terminar en uno
mayor que el mayor real. En este caso, como los valores son algo mayores que 20 y menores
que 100 se toma las clases indicadas en la tabla 7.4, que muestra también marcas de conteo
de valores de cada clase.

Clase i X Conteo

1 20 — 29 ([ mnoun o =14

2 30 — 39 (M0 omonno o oun i =26
3 40 —49 |\ Miomronn o 1 =17

4 50 - 59 e u w1 =25
5 60 - 69 e mnonn 1 =13

6 70 - 79 e i =16

7 80 —89 | /o oo nn o =22

8 Q0 — 99 | [ o oul ool =17

Tabla 4. Clases y conteo del ejemplo 7.2
Fuente: Propia.

Elaboracidn de la tabla de distribucién de frecuencias: con las clases definidas y el conteo
realizado, se presenta la distribucion de frecuencias en la tabla 7.5.

20 — 29 | 24,5 | 14| 0,0933.. | 14 | 0,0933..
30 -39 | 345 | 26 | 0,1733.. | 40 | 0,2666..
40 — 49 44,5 | 17 | 0,1133... | 57 0,38
50- 59 54,5 | 25 | 0,1666.. | B2 0,5466 ...
60 - 69 64,5 | 13 | 0,0866.. | 95 | 0,6333..
70- 79 74,5 | 16 | 0,1066.. | 111 0,74
80 — 89 84,5 | 22 | 0,1466.. | 133 | 0,8866...
90 — 99 | 94,5 | 17 | 0,1133.. | 150 1

DN AWM=

Tabla 5. Distribucién de frecuencias del ejemplo 7.2
Fuente: Propia.
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La primera columna muestra los indices, la segunda da las clases, la columna 3 muestra las
marcas de clase, las columnas 4 a 7 dan las frecuencias absolutas, relativas, absoluta acumu-
lada y relativa acumulada

Ejemplo 7.3: en estudios oftalmoldgicos se realizan pruebas respecto al tiempo entre par-
padeo de los pacientes. Un estudio particular toma datos de 200 pacientes, estos tiempos
estan dados en segundos y aparecen en la siguiente tabla. A partir de tales datos se pide
elaborar la tabla de distribucién de frecuencias.

11,064 | 19,12 | 12,174 | 11,229 8,12 16,322 | 19,013 | 16,29 | 15,767 | 17,692

6,156 | 15,45 5,499 18,865 | 6,749 | 15,758 | 8,784 | 13,941 5,774 | 12,771

9,643 | 17,02 16,952 11,522 | 13,133 | 19,862 | 6,447 | 18,776 | 12,591 | 15,809

8,04 12,17 9,927 15,017 | 8,267 | 18,971 | 19,142 | 12,208 | 9,631 18,928

13,343 | 11,12 10,132 13,556 | 12,44 | 13,737 | 16,767 | 19,511 | 13,504 | 13,961

7,396 | 15,67 19,052 19,534 | 17,212 | 15,427 | 13,438 | 19,834 | 5,959 | 19,253

5,753 11,8 13,49 15,928 | 12,57 | 15,842 | 6,047 6,627 | 12,602 | 9,522

14,427 | 9,204 10,62 8,998 | 19,432 | 13,752 | 16,03 | 16,565 | 13,564 | 9,494

12,569 | 15,68 10,444 7,337 11,21 19,901 | 10,378 | 13,217 | 6,917 9,459

5,359 8,93 13,086 11,137 | 13,131 7,394 | 10,873 | 11,017 | 13,565 | 19,008

18,595 | 12,08 16,65 11,495 | 6,512 | 15,339 | 19,219 | 13,722 | 8,761 5,973

6,638 | 12,26 16,9 14,286 | 6,078 | 10,897 | 18,537 | 11,734 9,02 17,415

18,965 | 6,674 7,754 14,509 | 19,811 | 11,159 | 13,017 | 14,349 | 10,621 13,57

16,794 | 17,91 14,088 16,872 | 6,116 | 12,842 | 8,153 17,591 12,17 | 13,509

14,921 | 5,623 9,071 16,606 | 5,614 6,826 6,531 11,322 | 8,736 9,007

6,485 | 7,125 14,577 18,015 | 19,864 | 15,613 | 9,619 9,357 | 11,098 | 13,42

8,689 | 11,16 | 16,193 15,96 8,727 | 12,816 | 9,207 | 14,548 | 17,733 | 13,767

18,581 | 14,69 5,931 12,138 | 15,278 | 14,849 | 9,682 5,732 8,438 | 13,003

15,231 | 14,71 11,772 15,236 | 17,248 | 13,036 | 18,877 6,66 17,056 | 12,821

16,999 | 15,18 9,061 13,791 | 19,673 | 18,098 | 11,395 | 8,382 | 15,813 | 18,083

Tabla 5. Datos del ejemplo 7.3
Fuente: Propia.
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Solucién: a continuacion, se tiene los pasos a seguir.

Cantidad de clases: con un total de datos N =200, razonamiento similar al del ejemplo an-
terior se encuentra que ¢ =8 es un apropiado nimero de clases.

Rango de datos: segun los datos de la tabla, el mayor valor es X=19,901, y el menor es X =
5,359, lo que da un valor para el rango dado por: R=19,901 - 5,359 = 14,542 .

Amplitud de clases: Con 8 clases y rango de 14,542, inicialmente para la amplitud es:

14,542
c="—"_-"2"

3 = 1,81775, seaproximaa AC =2

Definicion de los limites de clase y conteo de valores: aqui es pertinente tomar clases cu-
yos limites inferiores sean 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16 y 18. La tabla xx muestra el conteo y clases
usando notacion de intervalos. El corchete indica que el extremo pertenece a la clase, el
paréntesis indica que el extremo no pertenece a la clase.

Clasei X Conteo

1 [4,6) i =10

2 [6,8) ] =20

3 [8,10) /10 fhr ik i e wne i =28

4 [10,12) |/ W i e i =23

5 [12,14) (0w di e il mnenne e e =40
6 [14,16) |10 mid o i i i 1wl =29

7 [16,18) (/700w wn e =22

8 [18,20) |/m0F w1 e e i =28

Tabla 6. Clases y conteo del ejemplo 7.3
Fuente: Propia.

Elaboracion de la tabla de distribucion de frecuencias: Las columnas de tabla 7.7 muestran
los indices, las clases, marcas de clase y las frecuencias absolutas y relativas.

Clase i X X, fi f. F F,

1 (4, 6) 5 10 0,05 10 0,05
2 6, 8) 7 20 0,1 30 0,5
3 [8,10) 9 28 0,14 58 0,29
4 [10,12) | 11 23 0,115 81 0,405
5 [12,14) | 13 40 0,2 121 0,605
6 [14,16) | 15 29 0,145 150 0,75
7 [16,18) | 17 22 0,11 172 0,86
8 [18,20) | 19 28 0,14 200 1

Tabla 7. Distribucién de frecuencia del ejemplo 7.3
Fuente: Propia.
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Medidas de tendencia central

En estadistica es usual describir el conjunto de datos de la manera mas resumida posible,
por ejemplo, con un numero que brinde informacién valiosa sobre todo el grupo. Para tal fin
no se seria pertinente tomar el valor mas elevado ni el mas pequefio como unico represen-
tante. Una solucion habitual es buscar un valor central. Las medidas que describen un valor
tipico en un grupo de datos suelen llamarse medidas de tendencia central. Se recalca que
son medidas aplicables al conjunto de datos y no a datos individuales, sus valores se pueden
calcular para datos originales y datos agrupados.

La media aritmética o promedio
La media aritmética o promedio es la medida de tendencia central mas conocida, sélo se
calcula para variables cuantitativas. Habitualmente se usa X para denotar la media muestral,

o promedio de datos de una muestra,y W para la media poblacional, o promedio de datos
de una poblacién, aunque la férmula de calculo es la misma.

Calculo de la media aritmética de datos originales

La media aritmética de datos originales se calcula como el cociente de la suma de todos los
valores y el numero total de datos. Es decir, si el numero total de datos es y los valores son
X1'X2' X3..., Xn, la media aritmética para los datos originales esta dada por:

N
- _ 1 =1 X
X = _Z =1
N X N
i=1

Ejemplo 7.4: calcular la media aritmética de un conjunto de datos correspondiente a la edad
de una muestra de 15 personas. Las edades son las siguientes.

1316 (13 |15 |18 (18 |16 (15|16 |16 |18 | 15| 15 | 19 | 17

Solucién: La media aritmética esta dada por:

N
£=x
-1y,
i=1

13+16+13+15+18+18+16+15+16+16+18+15+15+19+17 240 _

15 15 16

X =
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Calculo de la media aritmética para datos agrupados

A partir de la distribucion de frecuencias de un conjunto de datos agrupados de una variable
X, la media aritmética se calcula con base en los valores de las marcas de clase y las frecuen-
cias absolutas de clases. Su valor esta dado por la expresion.

i}
i’—lzx
_N i'f[
i=1

Donde N es el total de datos, n es el niumero de clases, )TI es lamarca de lai-esimaclasey
f. es su frecuencia.

Ejemplo 7.5: hallar la media aritmética de datos agrupados del ejemplo 7.2 sobre el numero
de obras literarias leidas por 150 estudiantes.

Solucién: la tabla xx muestra columnas para las clases, marcas de clase, frecuencia absoluta
y el producto de marcas de clases y las respectivas frecuencias, al final de la columna se ve la
suma de los productos. Esta es una forma ordenada de proceder.

Clase i X X, f X,.f,
1 20 — 29 |24,5] 14 343
2 30 — 39 |34,5| 26 897
3 40 —49 |44,5| 17 756,5
4 50-59 |54,5] 25 1362,5
5 60- 69 |64,5]| 13 838,5
6 70-79 |74,5| 16 1192
7 80 —89 |B84,5| 22 1859
8 90 — 99 |94,5| 17 1606, 5

8

Z X..f, = 8855

=1

Tabla 8. Tabla auxiliar para el calculo de la media aritmética del ejemplo 7.5
Fuente: Propia.

Como el total de datos es N = 150, la media aritmética con estas 8 clases de datos es:

8
1 e 1
X = —le.fi = = (8855) = 59,033
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Ejemplo 7.6: hallar la media aritmética de datos agrupados del ejemplo 7.3 sobre el tiempo
entre parpadeo de 200 pacientes en un estudio oftalmoldgico.

Solucién: procediendo de manera similar al ejemplo anterior, se tiene la tabla 7.9.

Clase i X X, fi 7
1 [4,6) 5 10 50
2 [6,8) 7 20 140
3 [8,10) 9 28 252
4 [10,12) | 11 23 253
5 [12,14) | 13 40 520
6 [14,16) | 15 29 435
7 [16,18) | 17 22 374
8 [18,20) | 19 28 532
8
Z X, f, = 2556
i=1

Tabla 9. Tabla auxiliar para el cdlculo de la media aritmética del ejemplo 7.6
Fuente: Propia.

Con N =200y la suma de productos de la ultima columna la media aritmética es:

8
- 1 — 1
X= —le.fi =200 (2556) = 12,78

La mediana

La mediana, representada con M_ es la medida de tendencia central correspondiente al valor
que ocupa la posicion central del conjunto de datos ordenados. La mediana divide el con-
junto en dos partes iguales, se calcula para datos originales y agrupados.

Calculo de la mediana para datos originales

La mediana de datos originales, se halla ordenando los datos y viendo cual ocupa la posicién
central. Para un numero par de datos, se promedia los dos valores centrales.

Ejemplo 7.7: los once numeros 23, 18, 7, 8, 20, 9, 15, 8, 12, 18, 21 son datos de un simple
estudio estadistico, los datos ordenadosson 7,8, 8,9, 12,15, 18, 18, 20, 21, 23. Facilmente se
ve que, al ocupar la sexta posicién, el nimero 15 corresponde a la mediana. Hay el mismo
numero de observaciones antes y después del 15.

Ejemplo 7.8: los diez numeros 52, 73, 76, 78, 84, 86, 89, 90, 92, 95 son datos ordenados en un
estudio, en este conjunto ordenado los valores escritos en rojo (posiciones quintay sexta) es-
tan en la mitad del conjunto, entonces la mediana sera el promedio de ellos dos, es decir: 85.
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Calculo de la mediana para datos agrupados

Con datos agrupados se tiene el concepto de clase mediana, que es la clase donde la fre-
cuencia acumulada alcanza la mitad del total de datos, es decir N/2 para un total de N datos.
Una vez identificada la clase mediana se identifican los siguientes elementos:

L;, = limite Inferior de la clase Mediana.

fu = Frecuencia absoluta de la clase mediana.

Fy_1 = Frecuencia acumulada de la clase anterior la clase Mediana.
AC, = Amplitud de la clase Mediana.

Con base en lo anterior, la mediana se calcula a través de la siguiente expresioén:

N
2~ Fu-1
———.(ACy)

Me':L!n'i‘ fM

Ejemplo 7.9: calcular la mediana del conjunto de datos agrupados del ejemplo 7.2.
Solucidn:

En la tabla 7.5 se identifica los elementos requeridos para calcular la mediana, los cuales se
resaltan en la figura 7.1. Con 150 datos, la mitad de la frecuencia absoluta acumulada es 75,
ese valor se alcanza en la cuarta clase, la sefialada como clase mediana.

ryeryirs B i
20 — 29 |14| 14

anterior a la mediana.
30 — 39 |26 40 _/E | —
40 — 49 | 17| 57 n esta clase estan los

5 : valores de la posiciones
inferior de ln | @ 82 |*|58a82 Alincluirla

case medlanad ,\60/— 69 [13 @5 | |posicién 75 es la clase
60-50=10es la ‘fﬁ - 79 (16l 11 mediana.

amplitud de la ;
clase mediana. 80 — 89 (22133 |]|25eslafrecuencia

90 — 99 | 17| 150 ||absoluta de la clase
mediana.

Figura 1: Resumen de elementos para hallar mediana del ejemplo 7.2
Fuente: Propia.
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Por lo tanto el valor de la mediana esta dado por:

N 150
f_FMq T_57 75— 57
=———.(ACy) =50+ .(10) =50 + .(10) =57,2

Mo =L+ = 25 25

Estadisticamente hablando esto significa que el 50% de los estudiantes.

La moda

En un conjunto de datos, la moda corresponde al valor que se da con mayor frecuencia, se
representa mediante el simbolo M. Por ejemplo, en el conjunto 2, 3, 3,4, 4, 4, 5, 5, el valor
que mas se da es el 4, por tanto, es la moda del conjunto. En el caso de datos no agrupa-
dos, con dos o mas valores con la mayor frecuencia se dice que el conjunto es multimodal.
También hay casos de conjuntos en los que no hay un valor que se pueda considerar como
moda.

Calculo de Moda de datos agrupados con iguales amplitudes

Para datos agrupados, con clases de igual amplitud se identifica la clase modal como la de
mayor frecuencia, luego se identifica los elementos usados en el célculo, estos son:

Ly, = Limite inferior de la clase modal.

fu, = Frecuencia absoluta de la clase modal.

fu,-1 = Frecuencia absoluta de la clase anterior a la modal.
fu, +1 = Frecuencia absoluta de la clase posterior a la modal.
AC = Amplitud de clases.

Habiendo identificado estos elementos, la moda se calcula con la siguiente formula:

(fMa - fM,,~1)'ﬂ'C

M, =L, +
? e Fu,— Fu,-1)+ Fu,— Fu,+1)

Una férmula aproximada aunque mas sencilla es la siguiente:

fu,-1-AC
Fu,-1+ Fu,e1)

Mﬂ =LMO+
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Ejemplo 7.10: calcular el valor de la Moda del conjunto de datos del ejemplo 7.2

Solucion

Con base la distribucién de frecuencias de los datos, incluida en la figura 7.2, se identifica los
elementos requeridos para el calculo de la Moda. En este ejemplo la amplitud de clases es
AC =10. El calculo correspondiente es:

X fi
20 - 29 14 fu,-1 =14
Clase modal. Ly, = 30 30 - 39 26 fu, =26
40 - 49 17 | fuq1=17

Total N =150

Figura 2. Elementos para el célculo de la moda del ejemplo 7.2
Fuente: Propia.

- _1).AC 26 — 14).10
(fﬂf,, fﬂfo 1) =30+ ( ) == 35,714

Fup = Fu-1) + (Fm, = Fupe1) (26 - 14) + (26— 17)

M0=LM9+

Utilizando la férmula aproximada se tiene:

.AC 17).(10 170
fMo+1 ( ) ( )_30+ —=30+5;433=35*483

M,=L = = - =
° Mo fmy-1+ Fm,e1) 14 + 17 31

Con la féormula mas sencilla se tiene un resultado muy parecido al de la formula completa.

Medidas de localizacion

La media de localizacién determina la ubicacién de los datos dividiendo un conjunto de ob-
servaciones en partes iguales. Estas medidas son los cuartiles, deciles y percentiles.

Cuartiles
Los cuartiles son tres medidas de posicion Q,,Q,Q, que dividen un conjunto ordenado de

datos en cuatro partes iguales. La figura 7.3 ilustra la analogia entre cuartiles y mediana. Ve-
mos que la mediana es igual al sequndo cuartil.
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Mediana

50% I 50%
Conjunto ordenado de datos

Q1 Q2 Q3
[ 25% [ 25% [ 25% ] 25%

Conjunto ordenado de datos

Figura 3. llustracion de la idea de cuartiles y su relacién con la mediana
Fuente: Propia.

El primer cuartil Q, es el valor por debajo del cual esta el 25% de los datos, Q, es la misma
mediana, Q,es el valor por debajo del cual se esta el 75% de observaciones. El uso de cuar-
tiles es importante cuando se tiene una gran cantidad de datos.

Calculo de cuartiles para datos agrupados

Con base en una tabla de distribucion de frecuencias, los cuartiles se calculan a partir de la
siguiente férmula genérica:

%~ Fia)@cy
fi

conk=1,2,3

Se debe tener claridad sobre cudl de los cuartiles se ha de calcular. Remplazando en la fér-
mula el valor de k por 1,2 y 3, se obtiene las férmulas para cada cuartil. El calculo es similar a
la mediana, se debe identificar la clase del cuartil y otros elementos asociados.

El primer cuartil estd en la clase en que la frecuencia acumulada alcanza la cuarta parte de
los datos, o sea N/4 (con k=1), el segundo esta en la clase en que la frecuencia acumulada
alcanza la mitad de datos,(2N/4), el tercero esta donde la frecuencia acumulada alcanza tres
cuartas partes de datos, (3N/4). Identificada la clase del cuartil se tiene:

L; = Limite inferior de la clase del cuartil.

F;_, = Frecuencia acumulada de la clase anterior a la del cuartil.
fi = Frecuenciade la clase del cuartil.

AC = Amplitud de la clase del cuartil.
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Ejemplo 7.11: un estudio sobre aptitudes de manejo de principios de Estadistica se hace
sobre una poblacién de 960 estudiantes, las puntuaciones se dan en enteros de 1 a 100. La
entidad responsable del estudio agrupa los datos en 10 clases, al elaborar la distribucién de
frecuencias absolutas y frecuencias acumuladas obtiene la siguiente tabla:

1 1-10 37 37

2 11-20 67 104
3 21-30 90 194
4 31-40 133 327
5 41-50 165 492
6 51-60 155 647
7 61-70 127 774
8 71-80 94 868
9 81-90 55 923
10 | 9- 100 | 37 960

Tabla 10. Tabla de distribucién de frecuencia del ejemplo 7.11
Fuente: Propia.

Con lainformacién de la tabla 10 se pide hallar el primer cuartil de conjunto de datos.

Solucion:

El total de datos es N = 960, por tanto la posicién del primer cuartil es 960/4 = 240. La co-
lumna de frecuencias acumulada muestra que la posicion 240 esta en la cuarta clase.

i X fi F;

1 1-10 ar a7

P 11 - 20 &7 104

3 [21-30 |90 | 194 Fos =104, BAC,=10
4 [31-40 | 133 | 327 Clase Q,, L, = 31,f, = 133
5 [41-50 65 | a2

5] 51 =860 155 647

Fi 51 -T70 127 74

51780 o4 868

= 81 - 90 55 923

6 To-100 137 960

Figura 4. Elementos para el calculo del primer cuartil del ejemplo 7.11
Fuente: Propia.

(111!— Fi_1)(AC) (299-194)(10)
4 7 =31+ -4 53

Q,=L;+

(240 — 194)(10) 460
=314+ — =31+ 3,458 = 34,458

=31+
Q. 133 133
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Deciles

Los deciles son nueve medidas de localizacién D, D,, ...D, que dividen un conjunto orde-
nado de datos en diez partes iguales. El primer decil (D,)es el valor por debajo del cual se
encuentra el 10% de los datos, el decil D, es el valor por debajo del cual se encuentra el 20%
de datos y asi sucesivamente. Se usa el calculo de deciles cuando se tiene un gran nimero
de datos.

Calculo de deciles para datos agrupados

A partir de la distribucién de frecuencias, hallamos los deciles usando la siguiente férmula:

kN
10 ~ F£—1) (acy)
D,=L;+ conk=1,2,..,9
fi
Donde:
L; = Limite inferior de la clase del decil.

F;_4 = Frecuencia acumulada de la clase anterior a la del decil.
fi = Frecuencia de la clase del decil.
AC = Amplitud de la clase del decil.

Para calcular cualquier decil, primero se debe identificar la clase en la que esta el decil y los
otros elementos requeridos para el calculo. El primer decil se encuentra en la clase donde la
frecuencia acumulada alcanza la décima parte del total de datos, es decir el valor, el segun-
do estd en la clase donde tal frecuencia alcanza a ser. En general, el decil esta en la clase
donde la frecuencia acumulada alcanza el valor .

Ejemplo 7.12: a partir de los datos de ejemplo 7.11, hallar el sexto decil.
Solucién:

Para el sexto decil (k = 6) la clase que lo contiene es aquella en que la frecuencia acumulada
alcanza el valor kN/10 = (6)(960)/10 = 576, esta es la sexta clase. Ahora veamos la distribu-
cion de frecuencia sefialando ademas la informacién requerida para el calculo.
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i X fi  F
5 |41-50 |165 |492 | F, , =492, AC, =10

Figura 5. Elementos para el calculo del sexto decil del ejemplo 7.12
Fuente: Propia.

Calculo del sexto decil: la formula genérica es:

Para el sexto decil se toma y los datos antes identificados, con lo cual se tiene:

({6). (960)

D, =51+ 10

- 492)(10)

Percentiles

155

(576 — 492)(10) 840
+ =51+ ——=>56,419

=51 155 155

Los percentiles son un conjunto de 99 medidas de localizacién, que dividen un conjunto
ordenado de datos en 100 partes iguales. El primer decil (es el valor por debajo del cual se
encuentra el 1% de las observaciones, el segundo decil es el valor por debajo del cual se
encuentra el 2% de las observaciones y asi sucesivamente.

Calculo de percentiles para datos agrupados

A partir de la distribucién de frecuencias el percentil se halla con la siguiente formula:
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Donde:

L; = Limite inferior de la clase del percentil.

F;_ = Frecuencia acumulada de la clase anterior a la del percentil.
fi = Frecuencia de la clase del percentil.

AC = Amplitud de la clase del percentil.

Para aplicar la formula, como en el caso de los cuartiles y los deciles, primero se debe iden-
tificar la clase en la que se ubica el percentil buscado. El percentil k estd en la clase cuya
frecuencia acumulada alcanza el valor kN/100

Ejemplo 7.13: hallar el percentil 45 a partir de los datos del ejemplo 7.11.
Solucioén:

Con k=45, la clase que contiene a P, es aquella en la que la frecuencia acumulada alcanza
el valor kN/100 = (45)(960)/100 = 432, esta es la quinta clase. A continuacion se muestra la
distribucién de frecuencia sefalando ademas la informacion requerida para el calculo.

4 |31-40 [133 [327 | F._, =327, AC,=10
5 41 = 50 165 492 CIESE de P,I,s, Li = 41, f': = 165

Figura 6. Elementos para el calculo de decil 45 del ejemplo 7.13
Fuente: Propia.

Cdlculo del percentil 45: La férmula genérica es:
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Para el percentil 45 se toma vy los datos antes identificados, con lo cual se tiene:

(45).(960)
P a1+ ( 100 327){10)_ by (432329010 _ 1050
& 165 B 165 B 165

= 47,363

Este valor indica que el 45% de los estudiantes con menores puntajes tienen un valor maxi-
mo de 47,363.
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|ﬂtrOd UCCION  Enla cartilla de la semana 7 estudiamos los conceptos y

principios relacionados con distribuciones de frecuencia,
medidas de tendencia central, medidas de localizacién y la
importancia de estas medidas en la descripciéon resumida
de un conjunto de datos estadisticos, sin embargo, el uso
de medidas de tendencia central no resulta suficiente en la
caracterizacién apropiada de los datos ya que no dan
indicacion de la variabilidad de los mismos y por ende
podrian no ser el completo soporte de conclusiones que
apoyen la toma de decisiones. En la presente cartilla se
estudia las medidas de dispersién, centrandose en los
conceptos generales y en el calculo de las respectivas
medidas para el caso de datos no agrupados. Aunque
existen otras medidas de dispersion, el estudio se limita a la
Varianza, la Desviacién Estandar y el Coeficiente de
variacion. El desarrollo de la tematica se respalda con
ejemplos que ilustran el uso de las férmulas de célculo y la
interpretacién de los resultados.
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U4 Metodologia

Es responsabilidad del estudiante realizar la lectura de esta «cartilla muy
cuidadosamente. Teniendo en cuenta que el contenido aqui versa principalmente sobre
principios de calculo de medidas de dispersion de datos no agrupados, cuya tematica
estd fuertemente marcada por calculos numéricos, se recomienda que realice los
repasos Yy refuerzos requeridos antes de enfrentase a ellos. Especificamente se requiere
total claridad de las distribuciones de frecuencias, ya que los elementos de las mismas
son el soporte para realizar los calculos de la varianza, la desviacidon estandar y el
coeficiente de variacién. Se recomienda la verificacion de los cdlculos numéricos
presentados, teniendo especial cuidado con las sumas de cuadrados y cuadrados de
sumas. De ser posible el estudiante debe valerse de una herramienta informatica de
hoja de célculo que le ayude con los cdlculos, o si lo prefiere, desarrollarlos a mano con
lapiz y papel. Todo lo anterior, ademds de contribuir a afianzar el conocimiento del
tema, le brinda la posibilidad de tomar mayor confianza en su proceso de formacion.
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Desarrollo tematico

Medidas de dispersion

Medidas de dispersion o de variabilidad de datos

Para iniciar el estudio de las medidas de dispersidon consideremos los puntajes datos de la
tabla 1 sobre puntajes obtenidos en una prueba de aptitud matematica por dos grupos de
estudiantes.

Puntajes Grupo A 69|72(69|73/69|68 6870|7369

Puntajes Grupo B 91(90(47|50|90(88(45|87|70|42

Tabla 1. Datos de dos grupos de igual promedio

Usted como estudiante puede verificar que la media de ambos grupos es 70, pero al
vemos también que las diferencias de los datos del Grupo A en relacién con la media son
relativamente pequenas, de hecho la maxima diferencia es de 3 unidades y la maxima
separacion encontrada entre cualquier par de datos es de cinco unidades, mientras que en
el grupo B hay desviaciones de hasta 21 unidades respecto a la media y una maxima
separacion entre datos de 49 unidades. Observamos entonces que la media por si sola no
es un apropiado descriptor debido a que no da informacién de la gran variabilidad que
presenta el grupo B ni de la homogeneidad del grupo A, esto refuerza la idea que las
medidas de tendencia central no resultan suficientes como recursos de analisis en estudios
estadisticos, se requiere de otros descriptores que midan la variabilidad de los datos y que
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se complementen con las medidas de tendencia central, estas nuevas medidas son las
medidas de Dispersion.

Importancia de las medidas de Dispersion

La finalidad del uso de medidas de tendencia central es sintetizar los datos en un valor
representativo. Las medidas de dispersion indican hasta qué punto las medidas de
tendencia central, son representativas como sintesis de la informacién. Las medidas de
dispersion cuantifican la separacion, dispersion o variabilidad de los datos respecto a un
valor central, es decir, son indicadores de como se agrupan o dispersan los datos alrededor
de una medida de tendencia central.

Las medidas de dispersion mdas usadas son Rango, Varianza, desviacion estandar o
Desviacion Tipica, coeficiente de variacién. En cuanto a Varianza y desviacion estandar se
tiene el caso poblacional y el muestral.

El Rango

La medida de dispersién mas simple es el rango, se conoce también como recorrido o
amplitud y como se vio en los pasos para elaborar una tabla de frecuencias, es la diferencia
entre el valor mas alto y el mas pequefio. Aunque es la medida de dispersidon mas sencilla
de calcular, no es muy usual su empleo, pues no considera las variaciones de valores
intermedios y es muy sensible a los valores extremos. Se simboliza con la letra R.

En el caso de los puntajes antes dados, el grupo A tiene rangoR = 73 — 68 = 5,
mientras que paraelgrupoBesR = 91 — 42 = 49.

La Varianza y la Desviacion estandar

De las medidas de dispersion, quiza la mas importante es la varianza. Se define como el
promedio de los cuadrados de las desviaciones respecto al promedio. En calculos
estadisticos se distingue entre la Varianza poblacional y la Varianza muestral. Los simbolos
empleados son:

0% = Varianza poblacional

S2 = Varianza Muestral
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Por otro lado, la desviacién estandar es igual a la raiz cuadrada positiva de la Varianza. Se
debe diferenciar también entre Desviacion estandar Poblacional y Desviacién estandar
muestral. Los simbolos empleados son:

o =+ 0% = Desviaciéon estandar poblacional
S = /8% = Desviacion estandar Xuestral

Hacemos notar que la desviacidén estandar se mide en las mismas unidades que los valores
de los datos, por lo tanto resulta mas facil su comparacién directa con la media aritmética 'y
otras medidas de tendencia central. La desviacion estandar se interpreta como la variaciéon
promedio de los datos con respecto a la media.

Calculo de varianza y desviacion estandar de datos no agrupados

Cuando se afirma que la Varianza es igual al promedio de los cuadrados de las desviaciones
respecto a la media, significa que para calcularla primero se debe hallar la desviacion de
cada observacion respecto a la media, luego se halla el cuadrado de cada desviacion y
sobre estos cuadrados se calcula el promedio. Para un conjunto de observaciones de datos
originales propios de una poblacién de tamafo N, con media poblacional g, la férmula
para hallar la varianza es:

N
1
0? = NZ(Xi - w?
i=

Si se en cambio se tiene una muestra de tamafno N el promedio se calcula dividiendo por
una unidad menos que el numero total de datos, en este caso, si la media muestral es X, la
férmula para hallar la Varianza muestral es:

N
1 _
st =g K= B
i=1
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Frecuentemente en estudios estadisticos al hallar la Varianza muestral lo que se quiere es
hallar a partir de ella una estimacién de la Varianza poblacional. La explicacién detallada
de la diferencia en las expresiones de cdlculo de la varianza poblacional y la muestral
supera los alcances de este curso, en fuentes mas rigurosas se demuestra esto.

Una férmula abreviada para hallar la Varianza poblacional, matematicamente equivalente
a la anterior, es:

1 N
o’ = ﬁzxiz — u?
i-1

La ventaja de usar la formula abreviada es que no se requiere calcular cada una de las
desviaciones, aunque requiere que se calcule la suma de los cuadrados de cada una de las
observaciones.

Ejemplo 8.1: se necesita estudiar el nivel de pureza de sustancias médicas producidas en
un dia. Se tiene una poblacién de 15 frascos de sustancia y se realiza la prueba sobre cada
uno de ellos. Los datos registrados son los que se muestran en la tabla 8.2, a partir de los
cuales se pide hallar la Varianza Poblacional.

Porcentajes de Impurezas observados

0,04 0,14 0,17 0,19 0,22
0,05 0,14 0,17 0,21 0,24
0,12 0,15 0,18 0,21 0,25

Tabla 2. Datos del ejemplo 8.1
Fuente: Propia.
Solucion:

Para hallar la varianza poblacional, usando la férmula de la definicién, es necesario hallar el
valor de (X; — n)? para cada valor, por tanto conviene crear una tabla con una columna
con los valores de X;, una para los de (X; — u)y, a partir de esta ultima, otra para
(X; — w)?. Si usamos la férmula abreviada se requiere una columna con los valores de
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X,;%. La elaboracion de la tabla facilita los calculos ya que estos se reducen a sumar algunas
de la columnas. A continuacion se presenta la tabla con las columnas de datos requeridos
para el uso de las dos férmulas.

0,04 0,126 0,015876 0,0016
0,06 20,106 0,011236 0,0036
0,12 20,046 0,002116 0,0144
0,14 20,026 0,000676 0,0196
0,14 20,026 0,000676 0,0196
0,15 20,016 0,000256 0,0225
0,17 0,004 0,000016 0,0289
0,17 0,004 0,000016 0,0289
0,18 0,014 0,000196 0,0324
0,19 0,024 0,000576 0,0361
0,21 0,044 0,001936 0,0441
0,21 0,044 0,001936 0,0441
0,22 0,054 0,002916 0,0484
0,24 0,074 0,005476 0,0576
0,25 0,084 0,007056 0,0625

10 10

u=0,166 z(xi )% = 0,05096 zxiz — 0,4643

i=1 i=1

Tabla 3. Elementos para el calculo de la varianza del ejemplo 8.1

Fuente: Propia.
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En el calculo usando la formula de la definicion se tiene la suma de los valores de la
columna (3), al dividir esta suma por el numero de datos (N = 15) se tiene el valor de la
varianza, lo que corresponde a:

= 1i X;— p)? = Z X;— w?= 0 05096 =0,00339733

La columna 4 da la suma requerida para usar la formula abreviada, el calculo es:

N
1 0,4643
2 _ E 2| _ 2 — E 2 2= (= _ 2 _
o° = N. X; u ' X; ( 15 ) (0,166) 0,00339733

Ejemplo 8.2: Si los puntajes en la prueba de aptitud matematica para los grupos A 'y B
antes citados corresponden a datos de muestras. Calcular la varianza de cada muestra.

Solucion:

Igual que antes es conveniente crear una tabla que dé los datos de la variable, las
desviaciones respecto a la media, los cuadrados de las desviaciones, asi como las sumas
requeridas y la media muestral, esto se da en las tablas 8.4y 8.5.

1 91 21 441

72 2 4 90 20 400
69 -1 1 47 -23 529
73 3 9 50 -20 400
69 -1 1 90 20 400
68 -2 4 88 18 324
68 -2 4 45 -25 625
70 0 0 87 17 289
Ty 3 9 70 0 0
69 -1 1 42 -28 784

10 10

Z(,X, — X)%2 =34 Z(X, — X)%2 = 4192

= i=1

Tabla 8.4: Datos grupo A ejemplo 8.2 Tabla 8.5:Datos grupo A ejemplo 8.2
Tabla 5. Datos grupo B ejemplo 8.2
Fuente: Propia.
Fundacién Universitaria del Area Andina




Con base en los registros de las tablas se tiene que las varianzas muestrales S5y S3 de los
grupos Ay B respectivamente estan dadas por: 8.5.

1v 34
S2 = §Z(Xi - X)? = 5 =377
i=1

10
, 1 , 4192
SB :§Z(X1—X) :T:465,77
i=1

La gran diferencia entre las varianzas refleja las diferencias en la variabilidad de los datos.

Ejemplo 8.3: hallar la varianza de las edades de una muestra de 8 estudiantes de un
colegio de bachillerato. Las edades son: 12, 14,9, 10, 11,9, 11 y 12 afos.

Solucidn: la tabla 6 muestra los elementos para el calculo.

En este caso la varianza se calcula con:

8

, 1 —., _28aios® .

S =7Z(Xi—X) = = 4 aios
i=1

Observamos que la varianza se expresa en unidades cuadradas, (afios?), lo que no tiene
interpretacion directa en relacion con los datos originales.
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X; (atos) (X; — X) (afos) (X; — X) ?(anos?)

0

14 2 4

9 -3 9

10 -2 4

11 -1 1

9 -3 9

11 -1 1

12 0 0
10

X = 11 afios Z(Xi — X)? = 28 aiios?

i=1

Tabla 6. Elementos para el célculo de la varianza del ejemplo

Fuente: Propia.

Para que la dispersion se exprese en las unidades de los datos originales, se debe hallar la
raiz cuadrada de la varianza, obteniendo asi la Desviacion Estandar. Como la desviacion
estandar es la raiz cuadrada de la varianza, veamos el calculo de la desviacién estandar
para los datos de los ejemplos 8.x a 8.x.

Ejemplo 8.4: calcular la desviacion Estandar poblacional para los datos del ejemplo 8.1.

Solucién: La varianza poblacional antes calculada es: 6% = 0,00339733, Por tanto la
desviacién estandar es:

o= +0°=,000339733 =0,058

Lo que indica que en la desviacién promedio de porcentajes de impureza es 0, 058.
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Ejemplo 8.5: hallar las desviaciones estandar para los datos del ejemplo 8.2.

Solucion:

Los valores de las varianzas, aproximado a dos decimales, para cada grupo son:
§%2=3,77 y S% = 465,77

Por tanto las desviaciones estdndar muestrales correspondientes son:

S, = /52 =+v3,77=194 y Sp= [§%= ,46577..=21,58

El valor relativamente pequeno de S, = 1,94, muestra que las desviaciones del grupo, es
un valor cercano a 2, lo que parece razonable al revisar los datos, mientras que el valor de
Sg = 21,58 da una medida de la gran variabilidad en los valores observados en los
puntajes del grupo B.

Ejemplo 8.6: calcular de la desviacién estandar muestral de las edades del ejemplo 8.3.
Solucion:

Las edades son: 12, 14,9, 10, 11,9, 11y 12 ahos y la varianza es $% = 4 afios ?, por tanto la
desviacién estandar es § = 2 afios, lo que indica que el promedio de las desviaciones
respecto a la media es de 2 afos.

Coeficiente de Variacion

La desviacién estandar indica medidas absolutas de la diferencia promedio de los datos
con respecto al promedio, sin embargo es mas ilustrativa alguna medida que indique en
qué proporcién difiere la desviacidon estandar de la media aritmética. La medida de
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dispersién apropiada en este caso es el Coeficiente de variacion, su valor se halla como el
cociente de la desviacion estandar y la media aritmética y cominmente se expresa en
porcentajey. Es decir:

Desviacion Estindar
Media Aritmética

Coeficiente de Variacion =

o
CV = ; x100% (Caso poblacional)

CV = = x100% (Caso muestral)

x|«

El coeficiente de variacién es una medida relativa en el sentido que permite comparar
dispersiéon de dos o mas poblaciones o muestras diferentes, particularmente cuando las
variables a comparar no estan en las mismas unidades. Por ejemplo, cuando se quiere
comparar la variabilidad del ingreso per-capita de Colombia, cuya unidad de medida es el
peso ($) y el de los Estados Unidos, cuya unidad de medida es el Délar.

Ejemplo 8.7: hallar el coeficiente de variacién de los datos del Ejemplo 8.1.

Solucion: en este caso tratamos con una poblacién. La media aritmética y la varianza
respectivamente tienen los valores g = 0,166y o = 0,058, por tanto el coeficiente de
Variacion es:

0,058
" 0,166

x100% = 34,93 %
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Ejemplo 8.8: hallar el coeficiente de variacién para los puntajes del ejemplo 8.2.
Solucion: los valores de desviacién Estandar y media aritmética para cada grupo son:
S,=1,9436; X,=170 Sy = 21,581, Xz =170

Por tanto los valores de coeficiente de variacion son:

CV, = Sa x100% = 1'94><1000/ =277 Y%
A — X—A 0 — 70 0 — ) 0

)

Sg 8
CVp = =2 x100% = x100% = 30,82 %

X5 70

Con el calculo del coeficiente de variacion resulta mas clara la diferencia en la variabilidad
de las dos muestras, el grupo A presenta una variacion promedio del 2,77 % respecto a la
media, mientras que el grupo B presenta una del 30,83 %.

Ejemplo 8.9: Hallar el coeficiente de variacién de las edades del ejemplo 8.3.

Solucion: En los ejemplos 8.3 y 8.6 vimos que la media y la desviacién estandar de la
muestra, son X = 11 afios S = 2 afios; por tanto el coeficiente de variacion es:

S 2 anos
CV = =%x100% = ————x100% = 18,18%
X 11 afos
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Medidas de dispersion de datos agrupados

El calculo de medidas de dispersion de datos agrupados se realiza con base en la marca de
clase y no con base en los valores individuales, también se distingue los casos
poblacionales y muestrales.

Calculo de medidas de dispersion de datos agrupados. Caso poblacional

La varianza poblacional de un conjunto de datos agrupados es el promedio ponderado de
los cuadrados de las desviaciones de la marca de clase. Con base en una distribucién de
frecuencias de datos poblacionales agrupados, podemos hallar la varianza poblacional
usando la férmula de la definicién o de la férmula abreviada, las respectivas férmulas son:

K K
1 — 1 —2
02=N2fi-(xl_ w? o0’ = NZfi-Xz - u

Donde

o? = Varianza poblacional.

N = Tamafio de la poblacion.

k = Cantidad de clases.

fi = Frecuencia de la i — esima clase.

X, = Punto medio o Marca de la i — esima clase.
U = Media aritmética poblacional.

o = Desviacion estandar poblacional.

La desviacion estandar sigue siendo la raiz cuadrada de la varianza y el coeficiente de
variacion es el cociente entre la desviacion estandar y la media poblacional, es decir:

o
o=+a%? y CV:[_JX100%
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Ejemplo 8.10: calcular la varianza, desviacion estandar poblacional y el Coeficiente de
variacion correspondiente a los datos del ejemplo 7.11.

Solucion:

La tabla 7 muestra las clases y elementos para hallar la media poblacional.

El calculo de la media nos muestra que:

1 | 1-10 55 37 2035

2 (1120 15,5 67 1038,5

3 |21-30 2ol 90 2295

4 [31-40 25,5 133 3391,5

5 |41-50 455 165 7507.5

6 |51-60 GOk 155 8602,5

7 |61-70 65,5 127 8318.,5

8 |71-80 75,5 94 7097

9 |81-90 85,5 55 4702,5

10({91-100 |95,5 37 3533,5

N = 960 S

Zfi'x‘ — 46690
i=1

Ahora es recomendable elaborar una tabla que contenga los elementos para calcular la
varianza, esta es la tabla 8 con informacién para usar cualquiera de las dos férmulas.
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i X" X -p X —-w? [i(X;—p)?
1(1-10 | 5,5 30,25 a1 1119,25 -43,14 | 1860,63 68843,24
2| 1120 |115,5| 240,25 | 67 | 16096,75 | -33,14 | 1097,93 73561,19
3(21-30|255| 650,25 | 90 58522,5 -23,14 | 535,23 48170,54
4131-40(255| 650,25 [133| 86483,25 | -23,14 | 535,23 71185,35
5141-501455]2070,25 | 165 | 341591,25 -3,14 9,83 1621,66
6|51-60|555]3080,25|155| 477438,75 6,87 47 .13 7304,87
7|61-70|655|4290,25|127| 544861,75 | 16,87 284 43 36122,38
8(71-80|755|5700,25| 94 | 535823,5 26,87 721,73 67842,45
9 (81-90|855|7310,25| 55 | 402063,75 | 36,87 | 1359,03 74746,55
10| 91-100 (95,5 9120,25 | 37 | 337449,25 | 46,87 | 2196,33 81264,14
k 10

Zfi-zz Zf;(z— M_)z

i=1 i=1

= 2801450 = 530662, 4

El calculo de la varianza con la formula de la definicion muestra que:

530662, 4

k
1 -
2 _ . _ 2 - 7
o2 = N-Z fir. (% — ) S0 — = 552.77
=

Utilizando la férmula abreviada se tiene:

k
, [1 —2\ (2801450 ,
o-=\|\5) fiXy |—n (—) —(48,63)“ = 2918,18 — 2365,35 = 552,81
NZ ’ 960
1=

La pequena diferencia que se ve se debe a aproximacion en los calculos, las férmulas son
equivalentes. En los ejemplos sucesivos solo se usara una de las formulas.
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La desviacién estandar viene dada entonces por:

o =+ a? = /552,81 = 23,71

Con los valores u = 48,635, o = 23,71, El coeficiente de variacién correspondiente es:

23,71
48,635

x100% = 48,75%

Ejemplo 8.11: hallar la varianza, la desviacién Estandar y el Coeficiente de Variacion de los
datos del ejemplo 7.3.

Solucidn: en el ejemplo 7.6 (semana 7) encontramos que la media de los datos del
ejemplo 7.3 dio un valor de u = 12,X8. Ahora calculemos la varianza usando la férmula
abreviaday la tabla 9.

1| 46 | 5| 25 | 10 250
2 | 68 | 7| 49 | 20 980
3 8100 | 9| 81 | 28 2268
4 (00,12 [ 11| 121 | 23 2783
5 [ [112,14) | 13 | 169 | 40 6760
6 | [14,16) | 15 | 225 | 29 6525
7 | 16,18) | 17 | 289 | 22 6358
8 |[18,20) | 19 | 361 | 28 10108

8

Zfi.ff — 36032

i=1
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El clculo de la varianza es el siguiente:

k

2 _ 12 X2 | _ 2 = (36032 5eg’ (12,78 seg)? = 180,16 — 163, 32

o = N L fi' i n = 200 Y Seg - ) ’
i=

= 16,84 seg*

La desviacion estandares:

o= 16,84 seg? =4,1seg

Conu=12,78 seg y o = 4,1 seg, el valor del coeficiente de variacién es:

o
CV = EX100% =32,08%

Calculo de medidas de dispersion de datos agrupados. Caso muestral.
A partir de una distribucion de frecuencias de datos agrupados propios de una muestra, la
varianza se puede calcular mediante cualquiera de las dos férmulas siguientes:

k k
1 o 1 _
2 = 3 L 2 2 & 3 2 _
s _N—l,Zf“(X‘ X) 0 §2 = Zfl.xl e
1= i=

Donde

N = Tamafio de la muestra.

k = Cantidad de clases.

fi = Frecuencia de la i — esima clase.

X; = Punto medio o Marca de la i — esima clase.
X = Media aritmética muestral.

S = Desviacion Estandar muestral.

CV = Coeficiente de variacion.
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La desviacion Estandar es:

El Coeficiente de Variacion es:
S
cV = i xX100%

Ejemplo 8.12: calcular la varianza, la desviacién estandar y el coeficiente de variacién del
conjunto de datos del ejemplo 7.3.

Solucidn: ce hace uso de la férmula abreviada para la varianza, la informacién requerida se
presenta en la tabla 10 (la media X = 59,033, N se calcul6 en el ejemplo 7.5):

X =59,033,N = 150

i 20-29 | 245 | 600,25 14 8403,5
2 3039 | 345 | 119025 | 26 30946,5
3 2049 | 445 | 198025 17 33664,25
2 50-59 | 545 | 297025 | 25 74256,25
5 60-69 | 645 | 416025 13 54083,25
6 70-79 | 745 | 5550,25 16 88804
7 8080 | 845 | 714025 | 22 157085,
8 90-99 | 945 | 893025 17 151814,25
k
Zfi.)‘(,? — 599057, 5
i=1
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Por tanto la varianza esta dada por:

1 ([~ . .,\ NX* 599057,5 (150)(59,033)2
S P -

- "N-1 150-1  150-1
i=

~599057,5 - 522734,26  76323,24

2
S 149 149

= 512,23

Con lo que la Desviacién Estandar corresponde a:

§S=,512,23 = 22,63

Con§S =22,63yX = 59,033 el Coeficiente de Variacion viene a ser:

S
CV = ):(XlOO% = 38,33%
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