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Ante la necesidad de formacion del futuro profesional en re-
lacion a principios de estadistica y probabilidad, la presente
cartilla apunta a una introduccién general de la estadistica,
aborda inicialmente conceptos fundamentales de la misma,
tales como la clasificacién de la estadistica en estadistica des-
criptiva y estadistica inferencial, conceptos asociados a pobla-
cion, muestra y variables estadisticas. El desarrollo de la carti-
lla luego se adentra en temas relacionados con organizacion
y presentacién de datos, enmarcados en el area de la estadis-
tica descriptiva, especificamente si se trata las distribuciones
de frecuencia apoyados en ejemplos.

Las distribuciones de frecuencias presentadas en tablas, son
la base para el tratamiento de una tematica no menos im-
portante dentro del campo de la estadistica: la presentacion
grafica de datos. En esta representacién grafica de datos es-
pecificamente se estudian los diagramas de barra, los grafi-
cos circulares, los histogramas entre otros. La tematica de la
cartilla finaliza con un abordaje basico de las medidas de ten-
dencia central, entre las que se destaca la media aritmética o
promedio y se presentan calculos de la misma para los casos
de datos originales y datos agrupados.

Fundacién Universitaria del Area Andina



U1 Metodologia

Muy seguramente la principal recomendacion que se debe dar al futuro profesional es la
adopcién de una actitud de compromiso frente a su proceso de formacién, no solo en lo que
se refiere a esta cartilla, sino al curso en su totalidad; sin embargo, tal recomendacién resulta
muy general. De manera especifica, se recomienda hacer cuidadosa lectura del presente
material, tratando de elaborar versiones resumidas a través de un mapa conceptual, un cua-
dro sindéptico o cualquier otra forma que considere conveniente; tal resumen ha de contem-
plar las ideas bdsicas relacionadas con clasificacion de la estadistica, poblacién, muestra,
variables, clasificacion de variables, distribuciones de frecuencias, representacién grafica de
datos y medidas de tendencia central. Es muy importante la asociacion de los diferentes
conceptos y formularse el reto de describir otros ejemplos diferentes a los aqui presentados.
Es util también que realice la verificacion de las operaciones numéricas de los ejemplos da-
dos.

El estudiante ademas, debe comprender que la lectura de esta cartilla no es el Unico elemen-
to propuesto para alcanzar el deseado nivel de comprension, se presentan también recursos
de videoconferencias, resumenes, videodiapositivas y ejercicios de repaso. En la seccion co-
rrespondiente a videocdpsulas se muestran una serie de videos orientados al fortalecimien-
to de las tematicas que son objeto del curso. El seguimiento de las recomendaciones aqui
dadas puede facilitar el afianzamiento del tema y brindar la posibilidad de adquirir mayor
confianza frente a los contenidos posteriores.
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Desarrollo tematico

A continuacion se presentan un conjunto de
conceptos bdsicos de estadistica, muchos
de ellos seran usados a lo largo del desarro-
llo del médulo y serd importante que como
estudiante los tenga en cuenta y se remita
a ellos cada vez que lo considere necesario.

{Quaé es la estadistica?

El término estadistica se deriva de la pala-
bra ESTADO, en razén a que los gobiernos
para su planificacion, han llevado registros
de muchas variables como poblacién, na-
cimientos, defunciones, exportaciones, im-
puestos, produccién, entre otros. La estadis-
tica es una rama de la matematica dedicada
al andlisis de datos con el fin de poder sa-
car conclusiones apropiadas que apoyen la
toma decisiones. La tarea de la estadistica
demanda la previa recoleccion de datos y
su organizacion de tal manera que se faci-
lite el analisis. Esta cuenta con un conjunto
de principios, procedimientos y métodos
basados, entre otros, en la elaboracién de
tablas de datos, representaciones graficas
y expresiones matematicas asociadas a me-
didas representativas del conjunto de datos
bajo analisis, con el fin llevar a cabo las ta-
reas propias que contemplan el estudio o
investigacion estadistica. La estadistica es
una valiosa herramienta de investigacion

en campos tales como las ciencias natura-
les, ciencias sociales, educacién, ciencias de
la salud, ingenieria, administracion, econo-
mia y negocios. Se clasifica en dos grandes
ramas: la estadistica descriptiva y la estadis-
tica inferencial.

Estadistica descriptiva

Es la rama de la estadistica cuya tarea se
centra en la recoleccién, organizacion y
presentacion de los datos a fin de ser inter-
pretados y analizados apropiadamente. Sus
conclusiones son aplicables al grupo del
cual se obtienen los datos y no a la totalidad
de casos posibles. Por ejemplo, la coordina-
cion del programa de Negocios Internacio-
nales de la Fundacién Universitaria del Area
Andina, esta interesada en la obtencién de
informacion estadistica relacionada con el
rendimiento académico de sus estudiantes,
si aplica procedimientos estadisticos sobre
la informacién correspondiente a los estu-
diantes de segundo semestre, el andlisis
realizado no necesariamente se extiende o
generaliza a todos los estudiantes del pro-
grama, y mucho menos a la totalidad de es-
tudiantes de la institucion.

Estadistica inferencial

Dada la frecuente dificultad para realizar es-
tudios sobre la totalidad de casos posibles,
se suele seleccionar un conjunto restringi-
do de casos sobre los cuales es mas viable
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realizar el estudio. Tomando como base la
informacién correspondiente a casos de-
bidamente seleccionados, la estadistica
inferencial se centra en la inferencia o de-
duccion respecto a la totalidad de casos po-
sibles. Por ejemplo, una firma encuestadora
realiza un estudio sobre la preferencia de
los ciudadanos en relacién a los candidatos
que participaran en la préxima eleccién de
alcalde; puesto que a la firma no le resulta
practico encuestar a todos los votantes, se-
lecciona un grupo de personas habilitadas
para votar, y con base en el analisis de los
resultados plantea generalizaciones sobre
todos los posibles votantes.

El proceso de generalizacion o inferencia, a
partir de la informacién de un grupo peque-
no, es arriesgado y no puede realizarse con
certeza absoluta, inherente a él esta la in-
certidumbre o margen de error; sin embar-
go, esta incertidumbre se puede controlar
al tiempo que es posible medir el nivel de
confianza de las deducciones, para lo cual
resulta esencial el uso de fundamentos de
calculo de probabilidad. Esta primera car-
tilla y la correspondiente a la semana 2, se
centran en el estudio y aplicacién de prin-
cipios y procedimientos de estadistica des-
criptiva, las cartillas de la 2 a la 8 se dedican
al estudio de calculo de probabilidad. Para
iniciar el curso se presentan a continuacién
un conjunto de conceptos propios del am-
bito estadistico en general.

Conceptos basicos de estadistica

Un estudio estadistico llevado a cabo de
manera sistematica involucra un conjunto
de conceptos, a continuacién se relacionan
los conceptos basicos de la estadistica:

Poblacion o universo

En un estudio o investigacion estadistica, la
poblacién corresponde a la totalidad de ele-
mentos o unidades que forman el 4rea de
interés, es decir, el conjunto total de perso-
nas, elementos u objetos con caracteristicas
comunes respecto a los cuales se requiere
obtener informacion. Nétese que el término
poblacion hace referencia no solo a las per-
sonas que habitan en una ciudad, regién o
pais.

En un estudio estadistico la poblacién debe
estar perfectamente delimitada en el tiem-
po y en el espacio, por ejemplo, para hacer
un andlisis de las pequefias empresas, se
debe especificar cudles empresas y en qué
periodo de tiempo se analizan, un caso po-
dria ser las pequenas empresas de la capital
del pais en el afno 2008.

Muestra

El término muestra se refiere a una porcion
de la poblacién, que es seleccionada para
realizar un estudio. Las causas por la cuales
se realizan estudios a partir de muestras, y
no siempre sobre toda la poblacién, son va-
riadas, una de ellas es la dificultad o impo-
sibilidad de realizarlo sobre toda la pobla-
cion, lo cual esta ligado a grandes costos y
demasiado tiempo requerido para para la
recoleccién de datos. Otra razén puede ser
la naturaleza destructiva de la seleccién, por
ejemplo, al realizar control de calidad sobre
un lote de fésforos, no tiene sentido probar
todos los elementos del lote.

La muestra debe ser seleccionada de tal ma-
nera que sea representativa de la poblacion,
un punto seria si se hace una investigacion
sobre habitos de consumo de alcohol, quiza
no sea apropiado tomar una muestra de un
grupo de personas en una discoteca, tam-
poco en un convento o en una comunidad
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cristiana. La seleccién de la muestra debe
cumplir requisitos para que sea representa-
tiva, estos requisitos se refieren a lo que se
conoce como proceso de muestreo.

Individuo

Un individuo, en un estudio estadistico, es
cada una de las unidades que forman la po-
blacion, por ejemplo al considerarla como
poblacién la totalidad de personas con em-
pleo formal, un individuo es cualquiera de
las personas debidamente empleada. Se-
gun este concepto, se puede decir que la
poblacion es la totalidad de los individuos.

Variable estadistica

En estadistica una variable es una caracte-
ristica de interés de cada uno de los indi-
viduos, por ejemplo: edad, ingreso, nacio-
nalidad de una persona, cantidad de lluvia
caida, entre otras. Las variables usualmente
se representan con letras mayusculas como
X,Y, Z, u otra de mayor significado en el con-
texto. Los valores de una variable corres-
ponden al conjunto de posibles resultados
de la observaciéon en un estudio estadistico,
todos los valores obtenidos conforman los
datos del estudio.

Clasificacion de las variables estadisticas

Las variables pueden clasificarse de dife-
rentes formas. Una clasificacion diferencia
variables cualitativas y cuantitativas, y entre
las cuantitativas distinguimos las discretas y
continuas. A continuacion se presentan es-
tos conceptos asociados a las variables.

Variables cualitativas

Las variables cualitativas hacen referencia
a una caracteristica cuyo valor puede indi-
carse a través de una cualidad o valor no

numeérico, por ejemplo, el departamento de
origen de un estudiante; ocupacién, sexo,
cargo de un grupo de personas, entre otras.

Variable cuantitativa

Las variables cuantitativas se refieren a ca-
racteristicas cuyos valores pueden expre-
sarse numéricamente y realizar con ellos
operaciones matematicas, ejemplo: peso,
estatura, salarios. Entre las variables cuanti-
tativas distinguimos las discretas de las con-
tinuas.

Variable discreta

Las variables discretas toman sus valores
del conjunto de numeros naturales, fre-
cuentemente se asumen como Vvariables
de conteo, a través de la cual no es posible
expresar valores fraccionarios. Ejemplos de
variables discretas son: nimero de automé-
viles que entran a un parqueadero y nume-
ro de cheques girados al mes.

Variable continua

Las variables continuas toman sus valo-
res del conjunto de numeros reales, por lo
que pueden tomar cualquier nUmero com-
prendido entre dos valores especificos, es
decir, se permite que tome valores decima-
les. Ejemplos de variables continuas son: el
peso, duraciéon de una conversacién, tiempo
gastado en ir de la casa al trabajo.

Pasos de una investigacion estadistica

El proceso de aplicacidon de la estadistica
implica una serie de pasos, los principales
se describen brevemente a continuacion:

Definicion de poblacion o muestra y
variables: En el caso de que se desee to-
mar una muestra, es necesario determi-
nar el tamanoy el tipo de muestreo a rea-
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lizar (probabilistico o no probabilistico).

Obtencion de los datos: Este paso pue-
de realizarse mediante observacién di-
recta de los elementos, aplicaciéon de en-
cuestas y entrevistas, y la realizacion de
experimentos.

Clasificacion, tabulacion y organiza-
cion de los datos. Esto incluye el trata-
miento de datos considerados anémalos
que pueden en un momento dado falsear
el analisis de los resultados. La tabulacién
implica el resumen de los datos en tablas
y graficos.

Analisis descriptivo de los datos. El
analisis se complementa con la obten-
cion de indicadores estadisticos como las
medidas, las cuales se estudiaran en este
maodulo.

Analisis inferencial. Se aplican técnicas
de tratamiento de datos, que involucran
elementos probabilisticos, permitiendo
inferir conclusiones a partir de una mues-
tra.

Distribucion de frecuencias

En estadistica el término frecuencia se refie-
re al nimero de veces que se presenta un
valor especifico de la variable. Una distribu-
cion de frecuencias es una tabla que resume
informacion de los diferentes valores o cate-
goriasy las veces que ocurren. En un estudio
estadistico se puede elaborar distribuciones
de frecuencias para variables cualitativas y
cuantitativas.

Frecuencia absoluta y frecuencia relativa

La frecuencia absoluta o simplemente fre-
cuencia se refiere al nUmero de veces que se
presenta un valor especifico de la variable,
mientras que la frecuencia relativa repre-
senta la fraccion del total de datos que co-

rresponde a un valor o categoria especifica.
La frecuencia relativa se calcula dividiendo
la respectiva frecuencia absoluta por el nu-
mero total de datos. Las frecuencias absolu-
ta y relativa se pueden calcular tanto para
variables cualitativas como cuantitativas.

Frecuencia absoluta acumulada y relati-
va acumulada

A las variables cuantitativas aplica el con-
cepto de frecuencia acumulada. La fre-
cuencia absoluta acumulada de un valor
corresponde a la suma de las frecuencias
absolutas de valores menores o iguales que
el valor especificado, mientras que la fre-
cuencia relativa acumulada es la frecuencia
absoluta acumulada dividida por el numero
total de datos.

Ejemplo 1.1: En la Tabla 1 se muestra la dis-
tribucion de frecuencias correspondiente a
preferencias de colores de carros. La Tabla
2 muestra la distribucién de frecuencias de
los resultados obtenidos en 200 lanzamien-
tos de un dado. Se presentan las frecuencias
relativas en forma de fraccién y en forma
decimal.
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Notacion sigma

Antes de continuar con el estudio de conceptos y principios correspondientes a este curso,
conviene analizar brevemente la notacion sigma. En estadistica y en matematica en general,
se usa el simbolo X (Letra griega sigma en mayuscula) para abreviar la suma de un conjunto
de términos que dependen del valor de un indice. La siguiente expresion muestra una suma
genérica abreviada con la notacion sigma.

i/
Zx[': Xl +IE+---—E—XH
i=1

Agui se tiene una variable X;, donde el subindice i toma los valoresi=1, i=
2,..,i=mn, por lo tanto la X; toma los valores X, X, .., X,. Por ejemplo si
X,=3 X,=7X3=10, X, =11, X;: =8, X; =5, X; =1, usando la notacién
sigma se tiene:

7
ZX;=3-E—?-E—1'I]+11+B+5+1=45

i=1
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Distribuciones de frecuencia de variables cuantitativas

Cuando se observan variables de interés se obtiene un conjunto de resultados llamados da-
tos originales, si el conjunto de posibles valores es pequeno, como cuando se lanza un dado,
no existe dificultad al elaborar la tabla que muestre la frecuencia de cada valor; pero si hay
un gran numero de posibles valores, puede ser poco practico crear una tabla de distribucién
con la frecuencia de cada valor, en estos casos conviene mas crear clases, grupos o intervalos
de valores y elaborar la distribucion de frecuencias de datos agrupados, en la cual se mues-
tre la informacién concerniente a la frecuencia de cada grupo. Las clases creadas deben ser
mutuamente excluyentes y exhaustivas, lo que significa que cada dato debe pertenecer a
una y solo una clase, la tabla se construye de tal forma que las clases se escriben en orden
ascendente segun los valores.

Frecuencias absolutas y relativas de clases

La frecuencia absoluta de la i-esima clase es el nUmero de ocurrencias de valores que estan
entre los valores que definen la clase, se denota mediante el simbolo fi-La frecuencia relativa
i-esima clase es el cociente de su frecuencia absoluta y el nUmero total de datos, si la repre-
sentamos mediante f;.y N es el numero total de datos, se tiene:

fi= % = (frecuenciarelativa de la clase i)

Para efectos de célculos a partir de la tabla de distribucion de frecuencias, es util asignar un
indice o numero a cada clase: 1 a la primera, 2 a la segunda y asi sucesivamente. En los en-
cabezados de la tabla de frecuencia y en las diferentes férmulas de célculo se usa el niumero
i como subindice para referirse a valores asociados a la clase que ocupa el lugar i por ejem-
plo f;.representa la frecuencia de la clase donde toma valores desde i=n, hasta

i =1 loqueusualmente se representa mediante i=1,2,..,n.

La suma de las frecuencias relativas de todas las clases es igual a la unidad, es decir:
mn
Dhi=fitfet o tfa=1
i=1

La frecuencia absoluta acumulada de la k-esima clase corresponde a la suma de las frecuen-
cias absolutas hasta esa clase. La frecuencia absoluta de la k-esima clase se denota median-
te Fr yestad dada por:

k
Fe=) fi=fi+fat+fi
i=1

La frecuencia relativa acumulada de la k-esima clase es el cociente de la frecuencia acumu-
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lada de la clase y el nUmero total de datos,
se denota mediante Fy. Para un total de N
datos, la frecuencia relativa acumulada de la
k-esima clase esta dada por:

Fy

N

La frecuencia relativa acumulada de la ulti-
ma clase corresponde a la unidad o al 100
%.

I_?k=

A continuacion se presentan otros concep-
tos que se deben tener en cuenta en la ela-
boracion de una distribucion de frecuencias.

Rango de datos y limites de clase

El rango de un conjunto de datos es la dife-
rencia entre el mayor valor y el menor valor
de todas las observaciones. Los limites de
clase son los valores que definen una clase,
se identifica en ellos el limite inferior y el li-
mite superior. Se deben elegir de tal manera
gue un valor especifico pertenezca a unay
exactamente una clase, una forma de ase-
gurarse de esto en el caso de variables con-
tinuas es usar la notacion de intervalos.

Amplitud o ancho de clase

La amplitud de una clase es una medida del
rango de valores de la clase. No es obliga-
torio que todas las clases tengan igual am-
plitud, pero lo usual es definirlo asi para fa-
cilitar los calculos. Cuando una distribucién
de frecuencias estd claramente definida, el
valor de la amplitud de una clase, excepto
la dltima, se puede calcular restando el li-
mite inferior de la respectiva clase, al limite
inferior de la clase siguiente. El calculo de
amplitud de clase también puede hacerse
restando el limite superior de la clase ante-
rior al limite superior de la respectiva clase,

excepto para la primera.

Existen situaciones en las que a la prime-
ra clase no se le defina limite inferior o a la
ultima no se le defina limite superior, por
ejemplo, al considerar rangos de edades
medidas en anos cumplidos, podria tener el
siguiente conjunto de clases:

De 0 a 5 anos.
De 6 a 12 anos.
De 13 a 25 anos.

26 aNos 0 mas.

Marca o punto medio de una clase

La marca de una clase es el valor que se en-
cuentra en la mitad del intervalo de valores
de la clase y se considera como su valor re-
presentativo. Para cada una de las clases, la
marca de clase se representa mediante el
simbolo X: y se calcula promediando los va-
lores extremos de la clase.

Construccion de tabla de distribucion de
datos agrupados

Ante la necesidad de elaborar tablas de dis-
tribucion de frecuencias de datos agrupa-
dos se debe elegir el nimero de clases y por
ende, la amplitud de las clases.

Eleccion del niumero de clases

Para elegir el nUmero de clases que agrupen
N datos, una util sugerencia es tomar un nu-
mero de clases ¢ tal ¢ que sea el menor
numero que satisfaga la siguiente desigual-
dad:

N <2°

Por ejemplo, para N=100, datos se busca el
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primer nimero natural c tal que 2¢ iguale o supere a N=100. Al probar con ¢=6, se observa
que la potencia 2°=64 es menor que 100, por lo tanto se prueba con un niumero mayor.
Tomando ¢=7, se tiene que el nUmero 27 = 128 superaa 100, con lo cual ¢=7 es un apro-
piado numero de clases.

Eleccion de la amplitud de clase

A partir del valor del rango de datos y el nUmero de clases a crear, se puede definir la ampli-
tud de las clases con base en la siguiente operacién:

Amplituddecl AC Rango R
mptitugacctase = " NUmerodeclases ¢

En la practica se suele hacer aproximaciones hacia un numero superior de tal forma que se
tenga un valor de comodo manejo. Por ejemplo, para 120 datos, en donde el mayor valor
observado es 224 y el menor es 97, se tiene que el rango de valores es:

R =224 -97 =127

Un nuimero apropiado de clases es ¢=7 puesto que (2% = 128 > 120). Por tanto, para el cal-
culo de amplitud de clase se tiene:

R 127
AC=—= —= 18,1428
[ 7

Un valor mas cdmodo para la amplitud de clase A€ podriaser AC = 20

Ejemplo 1.2:a los 150 estudiantes de ingenieria de una universidad se les pregunta sobre la
cantidad de obras literarias que han leido en su vida, los datos recogidos se muestran en la
siguiente Tabla; con la informacién se pide construir la tabla de distribucién de frecuencias
gue muestre la marca de clase, las frecuencias absolutas, relativa, absoluta acumulada y re-
lativa acumulada, nétese que se trata de un estudio sobre una variable cuantitativa discreta.

Tabla 1.3. Datos originales de un estudio sobre cantidad de obras leidas.
Fuente: propia.
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Solucion:

Cantidad de clases: con un total de N= 150 datos, un apropiado nimero de clases es ¢= 8
yaque 28 = 256 eslaprimera potencia de 2 que supera a N=150.

Rango de datos: el mayor valor de todas las observaciones es X=97, mientras que el menor
valor es X=20, por lo tanto el rango esta dado por:

R=97-24=73

Amplitud de clases: como se tomaran 8 clases para la distribucion, la amplitud de clases se
obtendra a partir del cociente entre el rango de datos y el nUmero de clases, es decir:

73
AC =3 = 9,125

Un valor conveniente al cual aproximar la amplitud de clase es: AC = 10.

Definicion de los limites de clase y conteo de valores: los limites de clase se pueden ele-
gir sin que necesariamente correspondan a valores reales de observaciones, para los casos
especificos de la primera y Ultima clase, se pueden considerar valores inferiores al minimo de
las observaciones y mayores al maximo, respectivamente. En este caso, dado que los valores
son algo mayores que 20 y menores que 100 se consideran las clases que se indican en la
Tabla 1.4, que también muestra las marcas del conteo de valores.

1 20-29 10101 =14

2 30-39 001001011 il =26
3 40-49 1l =17

4 50-59 10001017 =25
5 60-69 117 =13

6 70-79 1011 =16

7 80-89 1 =22
8 90-99 1 il =17

Tabla 1.4. Definicidn de clases y conteo.
Fuente: propia.

Elaboracion de la tabla de distribucion de frecuencias: con base en las clases definidas y
el conteo realizado, se presenta en la Tabla 1.5 la distribucién de frecuencias, en ella aparece
las frecuencias absolutas, relativas y acumuladas y las marcas de clase.
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Tabla 1.5. Tabla de distribucién de frecuencias incluyendo marcas de clase.
Fuente: propia.

Ejemplo 1.3: en estudios oftalmoldgicos se realizan pruebas respecto al tiempo entre par-
padeo de los pacientes. Se toman datos de 200 pacientes, los tiempos estan dados en se-
gundos y aparecen en la Tabla 1.6, se pide la tabla de distribucién de frecuencias.

Solucion:

Cantidad de clases: con N= 200, datos un razonamiento similar al del ejemplo anterior se
encuentra que ¢= 8 es un apropiado nimero de clases.

1265 | 157 | toa4 | 7337 | a1 | 199 | 1038 | 1322 ‘6917 | sass-
o655 | 123 | 169 | 1429 | w7 | 109 | tase | 1173 | 902 | 2
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Tabla 1.6. Datos originales de un estudio sobre tiempos entre parpadeos.
Fuente: propia.

Rango de datos: El mayor valor que toma la variable es =19,901, y el menor es
0O = 0,000, lo que arroja un valor para el rango dado por:

0= o, 000-0,000 =00,00d

Amplitud de clases: Con 8 clases y rango 14,542, un calculo para longitud de clases es:

ug,ooo
0=—"""

O
Por comodidad se considera: AC = .

= [0,00000

Limites de clase y conteo de valores: analisis similares a los del ejemplo 1.2 y revisando los
valores extremos del conjunto, es pertinente considerar clases cuyos limites inferiores sean
4,6,8,10,12,14,16y 18. La Tabla 1.7 muestra las clases y el conteo

[
1 [4,6) 101 =10
2 [6,8) 1 e =20
3 [8,10) A T =28
4 [10,12) 10 =23
5 [12,14) A A T V)
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6 [14,16) 100000 1 =29
7 [16,18) 1000 =22
8 [18,20) 1000 =28

Tabla 1.7. Definicion de clases y conteo de valores.
Fuente: propia.

Elaboracion de la tabla de distribucion de frecuencias: |a Tabla 1.8 es la tabla de dis-
tribucion de frecuencias, muestra las clases, las marcas de clase, las frecuencias absoluta,
relativa, absoluta acumulada y relativa acumulada.

Clase _ O O | Dn [m] 0 [m]
1 [O,0) 0 0o | 0,00 00 0,00
2 [O,0) 0 00 0,0 00 0,0
3 [O0,00) 0 0o | 0,00 00 0,00
4 [O00,00) 00 | 00 | 0,000 0o | 0,000
S [O00,00) 00 | 00 0,0 0oo | 0,000
6 [O00,00) oo | 00 | 0,000 ( OO0 | 0,00
7 [OO,00) 0o | 0o | 0,00 000 0,00
8 [O00,00) oo | 0o (| 0,00 | 000 0

Tabla 1.8. Distribucién de frecuencia incluyendo marcas de clase.
Fuente: propia.

Presentacion grafica de datos

La presentacién grafica de datos es una herramienta muy util ya que permite tener una ra-
pida idea del comportamiento de los datos, se diferencia la elaboracién de graficos de varia-
bles cualitativas y cuantitativas.

Graficos de barra

Un grafico de barras se usa en la representacion de datos de variables cualitativas. Se ela-
boran a partir de una tabla de distribucién de frecuencia considerando los valores de la
frecuencia absoluta o frecuencia relativa. Su construccién se da en un plano cartesiano, ge-
neralmente el eje horizontal se usa para indicar las etiquetas de las categorias, mientras que
el eje vertical se usa para representar los valores de frecuencias. Las barras son rectangulos
cuya base, por lo general de ancho fijo, se traza sobre cada etiqueta de valores y su altura se
traza hasta que coincida con el valor de la frecuencia. Las barras pueden dibujarse notable-
mente separadas.
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Ejemplo 1.4: la figura 1.1 muestra los gra-
ficos de barras de frecuencia absoluta y de
frecuencia relativa del Ejemplo 1.2.

Grafico circular

Los graficos circulares o diagrama de torta,
son otra forma de presentacién de datos
cualitativos, consiste en un circulo dividido
en diferentes sectores. Un gréfico circular se
elabora a partir de los valores de frecuencia
absoluta y relativa, a cada categoria corres-
ponde un sector cuya area es proporcional
a su frecuencia. El drea de cada categoria
se asigna teniendo,en cuenta que al nume-
ro total de datos le corresponde 360° los
del circulo. El calculo para asignar medidas a
cada categoria se base en lo siguiente:

N ———» 360°

f———lrx

Entonces: [ = —(':}'(':j:': )

Ejemplo 1.5: la figura 1.2 corresponde
al grafico circular de los datos del ejem-
plo 1.1. Como el numero total de datos es
0 = 80, para el caso en que la frecuencia
absoluta es 0 = 23, setiene que la medida
del angulo es:

_ (oo).(ooot)

Histograma de y poligono de frecuencia

Los histogramas y poligonos de frecuencias
se usan en la representacion de datos de
variables cuantitativas a partir de una distri-
bucién de frecuencia de datos agrupados.

El histograma se construye sobre un plano
cartesiano, en el horizontal se indica los li-
mites de clases y en el vertical los valores
de las frecuencias de clase. Los elementos
fundamentales del histograma son rectan-
gulos, cuya base se define segun el ancho
de cada clase y su altura por la frecuencia.

Un poligono de frecuencia se construye
a partir de los mismos ejes del histograma,
pero en el eje horizontal se toma los valo-
res de la marca de clase y en el vertical, la
frecuencia respectiva. Los elementos fun-
damentales del poligono de frecuencias
son pares de puntos determinados por las
marcas de clase y la respectiva frecuencia,
los puntos resultantes se unen mediante
segmentos de recta, para una mejor visuali-
zacion, se acostumbra considerar dos pun-
tos adicionales sobre el eje horizontal, uno
que coincida con el limite inferior de la pri-
mera clase y otro con el limite superior de
la dltima, aunque en algunos documentos
se agrega dos clases ficticias de frecuencia
cero, una antes de la primera y la otra des-
pués de la ultima.

Se puede dibujar el poligono de frecuencia
sobre el mismo histograma, en cuyo caso
basta con unir los puntos medios de la par-
te superior de los rectangulos sucesivos del
histograma.
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Ejemplo 1.6: la figura 1.3 muestra los histogramas y poligonos de frecuencias de los datos
de los ejemplos 1.3y 1.4.

Numero de obras literarias leidas por 150 estudiantes de Ingenieria Tiempo entre parpadeo en 200 pacientes

e e NN W
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CANTIDAD DE LECTORES
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RANGO DE OBRAS LITERARIAS LEIDAS TIEMPO ENTRE PARPADEQ

Figura 1.3. Histograma y poligono de frecuencia a) Numero de obras leidas por 150 estudiantes b) tiempo entre parpadeo.
Fuente: propia.

En un histograma también se puede representar las frecuencias acumuladas, resultando el
histograma de frecuencia acumulada. Por otra parte un poligono de frecuencia acumulada,
también conocido como Ojiva, se construye de tal forma que en el eje horizontal se conside-
ran los valores de los limites superiores de clases en lugar de la marca de clase; sin embargo,
en el caso de variables discretas, se debe tener en cuenta que hay un salto entre el limite
superior de una clase y el limite inferior de la siguiente, por lo que realmente se conside-
ra el promedio de estos limites consecutivos. Si se desea se puede dibujar la ojiva a partir
del histograma de frecuencia acumulada, en cuyo caso basta con unir los puntos extremos
derechos de la parte superior de los rectangulos sucesivos del histograma. Los siguientes
ejemplos ilustran estas ideas.
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Ejemplo 1.7: la figura 1.4 muestra las ojivas de los datos de los ejemplos 1.3y 1.4.

Frecuencia acumulada Frecuencia acumulada
250

200
2
z 172
§1so 156
a 121
)
& 100
§ 81
50 58
29
10
—t— 0 —b : .
30 40 50 60 70 80 90 100 4 6 8 10 12 14 16 18
NUMERO DE LIBROS TIEMPO ENTRE PARPADEO

Figura: 1.4.
Fuente: Propia.

Las medidas de tendencia central

Al describir un conjunto de datos, con frecuencia es de deseable hacerlo de la manera mas
resumida posible, por ejemplo, con un ndmero que proporcione informacién sobre todo
el grupo. Para tal fin, no es pertinente tomar el valor mas elevado ni el mas pequefio como
unico representante, ya que solo representan a los extremos y no a los valores tipicos. Una
solucion habitual es buscar un valor central. Las medidas que describen un valor tipico en un
grupo de observaciones suelen llamarse medidas de tendencia central.

La media aritmética

La media aritmética o promedio es la medida de tendencia central mas usual; se calcula para
variables cuantitativas y se usa diferente notacion para referirse a la media de una muestray
de una poblacion, aunque la férmula de célculo es igual en ambos casos. Los simbolos son:

0 =00000000ooooo
[ =00iooouooouoogdn

Calculo de la media aritmética para datos no agrupados

La media aritmética se define como el cociente de la suma de todos los valores observados y
el nimero total de observaciones. Si el numero total de observaciones de una variable Ues
O y los valores observados son Tu, 0o, Do, -, 00y la media aritmética esta dada por:
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Ejemplo 1.8: calcular la media aritmética de un conjunto de datos correspondiente a la
edad de un grupo de 15 personas. Las edades son las siguientes.

Solucion: denotando la variable edad mediante [, y asumiendo que los datos correspon-
den a una muestra, la media aritmética de esta variable esta dada por:

uto+oo+o0o+0o0+00+00+00+00+00+00+00+00+00+00+4+00

Calculo de la media aritmética para datos agrupados

El calculo de la media aritmética de un conjunto de datos agrupados, a partir de una tabla
de distribucion de frecuencias, se hace con base en el nUmero de datos, las marcas de clase
2. ylasfrecuencias absolutas [ .La expresién correspondiente es:

f:%Z:_.:,

Ejemplo 1.9: la muestra los datos requeridos para calcular la media aritmética de datos del
ejemplo, se tiene una columna con las marcas de clase y una con las frecuencias absolutas,
noétese que frente a la necesidad calcular el producto de marcas de clase y frecuencias de
clase, resulta conveniente incluir una columna con tales productos, al final de tal columna
también se muestra la suma de productos. Esta forma de proceder facilita los calculos.

Clase [ | Og Og O Os

1 oo — oag an,a oo anoa

2 oo — 00 ao,a oo aoao

8 oo — 00 ao,a oo ood,d

4 O0=- 00 ao,ad oo aoao,a

5 ao0- o0 ao,a mln oog,0o

6 Ooo- oo ogo,a | 00 0ooo

7 oo — 00 ao,d oo o000

8 oo — 00 ao,ad oo aoog,a
- _ | Tabla 1.9.Tabla para célculo de

—o-Eo = SRR media de datos del ejemplo 1.2

b= Fuente: propia.
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Puesto que el nUmero de datos es [ = 00, la media aritmética esta dada por:

Ly

La mediana

La mediana es una medida de tendencia central que corresponde al valor que ocupa la po-
sicion central considerando el conjunto de datos ordenados, es decir, divide el conjunto de
datos en dos partes iguales. Para representar la mediana se utiliza el simbolo 0. La me-
diana se puede calcular para datos originales o no agrupados y para datos agrupados. En la
seccion de lecturas complementarias de esta semana se encuentra la descripcién detallada
del calculo de la mediana para datos agrupados.

Calculo de la mediana para datos sin agrupar

Para el caso de datos no agrupados, simplemente se debe ordenar el conjunto de datos y
observar cual de ellos ocupa la posicion central del conjunto. Si se tiene un numero impar de
datos efectivamente uno de ellos divide al conjunto en dos partes iguales, ese corresponde
a la mediana. En los casos en que se tiene un nimero par de valores, se toma como mediana
el promedio de los dos valores centrales.

Los ejemplos siguientes ilustran estas situaciones.

Ejemplo 1.10: los siguientes once numeros corresponden a los resultados de observaciones
en un simple estudio estadistico:

23,18,7,8,20,9,15,8,12,18, 21.
Al ordenar el conjunto se tiene:
7,8,8,9,12,15,18, 18, 20, 21, 23.

Facilmente se observa que, al ocupar la sexta posicion, el nimero 15 corresponde a la me-
diana. Hay el mismo numero de observaciones antes y después del 15.

Ejemplo 1.11: nimero par de datos.
Los siguientes diez numeros corresponden a observaciones ordenadas en un estudio.
52,73,76,78, 84,86, 89,90,92, 95

Se puede observar que en este conjunto ordenado de 10 datos, los valores escritos en rojo
(posiciones quinta y sexta) estan en la mitad del conjunto, entonces la mediana sera el pro-
medio de ellos dos, es decir:

00 + 00
= — =00
- ]
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Este resultado indicaria que el 50% de los valores mas bajos tienen un maximo de 85.

La moda

En un conjunto de datos, la moda corresponde al valor que se presenta con mayor frecuen-
cia, se representa mediante el simbolo U:. Por ejemplo, dado el conjunto de datos 2, 3, 3,
4,4,4,5,5, es claro que, al ser el valor que se presenta con mayor frecuencia, el 4 es la moda
del conjunto. La moda se puede hallar para variables cualitativas y cuantitativas. En el caso
de datos no agrupados, si se tiene dos o mas valores de la variable con la mayor frecuencia
se dice que el conjunto de datos es multimodal. También se presenta el caso de conjuntos de
datos en los que no hay un valor que se pueda considerar como moda. Se suele decir tam-
bién que la moda es una medida de la popularidad que refleja la tendencia de una opinion.

Ejemplo 1.12: atendiendo a la informacién sobre el nivel de formacién académica alcanza-
do por los 80 empleados de una mina de carbén, mostrada en la siguiente tabla, se puede
observar que la moda entre los valores del nivel académico alcanzado es primaria completa.

Sin Instruccion

Primaria Incompleta
Primaria Completa
Bachillerato Incompleto
Bachillerato Completo
Superior Incompleta

Superior completa

Propiedades de la media, mediana y moda

6

7

Tabla 1.10.
Fuente: propia.

23

20

17

Finalizamos esta cartilla de esta semana sefialando algunas propiedades de las medidas de

tendencia central.

Propiedades de la media aritmética

Puede ser calculada en distribuciones con escala de razén o de intervalo.

Todos los valores son incluidos en el cdmputo de la media.

Una serie de datos solo tiene una media.

Es una medida muy util para comparar dos o mas poblaciones.

Tiene como desventajas que si alguno de los valores es extremadamente grande o extre-
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madamente pequefio, la media no es el
promedio apropiado para representar la
serie de datos.

Propiedades de la mediana
Hay solo una mediana en una serie de da-
tos.

No es afectada por los valores extremos
(altos o bajos).

Puede ser calculada en distribuciones de
frecuencia con intervalos abiertos, si no
se encuentra en el intervalo abierto.

Propiedades de la moda
La moda se puede determinar en todos
los tipos de mediciones (nominal, ordi-
nal, de intervalo, y de razén).

La moda tiene la ventaja de no ser afecta-
da por valores extremos.

Al igual que la mediana, puede ser cal-
culada en distribuciones con intervalos
abiertos.

Con la presentacion de estas propiedades
de las medidas de tendencia central finaliza
el estudio de esta semana. En aras de alcan-
zar un mejor acercamiento al dominio de los
principios de calculo tratados, se recomien-
da al estudiante la minuciosa revision de
los ejemplos desarrollados y la aplicacion
de las estrategias de trabajo a los ejercicios
propuestos. En la cartilla correspondiente a
la proxima semana se trabajaran los prime-
ros conceptos relacionados con célculo de
probabilidad.
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Experimentos
aleatorios y
técnicas de conteo
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En la cartilla de la semana 1 hemos sefialado que la estadis-
tica se divide en estadistica descriptiva y estadistica inferen-
cial. La estadistica inferencial trata precisamente de realizar
inferencias o deducciones a partir de estudios realizados so-
bre muestras seleccionadas en lugar de trabajar sobre toda la
poblacion; sin embargo, se debe tener en cuenta que tales in-
ferencias no se obtienen directamente de la visidon que otorga
el analisis sobre la muestra, sino que se requiere la aplicacién
de métodos probabilisticos para determinar que tan conclu-
yentes son los valores dados por el estudio sobre la muestra.

Dado que a través de este curso se quiere proporcionar al es-
tudiante los fundamentos que le permitan comprender o lle-
var a cabo estudios estadisticos, se hace necesario abordar los
principios fundamentales del calculo de probabilidad. En esta
cartilla estudiamos las ideas preliminares asociadas a algunos
calculos, por lo que se trata inicialmente las nociones de ex-
perimento aleatorio, eventos y técnicas de conteo de puntos
muestrales, principios de algebra de conjuntos aplicables al
calculo de probabilidad, entre otros; todo ello apuntando a
los principios de calculo que se trabajaran en la semana 3.
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Metodologia

La principal recomendacién que se da al estudiante frente al reto de estudio de la introduc-
cion a la probabilidad, es la cuidadosa lectura de los elementos contenidos en esta cartilla.
Una forma eficiente de acercarse a la comprensién puede ser la elaboracion de sintesis de las
tematicas a través de un mapa conceptual, un mapa mental, un cuadro sinéptico u otra for-
ma de resumir informacién; esto a razén de que la elaboracion de tal resumen demande una
importante dosis de reflexién alrededor del temas relacionados con espacios muestrales,
eventos, principios de conteo y otros conceptos. En los casos en que se presenta ejemplos
numéricos resueltos es Util verificar tales calculos a lapiz y papel.

La principal recomendacién que se da al estudiante frente al reto de estudio de la introduc-
cion a la probabilidad, es la cuidadosa lectura de los elementos contenidos en esta cartilla.
Una forma eficiente de acercarse a la comprensién puede ser la elaboracion de sintesis de las
tematicas a través de un mapa conceptual, un mapa mental, un cuadro sinéptico u otra for-
ma de resumir informacién; esto a razén de que la elaboracion de tal resumen demande una
importante dosis de reflexion alrededor del temas relacionados con espacios muestrales,
eventos, principios de conteo y otros conceptos. En los casos en que se presenta ejemplos
numéricos resueltos es Util verificar tales calculos a lapiz y papel.

Se debe tener claro que esta cartilla no es el Unico recurso propuesto al estudiante para
alcanzar el deseado nivel de comprensién, se presentan también recursos de videoconfe-
rencias, resumenes, videodiapositivas y ejercicios de repaso; todo ello orientado a brindar
oportunidades de adquisicion de conocimientos y desarrollo de habilidades a través de di-
ferentes medios. En la seccién correspondiente a videocapsulas se presentan una serie de
videos orientados al fortalecimiento de los temas objeto de estudio.

El seguimiento de las recomendaciones aqui dadas puede facilitar el afianzamiento del tema
y brindar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a los contenidos posteriores.
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Desarrollo tematico

Elementos preliminares del célculo

de probabilidad

La estadistica inferencial se refiere funda-
mentalmente a estudios sobre conjunto de
datos que son resultados de observaciones
particulares, los mismos que a priori son im-
predecibles. Por ejemplo, si en un estudio
estadistico se toma datos sobre la prefe-
rencia de los electores por los candidatos a
un cargo publico, diferentes observaciones
pueden dar resultados significativamente
diferentes, todos ellos pertenecientes a un
conjunto de posibles valores. Lo anterior da
pie para enunciar algunos conceptos preli-
minares aplicables al calculo de probabili-
dad.

Experimento aleatorio

En estadistica un experimento aleatorio
se entiende como toda accion orientada a
obtener como resultado un dato o un con-
junto de datos, de los cuales a priori no se
tiene certeza de los resultados. El interés es
registrar los datos y a partir de ahi realizar
los andlisis pertinentes. Se recalca aqui la
naturaleza impredecible de los resultados
del experimento. Ejemplos de experimentos
aleatorios y los respectivos datos de interés
son: lanzamiento de un dado en dos ocasio-
nes; la seleccion de tornillos en forma suce-
siva de un lote de produccién para observar
si son defectuosos (D) o no defectuosos (N);

la medicién del tiempo de retardo en la lle-
gada de los empleados en dias de lluvia.

Espacio muestral y puntos muestrales de
un experimento.

En el ambito del calculo de probabilidad, el
espacio muestral de un experimento alea-
torio es el conjunto de todos los posibles
resultados del mismo. En lo que concierne
a este curso el espacio muestral se denota
mediante la letra &.

Ejemplo 2.1:si consideramos el experimen-
to correspondiente al lanzar dos veces un
dado, el espacio muestral es:

s={(1,1,(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6 )
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6 )}

Ejemplo 2.2: el espacio muestra para la ob-
servacion sucesiva de tres tornillos es:

S={NNN,DNN,NDN,NND,DDN,DND,NDD,
DDD}

Ejemplo 2.3: si estamos interesados en el
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espacio muestral para el experimento en
el que se mide la duracion de un bombillo,
debemos tener claro que un bombillo se
puede danar en el preciso instante que se
enciende o en cualquier instante posterior,
que no podemos limitar, por lo tanto el es-
pacio muestral esta dado por:

S={t: t=0}

Cada uno de los posibles valores que con-
forman el espacio muestral se denomina a
su vez punto muestral, si un valor x es uno
de los resultados posibles de un experimen-

to, se diceque ¥ €5

Eventos

En calculo de probabilidad un evento se
define como un subconjunto especifico del
espacio muestral. Frecuentemente resulta
uatil realizar la representacién de los eventos
y del espacio muestral en un diagrama de
Venn.

Imagen 1.
Fuente: Propia.

Ejemplo 2.4: consideremos el experimen-
to correspondiente al lanzar dos veces un
dado, un ejemplo de evento podria ser
aquel en que la suma de los puntajes es me-
nor que 7, si denotamos mediante A a este
evento, tenemos que:

A={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),
(3,2),(3,3),(4,1),(4,2),(5,1)}

Es decir el evento A ocurre siempre que cual-
quiera de los resultados anteriores, ya que
en cada uno de ellos la suma de los puntajes
de cada dado no alcanza a ser.

Ejemplo 2.5: en el experimento que mide la
duracion de un bombillo podemos definir
diferentes eventos, por ejemplo, el evento
A como aquel en el cual la duracién de un
bombillo es menor que 120 horas, es decir:

A= {t: t<120 horas}

Evento seguro y evento imposible

Recordando los conceptos de conjuntos ve-
mos que entre todos los subconjuntos de un
conjunto hay dos de particular importancia,
el mismo conjunto y el conjunto vacio. En
probabilidad, todo evento que coincida con
el espacio muestral se conoce como evento
seguro, es decir, el evento que siempre ocu-
rre, mientras que el que se asocia al conjun-
to vacio se conoce como evento imposible.
El evento imposible se suele representar
mediante el simbolo ¢ .

Ejemplo 2.6: en el experimento del lanzar
dos veces un dado un evento seguro podria
ser aquel que especifica que la suma es me-
nor que 13, puesto que en este experimen-
to la suma maxima es 12, se encuentra que

Fundacién Universitaria del Area Andina



siempre ocurre el evento. Un ejemplo de evento imposible podria ser precisamente el que
indica que la suma es mayor que 12.

Complemento de un evento

Dado un evento A, asociado a un espacio muestral S, el complemento de A es el evento que
ocurre precisamente cuando no ocurre A, esto significa que el complemento de A esta for-
mado por todos los puntos del espacio muestral que no estan en A. El complemento de A se
denota mediante A€ .

Ejemplo 2.7: En el experimento de lanzar dos dados, anteriormente consideramos el evento
A correspondiente a aquel en que la suma de puntos es menor que 7, el complemento del
evento A es entonces:

Arc={(1,6),(2,5),(2,6) ,(3,4),(3,5),(3,6),(4,3),
(4,4),(4,5),(4,6),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),
(5,6),(6,1),(6,2),(6,3 ),(6,4),(6,5),(6,6 )}

Vemos que la suma de puntos en cada uno de estos resultados posibles es un nimero mayor
oigual que 7.
Operaciones entre eventos de un espacio muestral

En lo que hemos venido tratando es claro que los eventos estan asociados a conjuntos, por
lo que resulta pertinente preguntarse si se puede presentar operaciones entre eventos, la
respuesta es siy su sustentacion se presenta a continuacion.

Unidn de eventos e interseccion de eventos

Dados dos eventos A y B incluidos en un espacio muestral S la unién de A y B, denotada
mediante mediante AuB es aquel evento que ocurre si ocurre el evento A, o si ocurre el
evento B o si ocurren ambos eventos. Esto significa que para que un punto muestral perte-
nezca a la unién de dos eventos debe pertenecer al menos a uno de los dos.

Por su parte la interseccion de A y B, denotada mediante A N B , es el evento que ocurre
siempre que ocurran los eventos Ay B al mismo tiempo. Para que un punto muestral perte-
nezca a la interseccion de dos eventos debe pertenecer a ambos.

Ejemplo 2.8: sea S el espacio muestral del experimento de lanzar un dado dos veces y sean
los eventos:

A={La suma de puntos es multiplo de 3}

B={El resultado del primer lanzamiento es mayor que el del sequndo}
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En este caso los eventos corresponden exactamente a:
A=1{(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(3,3),(3,6)
(4,2),(4,5),(5,1),(5,4),(6,3),(6,6 )}
B=1{(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),(4,3 ),(5,1),(5,2),
(5,3),(5,4),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),}
Con lo que se tiene que el evento AU & es:
AuB={(1,2),01,5),2,1),24),3,1),3,2),3,3),3,6),(4,1),(4,2),
(4,3),(4,5),(51),52),53),(54),6,1)(6,2),(6,3),(64),(6,5)(6,6 )}

Observamos que con la ocurrencia de cualquiera de los posibles resultados que pertenecen
a AUB estaria ocurriendo al menos uno de los dos eventos A o B.

La interseccién A N B esta dada por:
ANnB={(21),4,.2),51),54),6,3)}

Aqui observamos que cada uno de los elementos de la interseccion efectivamente esta en
ambos eventos, lo que significa que ambos eventos pueden ocurrir al mismo tiempo.

Eventos mutuamente excluyentes

Dados dos eventos A y B incluidos en un espacio muestral S, se dice que son mutuamente
excluyentes si la interseccidon entre ellos es el evento nulo o evento imposible, es decir, no
hay puntos muestrales comunes a ambos eventos.

Ejemplo 2.9: tomando el evento B del ejemplo anterior y el evento C consistente en todos
los puntos del espacio muestral cuyo segundo nimero es 6, se tiene:

C={(1,6).(2,6),(3,6),(4,6),(5,6),(6,6)}

Lo que deja ver que entre los eventos By C no hay puntos muestrales en comun, por lo tanto
son eventos mutuamente excluyentes.
Particion de un espacio muestral

Dado un espacio muestral S, una particiéon de S es cualquier conjunto de eventos
E,,E,, .., E, ~mutuamente excluyentes y que la unién de todos ellos equivale al espacio
muestral. Una idea grafica de una particion se muestra en el siguiente diagrama.
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Principios de conteo

En el calculo de probabilidad, buena parte
de los problemas requieren el conocimiento
de la cantidad de puntos pertenecientes a
un espacio muestral, sin que necesariamen-
te se deba realizar una lista de todos ellos;
por tal razén, es necesario contar con un
conjunto de principios que permitan reali-
zar tal conteo. A continuacién se presenta
un conjunto de principios empleados en el
conteo de puntos muestrales.

Principio fundamental del conteo

Si una accién X se puede dar en un nime-
ro Ny de formas y por cada una de ellas
se puede dar una accién ¥ en un niumero
de My formas, las dos acciones en conjunto
se pueden realizar en n,.n, formas.

Ejemplo 2.10: en el experimento de lanzar
un dado dos veces se tiene que la accion
del primer lanzamiento se puede dar en 6
formas diferentes, es decir, el primer lan-
zamiento puede dar como resultado cual-
quiera de los numeros de 1 a 6, por cada
uno de esos resultados posibles el segundo

Imagen 2.
Fuente: propia.

lanzamiento podria ser también cualquier
numero de 1 a 6, es por eso que se da las 36
parejas de numeros que conforman el res-
pectivo espacio muestral.

El principio fundamental de conteo se pue-
de extender a mas de dos acciones, con lo
que tenemos el siguiente principio:

Generalizacion del principio fundamen-
tal del conteo

Si una accién 1 se puede dar en un nume-
ro n, de formasy por cada una de ellas una
accion 2 se puede daren n, formas,y por
cada una de todas las combinaciones ante-
riores una accion 3 se puede daren n, for-
mas, y asi sucesivamente hasta un numero
de m acciones, se tiene que las m acciones
combinadas se pueden dar en un numero
de formas dado por:

N =ny.n,.,,,.n,

Ejemplo 2.11: en una empresa se usa un es-
guema de identificacién usando dos letras
seguidas de dos numeros, en el caso de las
letras no se permiten repeticiones y el pri-
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mer numero debe ser un numero impar. Calcular el nimero de posibles identificaciones
distintas.

Solucion: tomando una de las 26 letras del alfabeto para la primera de las letras, quedan 25
posibilidades para la segunda, por tanto el nimero total de combinaciones de letras es:

Cantidad de combinaciones de letras = (26)(25) = 6500

Mientras que para el primero de los nimeros se cuenta con 5 posibilidades y para el segun-
do se tiene 10, por consiguiente el numero de posibilidades de niumeros es:

Cantidad de combinaciones de letras = (5)(10) = 50

Por lo tanto el nUmero de identificaciones diferentes es:

Cantidad de identificaciones = (650)(50) = 32500

Permutaciones

Se entiende por permutacién cada una de las posibles formas en que se puede organizar un
conjunto o una parte de un conjunto de objetos.

Ejemplo 2.12: en una bolsa se tienen tres fichas, una roja (r), una amarilla (a) y una verde (v).
Se saca de la bolsa una a una las fichas. ;Cuantas formas diferentes existen para el orden de
extraccién de las fichas?

Solucion: las diferentes posibilidades del orden en que se podria sacar las fichas es el con-
junto:

{rav,rva, arv, avr,vra, var}

Vemos que el numero de 6 resultados esta de acuerdo con la generalizacién del principio
fundamental de conteo, esto porque se tiene 3 posibilidades para la primera extraccion, 2
para la segunday 1 para la primera, esto es:

P=@)@)) =6

Si en lugar de 3, tenemos 4 ficha de diferentes colores, el nimero de posibilidades o permu-
taciones es:

P=(3)(2)Q) =24

En general para n fichas el numero de permutaciones es:

P=Mm)(n—-—1)(n—2)...(4)GB)(2)(1D)
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Este producto de n por todos los nimeros naturales menores se conoce como el factorial de
n lo que también se puede escribir como:

P=(1)(2)(2)n-2)(n~-1)n) =n!

Numero de permutaciones de n objetos

El nimero total de permutaciones de n objetos diferentes estd dado por:
P, =n!

Numero de permutaciones al tomar r objetos de un conjunto de r

Si en lugar de tomar los r objetos se toma r de ellos, para el primer objeto se tiene n posi-
bilidades, para el segundo se tiene(n-1) vy asi sucesivamente, de tal manera que para el
r-esimo setiene (n-r+1) posibilidades. Siguiendo el principio fundamental de conteo, el
numero de permutaciones de n objetos tomados de un conjunto de resta dado por:

Pp=nn—-1).(n—-r+1)

Si multiplicamos y dividimos por (n=m!=M®-r)(n-r—-1)..(1) encontramos:
m=—r)n-r—-1)..(1)
n-rnh-r-1)..(0)

n(n—l) m-r—-1)n-rNnh-r—-1)..(1)
nr m-rn-r—1)..(1

r=nn—-1)..(n—r—-1).

n!

T R ——
YT (n—1r)!

Ejemplo 2.13:si se tiene 5 fichas de diferentes colores en una bolsa y se han de extraer dos
de ellas, una luego de la otra, la cantidad de posibilidades diferentes que existen es:

51 51 3L(4)(5)
+...:.,.,_P.,.. = m = 3_l = 3—! = (4)(5) = 20

En el anterior calculo hemos descompuesto el factorial de un nimero como el producto del
factorial de un niumero menor por los siguientes factores requeridos.

Permutaciones n objetos con grupos de objetos indistinguibles

Si se tiene it objetos de los cuales hay1  de clase 1, de clase M2 2, hasta de clase j, el
numero de permutaciones diferente es:

n n!
P = = | 1 |
n, Ny, ...,nj nl.nz....nj.
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llustramos la validez de esta afirmacion con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.14: en una bolsa hay 4 fichas rojas y 3 azules, para hallar el niUmero de permuta-
ciones diferentes se tiene en cuenta que con 7 fichas, si todas fueran diferentes, se tendria
un total de 7! permutaciones, pero el hecho de tener 4 fichas rojas, el total se reduce en un
factor de 4!, al haber 3 fichas azules, el total se reduce ademds en un factor de 3! lo que arroja
un resultado de:
7!
PTE]

Lo que estd de acuerdo con la férmula antes sefialada, el resultado total es:

p=(7)_ 70 (4DG)(6)(7)

(15}’)?6)273” 31 413!
=W= P=(5)(7)=35

Ejemplo 2.15:si ademas de tener 4 fichas rojasy 3 azules, se tiene 2 blancas, el nimero total
de permutaciones es:

9y 9 (4D(BX6)(7)(B)(9) _
P = (4,3,2) = = (5)(7)(4)(9) = 1260

41312" 413!12!

Combinaciones

En las permutaciones hemos visto que se debe considerar el orden de los objetos, es decir, la
permutacion ab es diferente de la permutacién ba. Una combinacion es cada una de las po-
sibilidades en las que se puede seleccionar k objetos de un conjunto sin importar el orden.
Esto se puede considerar como una permutacion en la que k objetos son de una clase y los
restantes (n — k) por lo tanto el numero de combinaciones esta dado por:

--C—( n )_ nl
R T Ak, n—k/ k!(n— k)!

Es costumbre abreviar el valor (k:_k) mediante (7)

Con lo que se tiene:

Ejemplo 2.16: si se tienen 5 objetos y se han de tomar 3 de ellos, el nUmero de combinacio-
nes diferentes esta dado por:

e . (5\_ 5! 5l 31(4)(5)
=-“=TLCF|'.' = (3) o 3! [:5 — 3)! - 312! N 312! a

10
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| ﬂtrOd UCCIOIN Tal como se indicé en su momento, la cartilla de la semana 2
se dedicé al estudio de elementos preparatorios para afrontar
el calculo de probabilidad; las tematicas a tratar aqui, en esta
cartilla de la semana 3, se centran en el estudio de los elemen-
tos fundamentales del calculo de probabilidad. Se estudiaran
principios basicos del calculo de probabilidad tales como for-
mula de Laplace, reglas aditivas, reglas multiplicativas, proba-
bilidad condicional, probabilidad total y regla de Bayes; todo
ello, a menos que se indique lo contrario, se hace dentro del
contexto de experimentos aleatorios cuyo espacio muestral
es un conjunto finito.
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U2 Metodologia

El objeto de estudio de esta semana obedece al calculo de probabilidad en el que se consi-
deran experimentos, cuyo espacio muestral es un conjunto finito, por tal razén, aplica los
fundamentos previos trabajados en la semana 2. Frente a esta situacion, la recomendacién
que se da al estudiante es la cuidadosa lectura de los elementos contenidos en esta cartilla
y tener siempre presente los principios tratados en la semana anterior. Ademas de esto, una
forma eficiente de acercarse a la comprensién puede ser la elaboracién de sintesis de las te-
maticas a través de un mapa conceptual, un mapa mental, un cuadro sinéptico u otra forma
de resumir informacién. La elaboracidon de un resumen requiere que el estudiante realice
importantes reflexiones alrededor de los temas correspondientes a calculo de probabilidad.
En los casos en que se presenta ejemplos numéricos resueltos es util verificar tales calculos

a lapiz y papel.

Se recalca al estudiante que la presente cartilla no es el Unico recurso propuesto para alcan-
zar el deseado nivel de comprensién, se presentan también recursos de videoconferencias,
resumenes, videodiapositivas y ejercicios de repaso, los cuales estan orientados a brindar
oportunidades de adquisicion de conocimientos y desarrollo de habilidades a través de dife-
rentes medios. En la seccion de video capsulas se presentan una serie de videos que buscan
fortalecer de los temas objeto de estudio.

El sequimiento de estas recomendaciones puede facilitar el afianzamiento del tema y pro-
porcionar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a contenidos posteriores.

Fundacién Universitaria del Area Andina



)

Probabilidad

Cuando se hace referencia al término de
probabilidad, bien se podria decir que este
concepto esta referido a una medida de la
creencia de que ocurra determinado he-
cho, fenédmeno o situacién, o mas especi-
ficamente, a un evento en el sentido de lo
que se ha comentado antes. Por ejemplo,
frecuentemente se escuchan expresiones
como: “es muy probable que llueva en la
tarde de hoy", “es altamente probable que
el resultado de las elecciones dé como ga-
nador a determinado candidato” o “existe
un 45% de posibilidades de que podamos
acceder a una beca universitaria”; en todos
estos ejemplos, asi como en muchos otros,
se ha de tener en cuenta que tal medida de
la creencia no es caprichosa, sino que esta
fundamentada en el conocimiento historico,
en estudios realizados y en la aplicaciéon de
principios debidamente formalizados, entre
otros. La determinacion de tal medida de la
creencia pertenece al campo del cdlculo de
probabilidad. En lo que resta de esta carti-
lla se estaran tratando algunos principios
de probabilidad referidos principalmente
a eventos en los cuales el espacio muestral
es un conjunto finito de posibles resultados
asociados a un experimento aleatorio.

Probabilidad de un evento en un expe-
rimento aleatorio con espacio muestral

Desarrollo tematico

finito

La medida de la probabilidad correspon-
diente a un evento en el contexto de un
experimento aleatorio en el que el espacio
muestral es finito, se fundamenta en la asig-
nacién de un probabilidad a cada punto del
espacio muestral, de tal manera que la suma
de las probabilidades de todos los puntos
muestrales sea igual a 1. La probabilidad del
evento corresponde entonces a la fraccion
de las probabilidades asignadas a todos los
puntos muestrales pertenecientes al even-
to. A la cantidad de puntos pertenecientes
al evento se le suele llamar casos favorables
al evento.

Con lo anterior se tiene que, si un espacio
muestral esta formado por N puntos mues-
trales, cada uno de ellos con igual proba-
bilidad de ocurrencia, y al evento A perte-
necen M4 la probabilidad A del evento

denotada mediante p(a) estad dada por:

M
P(A)—N

La anterior férmula es conocida como for-
mula de Laplace. En el caso que no todos los
puntos del espacio muestral tenga la misma
probabilidad, se debe considerar los pesos
correspondientes.

Ejemplo 3.1: considerando el experimento
aleatorio de lanzar dos veces un dado, cal-
cular la probabilidad de que la suma de los
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resultados sea un numero multiplo de 3.

Solucioén: el espacio muestral, tal como lo hemos visto antes, estd compuesto por 36 puntos,
de los cuales hay 12 casos favorables al evento A, que son los mostrados a continuacion:

A={1,2)01,5)(21),(2,4)3,3),(3,6)
(4,2 ),(4,5),(5,1),(5,4),(6,3),(6,6 )}

Aplicando la formula de Laplace encontramos que la probabilidad del evento A es entonces:

n, 12 1
PA = —= = —
(4) N 36 3

Propiedades de la probabilidad
Es claro que el evento nulo tiene cero puntos muestrales, mientras que el evento seguro,
al corresponder al mismo espacio muestral, tiene N puntos muestrales, de resto cualquier

otro evento estd formado por un nimero de puntos que estd entre 0y N, por en un espacio
muestral se tiene:

i) 0<P(A) <1 tanto paracualquier evento A
ii) P(S)=1
iii) P(¢) =0

Ejemplo 3.2: considerando el experimento aleatorio de lanzar un dado dos veces, calcular:
a. La probabilidad de que en los dos lanzamientos se obtenga una suma multiplo de 3.
b. La probabilidad de que el resultado del primer lanzamiento sea mayor que el segundo.

¢. La probabilidad de que la suma de los lanzamientos sea multiplo de 3 o que el resultado
del primer lanzamiento sea mayor que el segundo.

d. La probabilidad de que la suma de los lanzamientos sea multiplo de 3 y que el resultado
del primer lanzamiento sea mayor que el segundo.

Solucion: En este caso los eventos referidos en los literales son respectivamente los even-
tos A,BLAUByANB presentados a continuacion:

A=1{1,2)(01,5)(21),(2,4)(3,3),(3,6)
(4,2),(4,5),(5,1),(5,4),(6,3),(6,6 )}

B = [(2; 1)1 (31 1): (3:

)J (4l 1)} (4J2 )l (4J 3 )J (Sl 1]} (5]2 )l
(5,3),(5,4), (6, 2

2
1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),}

AuB={(1,2)1,5)(2,1),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,6),(4,1),(4,2),
(4,3),(4,5),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(6,1)(6,2 ),(6,3 ),(6,4),(6,5)(6,6 )}

AnB={(21),(42)(5,1),(54),(6,3)}
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Entonces las probabilidades pedidas son:

P(A) =

= [y
|“‘a~|u
|mw|u

P — p—
(B) 3
paup) - 2_-22

“ 36 18

5
P(AnB)=ﬁ

S
[y
N

Algunas reglas de probabilidad

En ciertos casos es mas facil calcular la probabilidad de un evento a partir del conocimiento
de la probabilidad de otro, esto es util, por ejemplo, cuando se trata de operaciones entre
eventos, tales como union y eventos complementarios. A continuacién se enuncia y ejem-
plifica algunas reglas de este tipo.

Sea A,By Ceventos incluidos en el espacio muestral de un experimento aleatorio, Entonces:

a) P(AURB) = P(A)+ P(B) —P(ANB)

b) P(AU B) = P(A) + P(B) Si A y B son mutuamente excluyentes.

c) P(AUBUC)
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANnB)—P(ANC)-P(BNnC)+P(ANB
nce)

P(A)+ P(A°) =1

Las pruebas de estas y otras propiedades se ilustran en la seccién lecturas complementarias
de esta semana.
Ejemplo 3.3: en el Ejemplo 3.2, vimos que:

1 5 11 5
P(A)=§, P(B)=E, P(AUB]=E yP(AﬂB):E

Facilmente se puede ver que se cumple la relacién P(A U B) = P(4) + P(B) — P(AnB).

Aqui mismo se puede verificar que el complemento del evento A esta compuesto por 24
puntos muestrales, por lo que:

Pw)_m_z
36 3

Vemos entonces que:

1 2
P(A]+P(A]=§ 3=1
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Probabilidad condicional

En diversas situaciones del calculo de probabilidad se requiere hallar la probabilidad de un
evento A sobre la base que ha ocurrido un evento B. A la probabilidad de ocurrencia de A,
sabiendo que ocurre el evento B, se le llama probabilidad condicional del evento A dada la
ocurrencia del evento B, y se denota mediante:

P(A/B)

Es usual leer los simbolos anteriores simplemente como “probabilidad de A dado B".

Ejemplo 3.4: En el experimento en el que se lanza un dado dos veces, podemos considerar,
por ejemplo, que el evento A es aquel en que la suma de los dos lanzamientos es un niumero
par y el evento B es aquel en que los dos numeros son pares o los dos son impares, estos
eventos son:

A= {(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(3,3),(3,6)
(4,2 ),(4,5),(5,1),(5,4),(6,3),(6,6 )}

B = {(1,1),(1,3),(1,5),(22),(2,4),(2,6),
(3J 1)} (3J 3 )l (31' 5 )J (4’J 2 )J (41 4)# (4: 6 )J
(5,1),(5,3),(5,5),(6,2),(6,4),(2,6 )}

Al pedir la probabilidad de A dado B realmente se esta considerando un espacio muestral
que se reduce a las 18 posibilidades del evento B, de este espacio muestral reducido, solo
hay 5 posibilidades de ocurrencia del evento A, por tanto, la probabilidad de A sabiendo que
sedaBes:

5
P(A/B) = 18

Aqui hemos realizado el calculo con base en las 18 posibilidades correspondientes a B, sin
embargo, al dividir cada término por el numero total de posibilidades del espacio muestra
original, podemos reescribir el calculo como sigue:

5 36
P(A/B) = g= 18 ]
3e —

Lo interesante del planteamiento anterior es que el numerador ¢ corresponde a la probabi-

lidad de la interseccién y el denominador 22 corresponde a la probabilidad de B, calculadas

con base en el espacio muestral original, lo cual es una muestra de la siguiente expresion
para hallar la probabilidad condicional.

P(ANB)

PB) conP(B) >0

P(A/B) =
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La férmula se puede transformar para considerar la probabilidad de B dado A, con lo que se
obtiene:

P(ANB)

P(B/A) = P(A)

conP(B) >0

De las dos expresiones anteriores se deduce que la probabilidad de la interseccién de dos
eventos Ay B esta dada por:

P(AnB) =P(B/A).P(A) o
P(AnB) = P(A/B).P(B)

Ejemplo 3.5: Se tiene en una urna 4 fichas naranja y 8 fichas verdes y se realiza el experimen-
to aleatorio de sacar una de las fichas, dejarla por fuera de la urna y realizar nuevamente una
extraccion. Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea verde dado que la primera
es naranja.

Consideremos como N el evento de obtener una ficha Naranja en la primera extraccién y
como V el de extraer una ficha verde en la sequnda. En este caso se tiene para la primera
extraccion un total de 12 fichas de las cuales 4 son naranja, con lo que se tiene:

4 1
PIN)= —=_
W) =133

Para la segunda extraccion, si en la primera se obtuvo una ficha naranja, se tiene

8
P(V/N) = 11

Ejemplo 3.6: consideremos como espacio muestral a los estudiantes de una universidad
que han alcanzado los requisitos para obtener titulo profesional. Estas personas se han clasi-
ficado segun su género y estado civil, los datos correspondientes son los siguientes:

| Sotiio | Gasato | ol
20 250

Hombre 230
Mujer 70 130 200
Total 300 150 450

Se ha de seleccionar aleatoriamente una de estas personas para que pronuncie el discurso
de despedida el dia de la graduacién. Se pide calcular la probabilidad de que el seleccionado
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sea un hombre dado que es soltero.

Solucion: definamos los eventos Hy E como sigue:
H= {El seleccionado es hombre}

E = {El seleccionado es soltero}

En este caso el espacio muestral se reduce a 300 posibilidades, de las cuales 230 son favora-
bles al evento H, por lo tanto, la probabilidad pedida corresponde a:

PH/E) = 350= 35

Se obtiene el mismo resultado si realizamos el calculo mediante la férmula basada en el es-
pacio muestral original, tal como se muestra a continuacion:

230
_P(HNE) PHNE) ., 23
PH/E)=—pry— = "pgy  ~ 30~ 39
450

Independencia de eventos

En el primer ejemplo ilustrativo de la probabilidad condicional (Ejemplo 3.4) vemos
que P/B) = = mientras que la probabilidad de ocurrencia del evento A es P@ =3.En el Ejem-
plo 3.5, la probabilidad de obtener una ficha verde en el segundo lanzamiento dado que la
primer fue naranja es pPv/m == estos ejemplos muestran claramente que la probabilidad
de un evento puede estar influenciada por la probabilidad de ocurrencia de otro; sin embar-
go, también existen situaciones en las que la probabilidad de ocurrencia de un evento no
depende de la ocurrencia de otro, en este caso se dice que los eventos son independientes,

para ilustrarlo consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.7: Se tiene en una urna 4 fichas naranja y 8 fichas verdes y se realiza el experi-
mento aleatorio de sacar una de las fichas, registrar su color, devolverla a la urna y realizar
nuevamente una extraccion. Consideremos como N el evento de obtener una ficha Naranja
en la primera extraccion y como V el de extraer una ficha verde en la segunda. En este caso

se tiene:
4 1

Si nos interesamos por la probabilidad de que la sequnda ficha extraida sea verde dado que
la primera es naranja encontramos que P(V/N) = §= P(V), loqueindica que la probabilidad
de ocurrencia del evento V no se ve afectada por la ocurrencia de N, por lo tanto, los eventos
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son independientes.

En el caso de eventos independientes vemos entonces que P(4/B) = P(4), por lo tanto:

Propiedad de la independencia de eventos

Dos eventos Ay B son independientes si y solo si la probabilidad de su interseccion es igual
al producto de sus probabilidades, es decir:

P(AnB) =P(A/B).P(B) = P(A).P(B)

Probabilidad total

Iniciamos el estudio de esta parte del tema considerando nuevamente la situacion del Ejem-
plo 3.6, referida a los estudiantes a obtener el titulo profesional en una universidad. Agrega-
mos en este caso que 18 de los 6 de los casados tienen ofertas de trabajo en una prestigiosa
compania extranjera. Hallar la probabilidad de que la persona seleccionada para pronunciar
el discurso de despedida sea una de las que recibio oferta laboral de la companiia.

= T soters | Gasado | ol
20 250

Hombre 230
Mujer 70 130 200
Total 300 150 450

Para una mejor comprension conviene tener en cuenta la figura 3.3, en la cual se represen-
ta el espacio muestral S particionado en los eventos E (solteros) y C (Casados), ademas se
representa el evento A que consiste en que la persona seleccionada es una de las que tiene
oferta laboral de la compania extranjera.

ENA

CNA

Imagen 1.
Fuente: Propia.
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Podemos notar que el evento A es la unién de los eventos ENA Y C N A, conlo que, al
aplicar probabilidad de la unién para eventos mutuamente excluyentes, se tiene:

A=(ENAUCNA
P(A)=P[(EnA) u(CnAa)l
P(A)=P(ENA) +P(CNA)

Al aplicar principios de probabilidad condicional se encuentra que:

P(ENnA) = P(A/E).P(E)
P(CNnA)=P(A/C).P(C)

Con lo que la probabilidad de A es:
P(A) = P(A/E).P(E) + P(4/C).P(C)

Al sustituir los datos de la tabla en la anterior expresiéon encontramos los valores de proba-
bilidades requeridos para hallar la probabilidad de A:

P(E) = o =
T 450 3
Entonces:

P(A/E) = 18 _3 P(c)—lSG—1 P(A/C) = 6 1
» P( )_300_50’ _450_3'( )_150_25

P = (55)-(5)+ (35)- () =35+ 75 = 7
~\50/°\3/ "\25/°\3/ " 25 "75 75
La probabilidad calculada se conoce como probabilidad total y en este caso se ha calculado
para un evento A contenido en el espacio muestral S, y una particion de S en los eventos E

y C. A partir de este analisis se puede extender a los casos en que el espacio muestral esta
particionado en n eventos con lo cual se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.3: es un espacio muestral S particionado en los eventos Ey, E,, .., E, tal que la
probabilidad P(E;) de cada uno de los eventos que constituye la particion es distinta de cero.
Entonces, para cualquier evento A contenido en S se tiene:

P(A)=ZP(EL-nA)=P(E1nA)+P(E2nA)+---+P(EnnA) 0

i=1

P(A) = Z P(E)P(A/E;) = P(E))P(A/E,) + P(E,)P(A/E;) + - + P(E,)P(A/E,)

i=1

Ejemplo 3.8: en una urna rotulada con la letra A se tiene 6 fichas color naranja y 4 verdes,
una segunda urna B tiene 4 fichas naranja y 8 verdes. Se lanza un dado, si el resultado del
lanzamiento es menor que 3; se extrae una ficha de la urna A; si el resultado es mayor o igual
que 3 la ficha se extrae de la urna B. calcular a) La probabilidad de que se saque una ficha
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Naranja de la urna B b) La probabilidad de que la ficha sea verde.

Solucion: definimos los siguientes eventos asociados al problema planteado:
A =la ficha se extrae de la urna A

B =la ficha se extrae de la urna B

N = la ficha que se extrae es de color naranja

V =la ficha que se extrae es de color Verde

a) Es claro que P®=;=%  La probabilidad que se saque una ficha Naranjay que sea de la
urna B correspondea P(NnB) vy laprobabilidad que se saque una ficha naranja al hacerlo
de la urna B corresponde a la probabilidad de N dado B, es decir P(N/B); estas probabilida-
des se relacionan mediante:

P(NNB)=P(N/B).P(B)

Tenemos que de las 12 fichas de la urna B, 4 son naranja, con lo cual:

4 1
P(N,-"B)=E=§

Por tanto
P(NHB)—I 2.2
33 9

b) Al extraer una ficha Verde esta puede provenir de la urna A o de la B, entonces se pide la
probabilidad P(V), la cual corresponde a una probabilidad total, esta viene dada por:
4\ /1 8\/2y 4 16 2 4
) =P/ P + P /BIPB) = () (5)+ (5)(5) =55 +3¢ =15+ 5
26
T 45
Teorema de Bayes
En la seccién anterior, para un evento A contenido en un espacio muestral particionado en
n eventos Ej, E5, .., E,;, hemos visto la expresion para calcular la probabilidad total de
A, la cual se encuentra en términos de las probabilidades condicionales del evento A; sin
embargo, asi como se puede hallar la probabilidad condicional de A dado cualquiera de los
eventos E; de la particion del espacio muestral S también se puede hallar la probabilidad

de cualquiera de los eventos E; dada la ocurrencia de A . Partiendo de la férmula de la pro-
babilidad condicional se tiene:

P(E; n A)

P(E;/A) = P(4)

Pero puesto que P(A) es la probabilidad total de A esta dada por:
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P(4) = Z P(E)P(A/E)

Se encuentra finalmente que la probabilidad condicional de la ocurrencia de cualquiera de
los eventos E; dado que ocurrié A esta dada por:

P(E;n A)
n P(E)P(A/E)

P(E,/A) =

Esta expresién se conoce como regla de Bayes y puede decirse que mide la probabilidad de
gue un evento dado haya sido causado por la ocurrencia de uno de evento especifico que
constituye una particion del espacio muestral.

Ejemplo 3.9: consideremos la situacion de las fichas de colores en las urnas Ay B descrita en
el Ejemplo 3.8. Hallar la probabilidad de que la extraccion se hiciera de la urna A dado que la
ficha extraida fue de color verde:

Solucion: la probabilidad en este caso viene dada por la Regla de Bayes, por tanto corres-
ponde a P(A/V)y esta dada por:

PANY)  P(ANYV)
L, P(EJP(A/E)  P(V)

P(A/V) =

X yP(ANV)=PWV/A)P(A) = 2,

En el Ejemplo 3.8 encontramos que: P(V) = i

con lo que resulta:

2 6
PAM) =E=5=5
3

AR
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|I'TtrOd UCCION Enla primera semana se introdujo el concepto de variable,
definiéndolo como una caracteristica observable de cada uno
de los individuos de una poblacién. En el campo de proba-
bilidad se utiliza el término variable aleatoria de manera sig-
nificativamente diferente. La tematica a tratar en esta cartilla
de la semana 3 se centra precisamente en el estudio de distri-
buciones de probabilidad de una variable aleatoria, donde se
considera esta ultima como una funcién que asigna un nu-
mero real a cada punto de un espacio muestral. Se estudia en
forma general los casos de variable aleatoria discreta y varia-
ble aleatoria continua. Por su parte, una distribucion de pro-
babilidad es una funcién o regla que asigna una probabilidad
a cada valor real que toma la variable.
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U2 Metodologia

En la presente semana, al afrontar el estudio de variable aleatoria y distribuciones de pro-
babilidad, es importante que el estudiante tenga presente los principios basicos de calculo
integral; ademas, tal como sucede con todas las cartillas, es recomendable la cuidadosa lec-
tura de los elementos contenidos en ésta y tener siempre presente los principios tratados en
la semana 3, ya que en esta cuarta semana se hace fuerte de principios de probabilidad ya
tratados. Ademas de lo anterior, una forma eficiente de acercarse a la comprensién puede
ser la elaboracién de sintesis tematica. La elaboracién de un resumen requiere que el estu-
diante realice importantes reflexiones en relacién a los temas de célculo de probabilidad. En
los casos en que se presenta ejemplos numéricos resueltos es Util verificar tales célculos a

lapiz y papel.

El estudiante debe tener en cuenta que la presente cartilla no es el Unico recurso propuesto
para alcanzar el deseado nivel de comprension, se presentan también recursos de videocon-
ferencias, resumenes, videodiapositivas y ejercicios de repaso, ejercicios resueltos, ejercicios
propuestos; los cuales estan orientados a brindar oportunidades de adquisicion de conoci-
mientos y desarrollo de habilidades a través de diferentes medios. En la seccién de video-
capsulas se presentan una serie de videos que buscan fortalecer los temas objeto de estudio.

El sequimiento de estas recomendaciones puede facilitar el afianzamiento del tema y pro-
porcionar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a temas posteriores.
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Variable aleatoria

En buena parte de la cartilla de la semana
1 hablamos de variables estadisticas en-
tendidas como caracteristicas observables
de los individuos de una poblacién, en lo
gue sigue de este curso se hara referencia
al concepto de variable aleatoria, la cual se
estudia en el contexto del calculo de proba-
bilidad. Para poder comprender la impor-
tancia y necesidad de una variable aleato-
ria conviene retomar las ideas trabajadas
alrededor de espacio muestral. Un experi-
mento aleatorio se asocia a un conjunto de
posibles resultados cuyo valor puede ser de
diferente naturaleza, por ejemplo, al lanzar
una moneda el resultado puede ser cara
(C) o sello (S), al lanzar un dado dos veces
el resultado puede ser cualquier pareja de
numeros en el que cada numero esta entre
1y 6 inclusive, a realizar experimentos alea-
torios de extraccion de fichas de una urna
los resultado de interés pueden ser los po-
sibles colores. Como se puede ver, los resul-
tados no necesariamente son nimeros rea-
les. Considerando esto tenemos entonces el
concepto de variable aleatoria.

Concepto e Variable aleatoria

Una variable aleatoria es una funcién que
asigna un numero real a cada punto de un
espacio muestral asociado a un experimen-
to aleatorio. Es usual denotar la funcién mis-

Desarrollo tematico

ma mediante letras mayusculas X como y
letras en minusculas x como para referirnos
a valores de la variable aleatoria. Una inter-
pretacion grafica del concepto de variable
aleatoria se muestra a continuacién:

Imagen 1.
Fuente: propia.
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En notacion de funciones (desde la perspec-
tiva de funciones matematica) se tiene:

X:§ - R
w - X(w)

Ejemplos de variables aleatorias

Tal vez la mejor manera de ilustrar el con-
cepto de variable aleatoria es mediante
ejemplos, es por eso que presentamos los
siguientes:

Ejemplo 4.1:si consideramos el experimen-
to de seleccionar sucesivamente tres torni-
llos y anotar D si el tornillo es defectuosoy N
no defectuoso, el espacio muestral es:

S={NNN,DNN,NDN,NND,DDN,DND,NDD,DDD}

A partir de este espacio muestral podemos
definir la variable aleatoria

X= Numero de tornillos defectuosos

Es claro que el nimero de tornillos defec-
tuosos puede ser0, 1,2 0 3. Estos son enton-
ces los valores que toma la variable aleato-
ria. La asignacion de numeros reales a cada
punto del espacio muestral es:

Espacio X
muestral (S)

NNN 0
DNN 1
NDN 1
NND 1
DDN 2
DND 2
NDD 2
DDD 3

Ejemplo 4.2: Consideremos el experimento
aleatorio de lanzar un dado dos veces, el es-
pacio muestral es:

s={(1,1,(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)
(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6 )
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6)
(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6)
(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6 )}

Sinuestro interés se centra en la suma de los
puntajes de cada par de lanzamientos, po-
demos definir una variable aleatoria suma
(X), de tal manera que a cada punto muestral
le asigna la suma de puntos, por tanto, los
valores que podria tomar la variable aleato-
ria X corresponden al siguiente conjunto:

X={2,3,4,5,6,7,8,910,11,12}

Variables aleatorias discretas y conti-
nuas

Asi como un espacio muestral puede ser
discreto o continuo, una variable aleatoria
también se puede clasificar como variable
aleatoria discreta y variable aleatoria conti-
nua. Una variable aleatoria es discreta si se
puede numerar sus posibles valores, por el
contrario, si una variable aleatoria puede
tomar un conjunto de valores que coinciden
con el conjunto de puntos de un segmen-
to de recta, se denomina variable aleatoria
continua.
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Distribucion discreta de probabilidad

Hemos visto en la cartilla de la semana 3 que la probabilidad de cualquier evento es un nu-
mero entre 0 y 1, inclusive, es decir, pertenece al intervalo cerrado [0, 1]. En este apartado
estamos interesados en la asignacién de un valor especifico de probabilidad a cada valor de
una variable aleatoria, con tal fin se define un nuevo concepto, el de funcién de distribucién
de probabilidad. A una variable aleatoria discreta le corresponde una funcién de distribu-
cion de probabilidad discreta. Para ilustrar la idea de distribucién discreta de probabilidad
se debe tener en cuenta el Ejemplo 4.2, n el cual no hay razén para creer que los diferentes
puntos muestrales tengan diferente probabilidad, en este caso cada punto tiene una proba-
bilidad de % Con base en ello podemos escribir la siguiente tabla en la que se asigna la
correspondiente probabilidad a cada valor de la variable aleatoria considerada.

Tabla 1.
Fuente: propia.

Como se puede observar, a cada valor x de la variable aleatoria se le asigna una probabi-
lidad P(x) determinada por el nimero de casos favorables en el espacio muestral, ademas
se observa que la suma de todas las probabilidades es igual a la unidad. Apoyados en esta
ilustracion podemos pasar a plantear la siguiente definicion

Definicion: dada una variable aleatoria discreta X asociada al espacio muestral S de un ex-
perimento aleatorio, la distribucion de probabilidad es una funcién o regla que asigna la
correspondiente probabilidad a cada valor de la variable aleatoria. La asignacién de proba-
bilidad obedece las siguientes condiciones:

a) f(x)=0
b) fx)=1

S5
) Pkx)=f(x)

Ejemplo 4.3: Un lote de 8 televisores contiene tres televisores defectuosos. Si compramos
2 de los ocho televisores, hallar la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria co-
rrespondiente al nUmero de televisores defectuosos que pueden resultarnos en la compra.

Solucion: al comprar dos televisores, los Unicos valores posibles de la variable aleatoria son
0, 1y 2. En este caso debemos tener en cuenta que la cantidad de posibilidades en que se
pueden seleccionar 2 de los ocho televisores esta dada por el nUumero de posibles combina-
ciones, es decir:
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28

- _(8y___ 8 _ 8 _61(7)(8) _ (7)(B) _
8 2_(2)_2!(8—2)!_2!6!_ A I

Por otro lado, el nimero de formas en que se puede seleccionar U televisores defectuosos
de 3 que se compran es:

(i) (2) B (0! (33!— 0)!) (2! (55!_ 2)!) = (1)(10) = 10

El nimero de formas en que se puede seleccionar 1 televisor defectuoso es:

G) (i) B (1! (331— 1)!) (1! (55!_ 1)!) =(3)(5) =15

El nimero de formas en que se puede seleccionar 2 es:

B)C) = () ) = 0 =

Por tanto los valores de las probabilidades son:

5
P(0) = £(0) =%; P(1) = f(1) _D ; P(2) =f(2) =23_8

28
Distribucion de probabilidad discreta acumulada

Frecuentemente resulta de interés el cdlculo no de la probabilidad de un valor especifico
de una variable aleatoria discreta, sino el valor de la probabilidad que la variable aleatoria
tome un valor menor o igual que el valor dado; para ello, resulta necesario definir una nueva
funcién que tome los valores acumulados de probabilidad, a esta funcién se le conoce como
funcién de probabilidad acumulada y se define a continuacion:

Definicion: la funcién de distribucién de probabilidad acumulada de una variable aleatoria
discreta X, cuya funcién de distribucion de probabilidad es f(x), estd dada por:

Fo) =PE<x)= ) f(©)

t=x
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Ejemplo 4.4: para el caso de la variable aleatoria del Ejemplo 4.2 se muestra a continuacién
las funciones de distribucion de probabilidad y de probabilidad acumulada distribucién de
probabilidad:

Muchas veces resulta util realizar la grafica de las funciones de distribucién de probabilidad,
para lo cual se aplica los principios sefialados en la cartilla de la semana 1.

Distribucion continua de probabilidad

Un hecho muy importante en el calculo de probabilidad, y que a muchos podria parecer
sorprendente, es que la probabilidad de que la variable aleatoria tome exactamente un va-
lor especifico tiende a cero; esto se debe a que entre dos posibles valores que una variable
aleatoria continua pueda tomar, existen infinitos valores, y al realizar la distribucién de la
totalidad de probabilidad entre esos infinitos valores se tendria el valor cero. Esta situacion
lleva a interesarnos en la probabilidad que la variable aleatoria tome un valor comprendido
entre dos valores especificos.

La funcion de distribucion de probabilidad de una variable aleatoria continua no se puede
representar en forma tabular, porque requeririamos infinitas entradas en la respectiva tabla,
sin embargo si se puede representar mediante una férmula a la que seguramente se puede
asociar una curva continua, aunque puede darse casos en que la grafica de la funcién pre-
sente saltos o discontinuidades. A una funcién de distribuciéon continua de probabilidad se
le suele llamar funcién densidad de probabilidad o simplemente funcién densidad.

Una funcion densidad de probabilidad debe ser tal que el area total bajo la curva de la fun-
cion sea igual a la unidad, ademas, del calculo integral se sabe que el drea limitada por la
curva f, deunafuncidn, el ejey las rectas X=ay X= b esta dada por la integral de la funcién
entre X=ay X= b es decir, la probabilidad de que la variable aleatoria, cuya funcién de densi-
dad de probabilidad es f(x), tome un valor comprendido entre X=ay X= b, esta dada por:

b
Pla<X<bh) =f f(x)dx
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Con base en las consideraciones anteriores podemos definir la funciéon de distribucién de
probabilidad como sigue:

Definicién: una funcion O(0) es la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
X si cumple las siguientes condiciones:

) () =0
b) ‘[f@Mx=1

1) P(a<X<b) =J‘mf(x)dx

Nota: En la integral de la condicion b) vemos que se debe considerar la posibilidad que la
variable aleatoria tome cualquier nimero real; sin embargo, en muchas ocasiones se tiene
conocimiento de los intervalos de valores que no corresponden a la variable aleatoria, por lo
que la contribucion de la integral es cero en tales intervalos.

Ejemplo 4.5: una variable aleatoria continua [J tiene la siguiente funcién de densidad de
probabilidad:

12(0+ 2)

1 1
5 dx=5L(2E+4)DE

HO<D<ﬂ=I¥&Mx=f
0 0

11 1
[(O<D<1)=5f (2[+4)D[=5(1+4)=1
0

a. Verificar que efectivamente es una funciéon de densidad de probabilidad

b. Hallar la probabilidad de que x tome un valor entre 0 y %-.

Solucion:

a. Es claro que para los valoresde [J en 0<0< 1lafuncién es no negativa, por tanto se
cumple la condicion () > 0 paratodo [J.También podemos ver que:

J:f(x)dx = J‘_Om fx)dx + J:f(x)dx = J;mf(x)dx

(v'e] 0 1 oo
J‘ f(x)dx =J‘ O0dx +J 2xdx =J‘ Odx
—oo —co 0 1

J‘_Zf(x)dx =J:2xdx =x? =

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




Lo anterior evidencia el cumplimiento de la condicién 2.

b. La probabilidad de que x se encuentre entre 0y 1/2 corresponde a:
1

2 1
PO<X<1/2)= fzzxdx =2
0

Una interpretacién geométrica se muestra en la siguiente grafica, donde se ve que el drea
bajo la graficade O(0) entre 0 =0y 0 = % es exactamente %.

Area total= (Base).(Altura)
2

Area total= (1)(2)
2

=1

Areaentre 0Y 1/2 = 1/4

Imagen 2.
Fuente: propia.
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Ejemplo 4.6: La fraccién de personas que responden a una encuesta enviada por correo es
una variable aleatoria continua O a la cual le corresponde la siguiente funcién densidad de
probabilidad:

2(0+2)
(D) = 5 -
000 000000000 0000 0000

oo o<1

a. Mostrarque J0<O< 1) =1

b. Hallar la probabilidad de que mas de la cuarta parte de las personas pero menos de la
mitad responden la encuesta.

Solucion:

a.

120+ 2)

1 1
5 dx=5J:J (20 + 4)0C

00<0<1)= J’if(x)dx=J’
0 0

17 1
E(O<D<1)=‘—5f (2[+4)D[=5(1+4)=1
n

b. La probabilidad de que mas de la cuarta parte de la personas pero menos de la mitad
responden la encuesta corresponde pG< < %) ay esta dada por:

P(1< <1)—1 20+ 900 = =
2<% E—BL( +H00 =55

4

Distribucion acumulada de una variable aleatoria continua

La definicién de la distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria continua es ana-
loga a la correspondiente a una variable aleatoria discreta, a continuacién se presenta la
definicién:

Definicion: sea [] una variable aleatoria continua cuya funcién de de densidad de probabi-
lidad es C(0), la funcién de distribucién de probabilidad acumulada esta dada por:

(O =0(@<0) = f_m(m)jm

—ca
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La distribucioén esta dada por:

X

PX<x)= f 2xdx = x>
0

Ejemplo 4.7: |a variable aleatoria X del Ejemplo 4.5, tiene funcién densidad de probabilidad:

20 0O0<0O<1
0@ = "
0 0000000000000000000

La funcién de distribucién de probabilidad acumulada esta dada entonces por:

P(X <x) = f xmf(t)dt _ f_ [; F(Ddt + fo )t = L " foat

P(Xéx)=f f(t)dt=f 2tdt = x? para0<x<1
—00 0

Con base en la definicién de distribucion acumulada de una variable aleatoria continua y el
hecho que:

Pa<X<b)=PX<b)—-PX<a)

Se encuentra que:

Pla<X<b)=PX<b)—P(X<a)=F(b)-F(a)
Ademas con base en principios de calculo integral se tiene:

dF

f(x)=a
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Distribuciones de probabilidad conjunta de variables aleatorias discretas

Hasta este punto hemos estudiado algunos aspectos del calculo de probabilidad en el con-
texto de experimentos aleatorios asociados a una sola variable aleatoria, pero diversas situa-
ciones probabilisticas se estudian adecuadamente considerando dos o mas variables, por
ejemplo, el andlisis del comportamiento del nivel de precios de un producto [Jzl de un
producto U da lugar a un espacio muestral en el que cada punto muestral estd compuesto
por dos variables.

Si dos variables aleatorias discretas [, [ la distribucién de probabilidad conjunta de su
ocurrencia simultanea se representa mediante la funcion 0(0), donde:
0(O,0)=00=0;0=0)

Estas breves descripciones permiten extender las ideas de distribucién de probabilidad al
caso de dos variables a través de la siguiente definicién:

Definicion: una funcién [O(,0) es una distribucién de probabilidad conjunta de las va-
riables aleatorias discretas [, [] si J(0,0) cumple las siguientes condiciones:

0) 0(0,0) = 000000000 (0,0)

5) sz(j,m)=1

0) O(0=0;0=0)=0(0,0)

Distribuciones de probabilidad conjunta de variables aleatorias continuas

Para el caso de variables aleatorias continuas la definicién de distribucién de probabilidad
conjunta corresponde a lo siguiente:

Definicion: la funcion f(x,¥) es una funcién de distribuciéon de densidad de probabilidad
conjunta de las variables aleatorias X,Y si cumple las siguientes condiciones.

a) f(x,y) = 0 para todo par (x,y)
b [ | feuyaxay =1

PI(X.Y) € A] = ﬂ £(x,y)dxdy
A

P[(X,Y) € A] corresponde a la probabilidad que la pareja (X,Y) se encuentre en una zona
0 del plano xy.
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Ejemplo 4.8: una empresa fabricante de dulces vende cajas de chocolate con surtido de
crema, almendras y galleticas recubiertas con chocolate claro y oscuro. Si se selecciona alea-
toriamente una caja de dulces sean X y Y, respectivamente, las proporciones de chocolate
claro y oscuro que son cremas, y si la funciéon conjunta de distribucion de probabilidad es:

2
Z(20+30) 000<0<1, 0<0<1
(0, 0) =42

0 00000000000 0Oooobooo

Verificar que se cumple la segunda condicién de la definiciéon de distribucién de probabili-
dad conjuntay hallar la probabilidad de que g < 0 < % :: <0 g%

Solucion:

o0 1 12
f f D(D,j)DDjj=f f =(20+30) Dooo =
—o ) _w 0 Jo

11 1

—f 2+60)00=~(2+3) =1

5, 5

Lo anterior muestra el cumplimiento de la condicion 2. El calculo de la probabilidad esta
dada por:

1 3 (32
S]S—)=[ f —(2]+3])D]]D
2 ! 0 9
1

1 1<D<1)—f§(1+3j)D]—13
2 4= 727k \10" 5/ " 160

4

Distribuciones marginales de probabilidad

A partir de la distribucion de probabilidad conjunta f(x,y) de dos variables aleatorias X y
Y, se puede definir las distribuciones de probabilidad de las variables individuales, a tales
distribuciones se les llama distribuciones marginales de las variables aleatorias, estas defini-
ciones se presentan a continuacion:

Definicion: la distribucion marginal de la variable aleatoria X y la de la variable aleatoria Y
estan dadas por:
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Caso discreto:

D(D)=ZD(D,D) 0 h(D)=ZD(D,D)

Caso continuo:

o oa

D(D)=f 0(0, 0)00 h(u):f 0(a, 0)ao

Reiteramos la necesidad de hacer uso de los otros recursos referenciados, particularmente
las videocdpsulas, en las que se presentan mas explicaciones sobre cada tema.
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IﬂtrOdUCCIOn La cartilla de la semana anterior se centré en el estudio de

variables aleatorias y distribuciones de probabilidad para los
casos discretos y continuos; también se presentdé una breve
introduccion al estudio de distribucion de probabilidad con-
junta de dos variables aleatorias. En el campo de la probabi-
lidad y la estadistica inferencial se usa un conjunto de para-
metros de las variables aleatorias, entre ellas se destaca las de
esperanza matemdtica o media de una variable aleatoria y la
varianza. Apoyados en el estudio de la cartilla de la semana
4, en esta semana 5 se tratara precisamente el calculo de es-
tos parametros. Se estudiaran los procedimientos de calculo
de manera general para variables aleatorias discretas y conti-
nuas, y se ilustraran brevemente los parametros analogos en
el caso de distribuciones de probabilidad conjunta.
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U3 Metodologia

Esta cartilla bien puede considerarse una continuacién de la correspondiente a la semana
anterior en la que se inici6 el estudio de variable aleatoria y distribuciones de probabilidad,
razén por la cual, aplica las recomendaciones antes dadas. Estas recomendaciones se re-
fieren a la necesidad de que el estudiante tenga presente los principios basicos de calculo
integral, los principios generales de calculo de probabilidad estudiados al inicio de la sema-
na 3, y la recomendacion que se ha planteado siempre en el sentido de realizar una sintesis
conceptual de los contenidos de esta cartilla, ademas de su cuidadosa lectura y verificaciéon
de los calculos presentados en los ejemplos.

Esta cartilla no constituye el Unico recurso propuesto para alcanzar el deseado nivel de
comprension en lo referente a media y varianza de variables aleatorias, se deben tener en
cuenta también los recursos de videoconferencias, resimenes, videodiapositivas y ejercicios
de repaso, ejercicios resueltos, ejercicios propuestos; los cuales estan orientados a brindar
oportunidades de adquisiciéon de conocimientos y desarrollo de habilidades a través de dife-
rentes medios. En la seccion de videocapsulas se presentan una serie de videos que buscan
fortalecer de los temas objeto de estudio.

Seguir este conjunto de recomendaciones puede facilitar el afianzamiento del tema y pro-
porcionar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a contenidos posteriores.
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U3 Desarrollo tematico

Esperanza matemética de una variable aleatoria

En la cartilla de la semana 1 se trataron las medidas de tendencia central de observaciones
de un conjunto de valores. En esta cartilla, entre otros temas, se tratara una medida analo-
ga a la media aritmética de las observaciones, pero referida ahora a una variable aleatoria.
Para introducir el concepto de media aritmética de una variable aleatoria, conviene hacerlo
a partir de la consideracion de una situacion en la que se lanza muchas veces dos monedas
rotuladas, cada una con las letras A y B. En esta situacion tomamos como variable aleatoria X
aquella que cuenta el niUmero de veces que se obtiene A como resultado de un lanzamiento,
lo cual indica que en un lanzamiento se podria obtener 0, 1 o0 2 veces la letra A. supongamos
ahora que realizamos 32 lanzamientos de las dos monedas, dandose que en 8 de las 32 ve-
ces no salié ninguna A, 14 veces salié una Ay 10 veces el resultado del lanzamiento fue dos
A.

Con base en lo anterior, y realizando calculos como los estudiados en la semana 1, encontra-
mos que la media aritmética de los resultados es:

0)(8) + (1)(14) + (2)(10) _0+14+20 34
= =——5— =35 = 1,0625

Aunque 1,0625 no es ninguno de los posibles valores que tome la variable aleatoria, se espe-
raria que el numero promedio de veces que se obtiene A como resultado es el valor citado.

El anterior procedimiento de cdlculo lo podriamos reescribir de la siguiente forma:

8 14 10

g8 14 10
Los valores 32’3 Y3zcorresponden a la frecuencia relativa de ocurrencia de los valores 0,

1y 2 correspondientes a la variable aleatoria que mide el nimero de veces que se obtiene
la A. Esto muestra que es posible calcular la media aritmética de un conjunto de datos con
base en el conocimiento de la frecuencia relativa con la que ocurre cada uno de los posibles
valores.
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Esta idea de cdlculo se puede emplear para
hallar el nimero promedio de veces que se
obtienelaletra Acomo resultado de muchos
lanzamientos, en cuyo caso nos estariamos
refiriendo a la media aritmética o prome-
dio de la variable aleatoria. Dado el carac-
ter probabilistico del hecho, al promedio de
una variable aleatoria se le llama también
esperanza matemadtica o valor esperado y se
simboliza mediante y, 0 E(X). Encaso
que no haya lugar a confusion se puede
omitir la referencia a la variable X'y escribir
simplemente u O E.

Los comentarios y calculos anteriores se ba-
saron en un caso particular de un conjunto
de lanzamientos, pero podemos realizar el
analisis a partir del conocimiento de las pro-
babilidades asociadas al respectivo experi-
mento aleatorio, para ello podemos consi-
derar la situacién de una moneda legal, en
cuyo caso el espacio muestral del experi-
mento de lanzar dos veces la moneda es:

S = {AA, AB, BA, BB}

Dado que en cada lanzamiento existe igual
probabilidad de obtener A 0o B, con lo que la
probabilidad de cada resultado de un lan-
zamiento A 0 B % es en razéon a que el
resultado del primer lanzamiento no afecta
el resultado del sequndo, los lanzamientos
son independientes y por tanto la probabili-
dad de cada uno de los resultados posibles
contenidos en el espacio muestral es .

1 1 1

2/ \2 4

La distribucion de probabilidad de la varia-
ble es entonces:

Esta distribucion de probabilidad indica que
a la larga, en muchos lanzamientos que se
realice, la mitad de las veces se obtendra
como resultado una letra A y una cuarta
parte de las veces se obtiene cada uno de
los otros dos valores de X (0 0 2), pudiéndo-
se decir entonces que estas probabilidades
corresponden a los valores de frecuencias
relativas, por lo cual el valor de la media co-
rresponde a:

ez =0 (1) 2 () -3

Lo cual indica que es razonable esperar
obtener una A por cada instancia del ex-
perimento consistente en un par de lanza-
mientos. Con base en estos razonamientos
podemos definir el concepto y férmula de
calculo de la esperanza matematica o valor
esperado de variables aleatorias discretas y
continuas.

Esperanza matematica de una variable
aleatoria discreta

Definicion: dada una variable aleatoria
discreta X, cuya funcién de distribucién de
probabilidad f(X), la media aritmética, es-
peranza matematica o valor esperado estd
dado por:

p=EX) = ) xf(x)

X
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Es decir, la esperanza matematica de una variable aleatoria discreta es la suma de los pro-
ductos de cada valor de la variable y su respectiva probabilidad.

Esperanza matematica de una variable aleatoria continua

Definicién: dada una variable aleatoria continua <, cuya funcién de distribucién de proba-
bilidad f(x), la media aritmética, esperanza matematica o valor esperado esta dado por:

-]

p =B = [ xf@ax

— 0

Es decir, la esperanza matematica de una variable aleatoria continua es la integral del los
productos de cada valor de la variable y su respectiva probabilidad.

Ejemplos de célculo de la esperanza matematica de variables aleatorias

Ejemplo 5.1: hallar el valor esperado de la variable aleatoria X del Ejemplo 4.3 correspon-
diente al nimero de televisores defectuosos que pueden resultarnos en la compra de dos si
se sabe que del lote de 8 televisores hay 3 defectuosos.

Solucién: En la solucién del Ejemplo 4.3, encontramos que la funcién de distribucion de
probabilidad es:

10 15 3
PO =f0) =55 PLO=f)=5 ;P@A=f@) =5

Por tanto el valor esperado de la variable se calcula como sigue:

b0 = St 0 () )+ () -]

X

Ejemplo 5.2: hallar el valor esperado de la distribucion de probabilidad de la variable alea-
toria X correspondiente a la suma de los puntajes obtenidos al lanzar un dado dos veces.

Solucioén: en la cartilla de la semana 4 presentamos la introduccién de distribucién de pro-
babilidad de una variable aleatoria discreta con base en el experimento de lanzar el dado
dos veces, ahi encontramos que la distribucién de probabilidades es:
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Tabla 1.
Fuente: propia.

Con base en la anterior tabla podemos presentar la siguiente en la que ademas se muestra
el producto de cada valor de X por su probabilidad.

Tabla 2.
Fuente: propia.

El estudiante puede verificar que la suma de estos productos es:

ZxP(x) =7

Ejemplo 5.3: hallar el valor esperado de la variable aleatoria continua presentada en el
Ejemplo 4.5.

Solucioén: en el Ejemplo 4.5, vimos que la funcién de densidad de probabilidad era:

2x si0<x<1

f(x) =

0 en cualquier otro caso

Por lo tanto, el valor esperado esta dada por:

1

Uy = E(X) = f xf(x)dx=[x.2xdx=2f xzdx=§
—oa 0

0

Ejemplo 5.4: hallar el valor esperado de la variable aleatoria X del Ejemplo 4.6 correspon-
diente a la fraccién de personas que responden a una encuesta enviada por correo, cuya
funcion densidad de probabilidad es:
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2(0 + 2
Q o< i< 1
0(0) = 9

]
]
.....

000 0J000o0doOoooooo obpoo

Solucion: se aplica, al igual que el ejemplo anterior, la férmula correspondiente al valor es-
perado de una variable continua:

continua:0l, = (1) = [© 00(0)00 = jJD.@DE

12(02 + 20 2/t 1
O0,=0(0) = f ( )dx=—(f Ezdx+2f Ddx)
0 5 5 0 0

O TP K S
=B = 5(3+2Q)) = 5(3+1) =75

Medidas de dispersién

En la estadistica en general, la media se considera como una medida de gran importancia en
razén a que es un descriptor que indica el valor en que se centra la distribucion de datos. En
el caso de probabilidad, la esperanza matematica es el valor alrededor del cual se centra la
distribucién de probabilidad; sin embargo, se ha de tener en cuenta que la media no es un
indicador suficiente para describir completamente un conjunto de datos o una distribucién
de probabilidad.

Para sustentar la anterior afirmacion, en lo que concierne a un conjunto de datos, considé-
rese los puntajes obtenidos en una prueba de aptitud matematica por dos grupos de estu-
diantes, los puntajes de cada grupo son:

Puntajes Grupo A 69 72 69 73 69 68 68 70 73 69

Puntajes Grupo B 91 90 47 50 90 88 45 87 70 42

Tabla 3.
Fuente: propia.

El estudiante puede verificar que el calculo de la media para cada grupo da como resultado
70 puntos, pero si se observa la diferencia de los datos en relaciéon con la media, se tiene
gue en el grupo A hay desviaciones relativamente pequefas, de hecho la maxima diferencia
respecto a la media es de 3 unidades y la maxima separacién encontrada entre cualquier par
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de datos es de cinco unidades. Por su parte, en el grupo B se encuentran desviaciones de
hasta 21 unidades respecto a la media y una maxima separacion entre datos de 49 unidades.
Se tiene entonces que la media por si sola no es un adecuado descriptor debido a que no
da informacién de la variabilidad que presentan los datos. Frente a situaciones de este tipo,
se requiere de otros descriptores que midan la variabilidad de los datos y que se comple-
menten con las media. Estas nuevas medidas son las medidas de dispersién entre las que se
encuentra la varianza y la desviacion estandar.

La varianza y la desviacion estandar

De todas las medidas de dispersidn, tal vez la mas importante, mas conocida y usada es la
varianza. Se define como la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones respecto
a la media. El simbolo empleado para la varianza es a2. Por su parte la desviacién estdndar,
también conocida como desviacidn tipica, corresponde a la raiz cuadrada positiva de la va-
rianza. El simbolo empleado para la desviacion estandar es 0

La desviacion estandar se mide en las mismas unidades que los valores de los datos o de la
variable, por lo tanto, resulta mas facil la comparacion directa de la desviacion estandar con
la media aritmética. La desviacion estandar se interpreta como la variacién promedio de los
datos con respecto a la media.

Calculo de la varianza y la desviacion estandar

Decir que la varianza equivale al promedio de los cuadrados de las desviaciones respecto a
la media, significa que para calcular la varianza, primero se debe hallar la desviacién de cada
observacion respecto a la media, luego se halla el cuadrado de cada desviacion y sobre estos
cuadrados se calcula el promedio. Para un conjunto de N datos, en el que la media aritmética
es M, laférmula que permite el calculo de la varianza es:

N
1
0t == (Xi— w?
i=1

A manera deilustracién consideremos los puntajes de los grupos Ay B antes citados y calcu-
lemos las respectivas varianzas.

Para hallar los valores conviene escribir en una tabla los valores de : las desviaciones res-
pecto a la media, los cuadrados de las desviaciones, la media y la suma de los cuadrados de
las desviaciones. A continuacion se muestra las tablas y calculo de varianza para cada grupo.
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Grupo A u=170 GrupoB u=70

X; | (Xi—p) X; — w)? X | (Xi—p) X —p?*
69 -1 1 91 21 441
72 2 4 90 20 400
69 -1 1 47 -23 529
73 3 9 50 -20 400
69 -1 1 90 20 400
68 -2 4 88 18 324
68 -2 4 45 -25 625
70 0 0 87 17 289
73 3 9 70 0 0
69 -1 1 42 -28 784

10 10

Z(x[ —pn)? =34 Z(x, —pn)* = 4192

i=1 i=1

Tabla4y5.
Fuente: propia.

2 2
Con base en las tablas las varianzas 94 Y 0B  de los grupos Ay B respectivamente estan

dadas por:
10
az—lzx 23 _ 34
i=1
10
0% = 12(}{ )2 = 192—4192
BT 0L\ T T

La gran diferencia que registran las varianzas de los dos grupos es un reflejo de la diferencia
en la variabilidad de los datos. Se evidencia también cdmo la varianza mide la variabilidad
de los datos.

En el caso de una variable aleatoria X se calcula como el valor esperado de (X — Wi A
continuacion sepresenta las expresiones de cdlculo de la varianza y la desviacién estandar
de variables aleatorias discretas y continuas.
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Varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria discreta.

Definicion: Dada una variable aleatoria discreta X, cuya funcién de distribuciéon de proba-
bilidad es f(x). ysea O = 0O(X) lamedia aritmética o valor esperado. La varianza de la
variable aleatoria es el valor esperado de (X — u)?. es decir:

0? = E[(X — ] = ) (X - W*f(x)
X
La desviacion estandar es:

=Vor= |} (X - W@
X

Ejemplo 5.5: hallar la varianza y la desviacién estandar de la variable aleatoria X correspon-
diente al niUmero de televisores defectuosos que pueden resultarnos en la compra de dos si
se sabe que del lote de 8 televisores hay 3 defectuosos.

Solucion: En la solucion del ejemplo 5.1 encontramos que la media aritmética o valor espe-
rado de la variable aleatoria de una funcién de distribucién de probabilidad es:

]=](D)=§

También se tiene que los valores de las probabilidades son:

10 15 3
0(0) = 0(0) = 25 (M =001 = 25 0(2) =0(2) = 5

Con base en ello se presenta a continuacion la tabla que resume los valores de ,
0, (00— o), (00— D)3 0(0) Ylesproductos O(0). (O — 0)?

2 . .,
Entonces los valores de (X — K)“ se dan a continuacion:

Tabla 6.
Fuente: propio.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Con base en la tabla anterior se encuentra que la varianza es:

150 75

o* = E[(X - u)z]—Z(X W) = =5

La desviacidon estdndar es entonces:
g=+0 = 0,578

Varianza y desviacion estandar de una variable aleatoria continua

Definicion: Dada una variable aleatoria continua X, cuya funcion de densidad de probabili-
dades f(x), ysea 0=0) lamediaaritmética o valor esperado. La varianza de la variable
aleatoria es el valor esperadode (X — u)? esdecir:

= El- 7= | - wPfGdx

— o0

La desviaciéon estandar es:

J=J§=JJW(X— w)?f(x)dx

Ejemplo 5.6: hallar la varianza y la desviacion estandar de la variable aleatoria continua
presentada en el ejemplo 5.3.

Solucioén: en el ejemplo 5.3 vimos que la funcién de densidad de probabilidad es:

20 00<0< 1
0(0) = P

Y la media es:
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Por tanto la varianza esta dada por el siguiente calculo.

2

- i =(x-3)
= E[(X— w?=E [(X — g)zl = j_: (x— g)zf(x}dx

2=E[(X—#}2]='[12x(x—g)zdx='[12x(x 4—x+4)d
. 3 ) 379
2=E[(X—H]2]=jl(2x3—8—ﬁ+8—x)dx—1 § 11
; 3 "9 27979 18
a‘z—i
18

La desviacion estandar es entonces:

1 1 V2
18 3y2 6

Formula alternativa para calcular la varianza de una variable aleatoria

Una expresion para el calculo de la varianza, deducida de la férmula de la definicion es la
siguiente.

2 - E(XZJ _ Pz

Ejemplo 5.6: hallar la varianza de la variable aleatoria continua presentada en el ejemplo
anterior mediante el uso de la férmula alternativa.

Solucién: primero calculamos E(X?%) segun se muestra a continuacion:

L E(XEJ _ II[‘.'2

Se tiene ademas que el valor esperado es U= 3 conlo cual el valor de la varianza es:
4

, 1 2¥ 1 4 1
e = I
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El calculo realizado mediante el uso de la férmula alternativa evidencia la mayor facilidad
para realizar el calculo, por lo cual se le invita al estudiante a aprovechar las facilidades que
ofrece.

Teorema de Chebishev

El valor de la varianza es una medida de la variabilidad de posibles valores de una variable
aleatoria respecto al valor esperado. Una variable aleatoria con varianza pequena presenta
poca variabilidad respecto al valor esperado, esto indica que la mayor parte de los datos
presentan la tendencia a estar cercanos a la media o valor esperado, lo cual indica que la
probabilidad de encontrar un valor de la variable dentro de un intervalo alrededor del valor
esperado es superior que la correspondiente a una variable aleatoria con varianza mayor.
Un principio matematico que trata estas caracteristicas del comportamiento de una variable
aleatoria es el teorema de Chebishev, establecido por P. Chebishev (1821- 1894), el teorema
establece lo siguiente:

Teorema de Chebyshev: dada cualquier variable aleatoria X con valor esperado es [] y
desviacion @. estandar. La probabilidad de que la variable tome un valor dentro de k
desviaciones estandar de la media es al menos 71— 1/02. Es decir:

1
P(ﬂ—kﬂ'{X{ﬂ+kﬂ')21—k—2

El estudiante podria preguntarse qué sentido tiene un principio que s6lo da una cota supe-
rior para la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor contenido en determina-
do rango, si se podria calcular el valor exacto de la probabilidad a partir del conocimiento de
su distribucion de probabilidad. Frente a este interrogante indicamos que el teorema tiene
su gran valor en situaciones en las que no se conoce la distribuciéon de probabilidad de la
variable. El siguiente ejemplo ilustra esta afirmacion.

Ejemplo 5.7: Una variable aleatoria, de la que no se conoce su distribucién de probabilidad,
tiene valor esperado [ =8 ydesviacion estandar [J = 3. Hallar un estimativo de la pro-
babilidad de que la variable aleatoria tome un valor mayor que -4 y menor que 20.

Solucion: Se nos pide hallar O(—4 < 0O < 20), haciendo uso de los valores de
0=80=3y0 =4 yen el contexto del Teorema de Chebishev, vemos que:

0(—4<0<20)=08-43)<C<8+D(I]= 1—%=%
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o 7

I ﬂtrOd UCCIONN Eldesarrollo de la cartilla de la semana 4 traté sobre distribu-
ciones de probabilidad de variables aleatorias considerando
en general los casos discreto y continuo. La cartilla de la sema-
na 5 se centré en el estudio de esperanza matematica o media
de una variable aleatoria, la varianza y la desviacién estandar.
Tomando en cuenta las definiciones de esas dos semanas an-
teriores, en esta semana 6 se tratara una de las distribuciones
de probabilidad discreta de mayor importancia en calculo de
probabilidad y estudios estadisticos, esta es la distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria binomial. Una variable
aleatoria binomial se entiende como aquella que se asociaala
repeticion de multiples ensayos independientes, en los cuales
los resultados posibles se clasifican en dos categorias, éxito o
fracaso. Cada ensayo se conoce como proceso de Bernoulli. El
interés es hallar la probabilidad de que en it ensayos se dé un
determinado numero de éxitos. Ademas, a partir de las ideas
subyacentes, se encontraran expresiones de calculo para ha-
llar la media y la varianza de la variable aleatoria binomial.
Finalmente se extiende la ideas de variables aleatorias bino-
miales a los casos en que los el nimero de posibles resultados
es superior a 2, lo cual corresponde al estudio de una variable
aleatoria conocida como multinomial.
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U3 Metodologia

Esta cartilla trata un caso particularmente importante dentro del contexto de las distribu-
ciones de probabilidad de variables aleatorias discretas, es por eso que se recalca el segui-
miento del mismo conjunto de recomendaciones dadas en las cartillas anteriores; tales re-
comendaciones se refieren a la necesidad de permanente revisién de principios generales
de calculo de probabilidad estudiados al inicio de la semana 3, y la recomendacién que se
ha planteado siempre en el sentido de realizar una sintesis conceptual de los contenidos de
la cartilla, de su cuidadosa lectura y verificacion de los calculos presentados en los ejemplos.

La lectura aqui planteada no es el Unico recurso que se presenta para alcanzar el deseado
nivel de comprension en lo referente a al estudio de la distribucién de probabilidad de va-
riables aleatorias binomiales, debe tener en cuenta que se presenta también recursos de
videoconferencias, resimenes, videodiapositivas, ejercicios de repaso, ejercicios resueltos y
ejercicios propuestos; los cuales, estan orientados a brindar oportunidades de adquisicion
de conocimientos y desarrollo de habilidades a través de diferentes medios. En la seccién de
videocapsulas se presentan una serie de videos que buscan fortalecer los temas objeto de
estudio.

Seguir este conjunto de recomendaciones puede facilitar el afianzamiento del tema y pro-
porcionar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a contenidos posteriores.
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Proceso de Bernoulli y distribucién
binomial

Un proceso de Bernoulli es un experimento
aleatorio en el que los resultados se pue-
den clasificar en dos categorias, éxito con
probabilidad de ocurrencia p y fracaso con
probabilidad g=1-p. Siempre que se repita
el experimento, es decir, el resultado de una
instancia del experimento, no se alteraran
los valores de las probabilidades de éxito y
fracaso. Un ejemplo de proceso de Bernoulli
es el lanzamiento de una moneda, en este
caso soélo se considera dos posibles resulta-
dos y si la moneda es legal, la probabilidad
de cada posible resultado es de 0,5. Otro
ejemplo de proceso de Bernoulli puede ser
la extraccion de un tornillo de un lote de
produccién y clasificarlo como defectuoso
(éxito) o no defectuoso (fracaso). Se aclara
aqui que la clasificacién de los resultados
como éxito o fracaso puede ser arbitraria.

Variable aleatoria binomial y distribu-
cion binomial

La repeticidén varias veces de un proceso
de Bernoulli, da lugar a la variable aleatoria
conocida como variable aleatoria binomial.
Una variable aleatoria binomial cuenta el
numero de veces que se presenta el resul-
tado catalogado como éxito cuando se rea-
liza un numero n del proceso de Bernoulli.
El estudio de la distribucion binomial se

Desarrollo tematico

debe al matematico suizo Jakob Bernoulli
(1654-1705), ésta es quiza la principal distri-
bucién de probabilidad discreta.

El interés frente al estudio de una variable
aleatoria binomial es establecer su funcién
de distribucion de probabilidad, es decir,
definir el valor de la probabilidad para cada
uno de los valores x cuando se realiza n en-
sayos de Bernoulli en los que el resultado
catalogado como éxito tiene probabilidad ¥
en cada ensayo, esto se simboliza mediante:

P(X=x)=B(n,x,p)

P(X=x) es la probabilidad de que
la variable aleatoria tome el valor
x cuando se realiza n ensayos de
Bernoulli, en los que el resultado
éxito tiene probabilidad.

El estudiante se preguntard como calcular
esta probabilidad. Para ilustrar las caracte-
risticas de la distribucion de probabilidad
de una variable aleatoria binomial, pode-
mos considerar el experimento aleatorio
descrito en el Ejemplo 4.1, consistente en la
extraccion sucesiva de tres tornillos y ano-
tar D si el tornillo es defectuoso y N si no es
defectuoso. Bien podria decirse que este
experimento se puede asociar a una varia-
ble aleatoria binomial, ya que solo se toma
en cuenta dos resultados de interés; sin
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embargo se recalca la necesidad de que la probabilidad de un ensayo no debe verse afecta-
da por el resultado de ensayos anteriores.

Recuérdese del Ejemplo 4.1 que el espacio muestral correspondiente al experimento es:
S={NNN,DNN,NDN,NND,DDN,DND,NDD,DDD}

A partir del cual se definié la variable aleatoria € que cuenta el nimero de tornillos defec-
tuosos. Siendo los posibles resultados 0, 1, 2 y 3, la variable aleatoria quedé definida como

muestra la siguiente tabla:
Espacio »
muestral (S)

NNN 0
DNN 1
NDN 2
NND 1
DDN 2
DND 2
NDD 2
DDD 3
Tabla 1.

Fuente: propia.

Se supone en este caso, que los tornillos se seleccionan de un lote en el que hay una gran
cantidad de unidades, y se sabe, por procedimientos previos de control de calidad, que de
cada 10 unidades se encuentra una defectuosa, es decir, en cada ensayo P(D) = i y P(N) = %

con lo cual, teniendo en cuenta que los ensayos son independientes, se puede ampliar la
tabla anterior para mostrar las probabilidades de cada punto muestral.
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Espacio P(cada punto muestral)
muestral (S)

o) o) ()= ()
10/ \10/\10/ — \10

DNN 1Ny 9N 79y 1y 7 9\?

\10/\10/ \10/  \10/ \10/

NDN FO9N s 1y 79 1y 7 9\?

\10/\10/ \10/  \10/ \10/

NND FO9N 779y 71y 1y 7 91\?

\10/\10/\10/  \10/ \10/

) ()= () (o)

10/\10/\10/ — \10/ \10

DND 1y 9y 71y 13279

\10/\10/\10/  \10/ \10/

NDD r9y 1 vy 1N 102790

\10/\10/ \10/  \10/ \10/

(55) (55) (o) = (5)
10/ \10/\10/  \10

Con lo anterior se encuentra que la distribucion de probabilidad es:

MBI
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Con el fin de obtener una expresién general que sea util a todos los posibles casos de va-
riable aleatoria binomial, se tenga en cuenta aue en esta ilustracion hemos considerado el
caso n =23, delaprobabilidad de éxito €SP = 5 y por consiguiente la probabilidad de
fracaso q=1-p= % Vemos en la distribucidn de probabilidad que:

Para x=3 (3 éxitos y 0 fracasos) aparece el factor p3 = (1—10)3, no aparece g

Para x=2 (2 éxitos y 1 fracaso) aparecen los factores p? = (1—10)2, ya ="
Para x=1 (1 éxito y 2 fracasos) aparecen los factores p! = (ﬁ)l ya? = ()?
Para x=0 (0 éxitos y 3 fracaso) no aparece p y siaparece g3 = )°

En general, lo anterior indica que con n ensayos y x éxitos, y por consiguiente n-x fracasos,
la expresion de la correspondiente probabilidad contiene los factores p* y g™ ™.

Por otra parte, podemos analizar que el nimero de puntos muestrales en los que se dan x
éxitos y n-x fracasos corresponde al nimero de combinaciones de n objetos tomando x de
ellos (se recomienda al estudiante remitirse nuevamente al estudio de combinaciones dado
en la cartilla de la semana 2), este valor es el coeficiente binomial (2) por lo tanto, se esta
en condiciones de enunciar .

Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria binomial

Sea X una variable aleatoria binomial que cuenta el nimero de éxitos en n ensayos de Ber-
noulli, cada uno con probabilidad de éxito p y probabilidad de fracaso g=1-p, la probabili-
dad de obtener x é éxitos estad dada por:

P(X=x)= (:) prq"

Recuérdese que el coeficiente corresponde a:

n n!
(x) - x!'(n—x)!

Ejemplo 6.1: apoyados en estudios genéticos se tiene informacion que la probabilidad de
que una pareja de esposos tenga una nina es de 0,65, la de que tenga un nino es entonces
de 0,35. Hallar la probabilidad de que en 3 partos de la pareja el nimero de ninas sea 3.

Solucion: la eleccion de éxito o fracaso es arbitraria, para hallar la probabilidad de que en 3
partos resulten 2 nifas se considera como éxito el hecho de tener una nifia en un parto, por
tanto:
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P=0,65 q=035n=3 k=2

P(X=2)= (2) (0,65)2(0,35)* = 3(0,4225)(0,35) = 0,443625

Ejemplo 6.2: se sabe que 2 de cada 5 estudiantes de una universidad han solicitado crédito
educativo. Hallar la probabilidad de que dos de los proximos 4 estudiantes que ingresen a la
cafeteria hayan solicitado crédito.

Solucioén: si 2 de cada 5 estudiantes han solicitado crédito educativo se puede afirmar que
la probabilidad (éxito) de que un estudiante seleccionado al azar sea solicitante de crédito
es de, p= g por tanto la probabilidad de fracasoes al p=2  considerar estudiantes

(ensayos), la probabilidad de que 2 de ellos sean solicitantes es:
ra-2-()G) ) -7 6
— %7 \2/\5/ \5 T 214 -2)1\5/ \5

2

2
or = B 6 - ) -

Si se considera n ensayos de Bernoulli, la variable aleatoria asociada puede tomar n+ 1 posi-
bles valores (x = 0,1, ...,n).Un hecho particularmente importante es que los valores de

P(X =x) = B(n,x,p) = (})p*q™* para los valores, coinciden con los términos del desarrollo
del binomio 44 (razon por la cual se le da el nombre de distribucién binomial) es decir:

2

n
0

n

-+ =(p)p0a" 0+ () pra" et (ni L (:) I

P+q)"=PX=0+PX=1)++PX=n-1)+PX =n)

@+q)" = i P(X=1i)= Zn: (T;)piqn—i
i=0 i=0

4

Dado que (p+g)=1, se tiene también que (p +q)™ =1 y por tanto:

L

= m
2 (i)piqn—i -1
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Este ultimo resultado es precisamente una de las condiciones que debe cumplir una distri-
bucién de probabilidad.

Uso de tablas de sumas binomiales

Usualmente se pregunta por la probabilidad que la variable aleatoria tome un valor conte-
nido entre dos valores especificos, o que tome un valor mayor o menor que un valor dado,
por ejemplo P(a<X<b),P(X>b), estos requerimientos podrian llevar a tediosos calculos; sin
embargo, existen tablas de sumas binomiales que dan el valor de la probabilidad acumulada
hasta determinado valor x menor o igual que n . En la carpeta Recursos para el aprendizaje
correspondiente a esta semana 6 se incluye una tabla de probabilidades acumuladas hasta
n =20y valores de p del orden de las décimas e incluso de centésimas. A continuacion se
presenta un ejemplo que ilustra el uso de tales tablas, al tiempo que se refuerza el uso de los
principios de la distribucion binomial.

Ejemplo 6.3: considerando una variable aleatoria binomial en la que se realizan n =18 ensa-
yos de Bernoulli, cada uno con probabilidad de éxito p=0,2 y probabilidad de fracaso g=0,8.
Hallar a) La probabilidad que el nimero de éxitos sea a lo sumo de 5, b) La probabilidad de
que el niumero de éxitos sea de al menos 9. ¢) La probabilidad de que el nimero de éxitos
sea mayor que 3 y menor que 9.

Solucion:

a. La probabilidad de que el nimero de éxitos sea a lo sumo de 5 corresponde a:

PX<5)=PX=0+4+PX=1)+X=2)+PX=3)+P(X=0)+PX =0)
5
PX<5 = ) PX=10)
2

Se podrian realizar los calculos de cada una de la probabilidades individuales con base en la
férmula de la distribucién binomial, los valores de n,x,p y g y luego realizar la suma; sin em-
bargo, como se ha comentado antes, se puede usar la tabla de probabilidades acumuladas,
en este caso con n=18; x=5y p=0,2 se observa en la tabla que el valor de la probabilidad
acumulada hasta x=5 es 0,8671.

Fundacién Universitaria del Area Andina H



Tabla D.2: DISTRIBUCION BINOMIAL: F(x)

p 0,01 0,05 0,10 0,25 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,75
X

0 0,8345 0,3972 0,1501 0,0056 0,0016 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,9862 0,7735 0,4503 0,0395 0,0142 0,0013 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,9993 0,9419 0,7338 2 0,1353 0,0600 0,0082 0,0007 0,0000 0,0000 0,0000
31,0000 0,9891 0,9018 0,3057 0,1646 0,0328 0,0038 0,0002 0,0000 0,0000
4 0,9718

7 o 9998 o 9837 0,9431 0,8593 0,5634 0,2403 0,0576 0, 0061 o 0012
8 1,0000 J0,9957] 0,9807 0,9404 0,7368 0,4073 0,1347 0,0210 0,0054
9 0,9991] 0,9946 0,9790 0,8653 0,5927 0,2632 0,0596 0,0193
10 0,9998] 0,9988 0,9939 0,9424 0,7597 0,4366 0,1407 0,0569
11 1,0000§ 0,9998 0,9986 0,9797 0,8811 0,6257 0,2783 0,1390
12 e 1,0000 0,9997 0,9942 0,9519 0,7912 0,4656 0,2825
13 1,0000 0,9987 0,9846 0,9058 0,6673 0,4813
14 0,9998 0,9962 0,9672 0,8354 0,6943
15 1,0000 0,9993 0,9918 0,9400 0,8647
16 0,9999 0,9987 0,9858 0,9605
17 1,0000 0,9999 0,9984 0,9944
18 1,0000 1,0000 1,0000
Tabla 3.

Fuente: propia.

b. La probabilidad de que el nUmero de éxitos sea de al menos 9 corresponde a:

P(X>9) = ZP(X= 5
i=9

Dado que las tablas dan la probabilidad acumulada hasta un valor especifico, es necesario
aplicar la probabilidad del complemento asi:

P(X=9)+ P(X<9)=1
Entonces:
P(X=9)=1-P(X<9)

Pero la probabilidad P(X<9) es la misma que P(X<8). La tabla muestra que P(X<8)=0,9957,
entonces:

P(X=9)=1-P(X<9)=1-0,9957=0,0043

c. La probabilidad de que el nimero de éxitos sea mayor que 3 y menor que 9 equivale a la
probabilidad de que x sea un nimero mayor que 3 y menor o igual que 8, es decir:

(3<X<8)=P(X<8)-P(X<3)
La tabla en este caso da los valores:
P(X<8)=0,9957

P(X<7)=0,5010
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Entonces:

P(3<X<8)=0,9957-0,5010=0,4947

Calculo de la media y la varianza de la distribucion binomial

La mediay la varianza de la distribucién binomial se puede calcular aplicando las respectivas
definiciones de media y varianza de variables aleatorias. A continuacién se emplean tales
definicionesy la expresiéon de la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria bino-
mial para hallar su media y su varianza.

A partir de una variable aleatoria binomial de n ensayos de Bernoulli, con probabilidad de
éxito igual a p y probabilidad de fracaso igual a g, se denota el resultado del k-esimo ensayo
mediante una nueva variable aleatoria I, esta variable toma el valor 1 con probabilidad p
y 0 con probabilidad g, con base en lo anterior, en un experimento binomial el nimero de
éxitos es igual a la suma de los valores de los I, por tanto el valor de X corresponde a:

X=11+12++In
Para cualquier I, el valor esperado esta dado por:

E(l,) =1.p+o.q=p

Con lo cual la media de la n variables independientes Iy, I ..., I, eslasuma de la media
de cada una es decir np, el cual es el valor del promedio o valor esperado de la variable alea-
toria binomial.

Por otro lado, para cualquier Iy lavarianza es:
2 _ 21 — 2 2 — n2 2 2
of =E[(Ly —w*] =Ell;]—p*=0%qg+1%p— p*=p(l-p)
gy =p.4
Para las n variables aleatorias Ik la varianza es la suma de todas ellas, es decir npg y ese valor
es precisamente la varianza de la variable binomial.

Resumiendo los resultados de estos razonamientos se tiene que:

Dada una variable aleatoria binomial consistente en n ensayos de Bernoulli, en donde la
probabilidad de éxito en cada ensayo es p y la probabilidad de fracaso es g, la media o valor
esperado es u=npy lavarianza es ¢ = npgq.
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Ejemplo 6.4: en un experimento binomial con n=16 la probabilidad de éxito es p=0,3. Hallar
la mediay la varianza.

Solucion: la media es igual a:
u=np=(16)(0,3)=4,8
Mientras que la varianza es:
o2 = npq = (16)(0,3)(0,7) = 3,36

Ejemplo 6.5: con base en el histérico de las planillas de calificaciones entregadas a la coordi-
nacion académica, por parte de un profesor de Calculo de Probabilidad, se sabe que la pro-
babilidad de que un estudiante apruebe el curso es de 0,8. ;Cual es la probabilidad de que
de un grupo de 20 estudiantes aprueben el curso 16 de ellos seleccionados al azar? ;Cudl es
la media de aprobacién y la varianza en grupos de 20 estudiantes?

Solucién: con n=20; x=11; p=0,8; g=0,2 se tiene:

P(X =x) = (:) p*q"*

16! (20 — 16)!

P(X = 16) = (0,8)16(0,2)20-16

20!
P(X e 8) e m(0,8)16(0,2)4

El calculo anterior puede resultar algo tedioso, pero podemos usar las tablas de probabili-
dad binomial acumuladas. La probabilidad de que el nimero de aprobados sea exactamen-
tede 16 es:

P(X=16)=P(X<16)-P(X<15)
P(X=16)=0,5886-0,3704=0,2146
La media de aprobacion del mismo profesor en grupos de 20 estudiantes es:
u=np=(20)(0,8)=16

Mientras que la varianza es:
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of = npq = (20)(0,8)(0,2) = 3,2

Variable aleatoria multinomial y distribucion multinomial

La distribucion binomial estudiada hasta la seccion anterior, se basa en la repeticion de en-
sayos de Bernoulli, en los cuales solo se considera dos posibles resultados, éxito y fracaso
con probabilidades p y g respectivamente. En diversas situaciones de diferentes contextos,
se debe considerar mas de dos resultados posibles por cada ensayo, lo que se conoce como
ensayo multinomial, mientras que la repeticién de multiples de éstos, corresponde a varia-
bles aleatorias multinomiales.

En general, si un experimento aleatorio consiste en la repeticion de n ensayos, en los cuales
los posibles resultados son E,, E,, ..., Ej, cada uno con probabilidades de ocurrencia
P1,P2, -, Pk, La variable aleatoria multinomial cuenta la cantidad de veces X; de veces
que ocurre el resultado E3,la cantidad de veces x, que ocurre el resultado Ei, ...y la can-
tidad de veces x; que ocurre el resultado E.

Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria multinomial

Sea X una variable aleatoria multinomial que consiste en un experimento compuesto por n
ensayos independientes, cada uno con posibles resultados  Ey, E,, ..., E},, Y probabilida-
des de ocurrencia pq,Dpy,...,Dk, respectivamente, donde

X1 +x2+'"+xk
Pt p2t+ -+ P
La distribucién de probabilidad de la variable aleatoria multinomial mide la probabilidad

deque E; =x4,E;, = x5, ..., E; = xj.. La correspondiente distribucién de probabilidad
se denota mediante:

n
1

f(x1, %2, . X D1, D2 - P M)

Para hallar la expresién de calculo correspondiente se debe tener en cuenta que al ser ensa-
yos independientes, la probabilidad de cualquiera de las posibilidades de obtener ¥1veces
E,, X3 veces E,,..., Xgveces Ej. es:

pfl.p;:z...p;g

Ademas, la cantidad total de particiones de n ensayos en k grupos, donde E1, se da x; veces,
E5, se da X2 veces, ... E,. seda xx veces, esta dado por:

( i ) .
X1, X2, . X, x1!x2! e Xt
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En razon a que cada una de estas posibilidades son mutuamente excluyentes, y ocurren con
la misma probabilidad, la distribucion multinomial corresponde a:

n k

f(x1, %2, .. X3 D1, D2, - Pis M) = ( )Pfi-sz---Pk

X1, X2, .. X

Es decir, si un experimento puede dar los resultados Ej, E5, ..., Ex, con probabilida-
des  D1,P2,.-,Pks entonces la distribucién de probabilidad de las variables aleatoria
X,X,,..,X, correspondientes al nimero de ocurrencias para cada E, | E,, ..., E, €nn
pruebas independientes es:

n k

f(x1, X2, oo X D1, D2 e Pis ) = ( )Pfl-sz---Pk

X1, X2, e X,

Ejemplo 6.6: la valoracién académica a cada estudiante de una institucion educativa se
puede expresar como Excelente (E), Bueno (B), Aceptable (A) e Insuficiente (I). Se tiene el
conocimiento histérico de que el 40% de los estudiantes se clasifican como excelentes, el
30% como buenos, 20% como aceptablesy 10% como insuficientes. Se elige aleatoriamente
9 estudiantes, jcual es la probabilidad de que se distribuyan en 3 estudiantes excelentes, 3
buenos, 1 aceptable y 2 insuficientes?

Solucion: la situacion corresponde al contexto de variables aleatorias multinomiales, por
tanto:

P(E=3,B=2A=11=2)=f(33,12; 04,0.3,0.2,0.1;9)
9
PE=3B=3A=11=2)= (3 31 2) (0.4)3(0.3)3(0.2)1(0.1)3
r ll ?

9
3,B=3,4=11=2) = 5—=——(04)*(03)°(0.2)'(0.1)°

R I QI OIGIOIC)
P(E=3,B=3A=11=2) M) (0.064)(0.027)(0.2)(0.001)

P(E=3,B=3,A=1,1=2)=(5040)(0.064)(0.027)(0.2)(0.001) = 0,001741824

P(E
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o 7

I ntrOd UCCION Otra de las distribuciones de probabilidad de variables alea-
torias discretas, junto a la distribucién binomial estudiada en
la semana 6, es la distribucién de Poisson. La distribucion de
Poisson es util para describir diferentes procesos tales como
el conteo de numero de personas que ingresan a un banco
durante un tiempo especifico, la cantidad de llamadas realiza-
das por minuto a través de una central telefénica, entre mu-
chisimos otros casos. Como se puede observar, las variables
aleatorias asociadas descritas son de tipo discreto.

Cada una de estas variables aleatorias representa el numero
total de ocurrencias de un fenémeno a lo largo de un determi-
nado tiempo o en una region del espacio. Es claro que no solo
se considera el tiempo en el cual se dan las ocurrencias del
hecho de interés, pero en lo que sigue de la presente cartilla, a
menos que se especifique lo contrario, se usara esta variable.
La distribucion de probabilidad de una variable de Poisson
expresa la probabilidad de que en un tiempo dado ocurra k
hechos o fenémenos, tales fenédmenos ocurren con una fre-
cuencia promedio conocida y son independientes del tiempo
que ha transcurrido desde la ultima ocurrencia. El objetivo de
la presente cartilla es brindar al estudiante la oportunidad de
apropiacién de conocimientos y desarrollo de destrezas re-
queridas en el uso adecuado de los principios de la distribu-
cion de Poisson en el calculo de probabilidades.
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U4 Metodologia

Esta cartilla trata un caso particularmente importante dentro del contexto de las distribu-
ciones de probabilidad de variables aleatorias discretas, es por eso que se recalca el seqgui-
miento del mismo conjunto de recomendaciones dadas en las cartillas anteriores; tales re-
comendaciones se refieren a la necesidad de permanente revisién de principios generales
de calculo de probabilidad estudiados al inicio de la semana 3, y la recomendacién que se
ha planteado siempre en el sentido de realizar una sintesis conceptual de los contenidos de
cada cartilla, ademas de su cuidadosa lectura y verificacion de los calculos presentados en
los ejemplos.

La lectura aqui planteada no es el Unico recurso que se presenta para alcanzar el deseado
nivel de comprensién en lo referente a al estudio de la distribucion de probabilidad de va-
riables aleatorias binomiales, debe tener en cuenta que se presenta también recursos de
videoconferencias, resumenes, videodiapositivas, ejercicios de repaso, ejercicios resueltos
y ejercicios propuestos; los cuales estan orientados a brindar oportunidades de adquisicion
de conocimientos y desarrollo de habilidades a través de diferentes medios. En la seccién de
videocapsulas se presenta una serie de videos que buscan fortalecer de los temas objeto de
estudio.

Seguir este conjunto de recomendaciones puede facilitar el afianzamiento del tema y pro-
porcionar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a contenidos posteriores.
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U4

Experimento de Poisson

Un experimento de Poisson es aquel en el
cual los resultados son numeros que corres-
ponden a la cantidad de ocurrencias de va-
lores de una variable aleatoria durante un
intervalo dado o en una region especifica.
En un experimento de Poisson se debe te-
ner claridad de la unidad de tiempo o de
medida de la region del espacio. Si lo que se
considera es el tiempo, la unidad puede ser
cualquiera elegida arbitrariamente y acorde
al contexto de la situacion bajo analisis, por
ejemplo, un segundo, un minuto, un dia,
entre otras. De acuerdo con esto, es posible
que nos interese como variable aleatoria el
numero de llamadas por hora que se reali-
zan a una central de atencion al cliente. A
un experimento de Poisson se asocia lo que
se conoce como Proceso de Poisson, las ca-
racteristicas del proceso de Poisson se des-
criben en el siguiente numeral.

Proceso de Poisson

El proceso de Poisson, asociado a un expe-
rimento de Poisson, se caracteriza por lo si-
guiente:

M La cantidad de resultados presentes en
un intervalo dado es independiente de la
gque se presenta en cualquier otro inter-
valo disjunto. Con esta caracteristica se
suele afirmar que el proceso de Poisson

Desarrollo tematico

no tiene memoria.

B La probabilidad de ocurrencia de un re-
sultado en un intervalo muy corto (ma-
tematicamente se suele decir que tiende
a cero), es proporcional a la duracién del
intervalo o tamafno de la regién y su va-
lor es independiente de la cantidad de
resultados que puedan ocurrir fuera del
intervalo o regién.

B La probabilidad de ocurrencia de mas de
un resultado en un intervalo muy corto
tiende a cero.

Distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria de Poisson

Se llama variable aleatoria de Poisson al nu-
mero X de ocurrencias del hecho de interés
en un experimento de Poisson. La expresién
que da la probabilidad de cada valor de Ia
variable se conoce como distribucién de
probabilidad de Poisson. La cantidad pro-
medio de resultados p se calcula mediante
p=At siendo t la duracién del intervalo de
tiempo y el valor de la rapidez promedio
de ocurrencias. La probabilidad de ocurren-
cia de cada valor de la variable aleatoria de
Poisson depende de A por tal razén, nos re-
ferimos simbodlicamente a la probabilidad
de que la variable aleatoria de Poisson X
tome el valor x mediante P(x; At). La deduc-
cion de la férmula o expresion que define la
distribucién de probabilidad de la variable
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de Poisson supera los objetivos y alcance de este curso, sin embargo se relaciona a conti-
nuacién y se utiliza para el calculo de probabilidades en buena parte de la presente cartilla.

Distribucion de probabilidad de Poisson: sea X una variable aleatoria de Poisson corres-
pondiente al nUmero de resultados de interés en un experimento de Poisson en un intervalo
dado o regién ¢, siA esla cantidad promedio de resultados por unidad de tiempo o regién,
la distribucién de probabilidad de la variable X esta dada por la siguiente expresion:

At x
P at) = &M

Donde e es el numero de Euler, un nimero irracional cuyo valor aproximado a cuatro cifras
decimales es e=2,7182 (le siguen infinitas cifras). A una variable aleatoria de Poisson con ra-
pidez de ocurrencia A, se le suele referir como variable de Poisson de parametro A.

Ejemplo 7.1: se sabe que a una central de servicio de atencion al cliente ingresan en prome-
dio 6 llamadas por minuto ;cual es la probabilidad de que en un minuto cualquiera ingresen
4 llamadas? ;Cual es la probabilidad de que ingresen 10 llamadas en dos minutos consecu-
tivos?

Solucion: La variable aleatoria X puede tomar los valores X=1.2,3,... Esta variable se puede
considerar como una variable aleatoria de Poisson, en la cual A=6. La probabilidad de que en
un minuto lleguen 4 llamadas es:

e—lt(At)x
P(x; /'{t) = T
-6 4
P(4;6(1)) = # =~ 0,138

La probabilidad de 10 Illamadas en dos minutos consecutivos es:

8_12(6)10
P(10;6(2)) = P(10;12) = — ~"— = 0,104953

Ejemplo 7.2: en un proceso de control de calidad de tornillos galvanizados se detectan en
promedio 0,2 tornillos imperfectos por minuto. Hallar: a) La probabilidad de que se encuen-
tre un tornillo imperfecto en un tiempo de 3 minutos b) la probabilidad de detectar al menos
dos tornillos imperfectos en 5 minutos, ¢) a lo sumo un tornillo imperfecto en 15 minutos.

Solucion: la variable aleatoria de Poisson de este ejemplo se caracteriza por un valor de
parametro A=0,2, por tanto:
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Para x =1yt =5

e~ %%(0,6)*
P(1;0,2%3) = P(2;0,6) = # = 0,3292

La probabilidad de que el numero de tornillos imperfectos sea mayor o igual que 2 corres-
ponde a:

o0

—At x
P(Xzz)=P(X=2)+P(x=3)+...=2ﬂ

x!
x=2

PX>2)=1-P(X<2)=1-[P(X=0)+P(X = 1)]

e~ M(At)* N e'“(lt)"]

P(X22)=1—[ = =

Con At=1;x=0;x=1

E_i(l)ﬂ E_1(1]|1
_|_

Pix:zz]=1—l 3 T

] =1-=|e t+e]
2
PX=2)=1-2e'=1 —EE 1-0,7357 = 0,2653

La probabilidad de hallar a lo mas un tornillo en 15 minutos, con At=0,2*15=3, es:

PXX<1)=P(X=0)+PX=1)
8—3(3)0 N 8_3(3)1

PX<D) =|— T

=e2+3e3| =43

P(X <1) =4e~3=0,1991

Uso de tablas de probabilidades de Poisson acumuladas

En el Ejemplo 7.2 ;jcudl es el valor de la probabilidad de que el niumero de tornillos defec-
tuosos sea a lo sumo 107 La respuesta, tal como lo sugeriria la solucion del mismo ejemplo
corresponde a:

10

P(XE10]=P(X=U]+P(X=1]+.._+P(X:1D)=Z

x=0

E_‘“(;‘Lt}x

x!
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Aunque es claramente posible realizar los calculos correspondientes cada vez que sea ne-
cesario, es claro también que tales calculos pueden resultar bastante tediosos, por fortuna,
al igual que para el caso de la distribucion binomial, existen tablas que dan la probabilidad
acumulada hasta determinado valores de X P(X<x) y un importante rango de valores del
producto At. En la sesién de recursos para el aprendizaje el estudiante podra encontrar una
tabla de probabilidades acumuladas de la variable aleatoria de Poisson.

Ejemplo 7.3: a un pequefio puerto, el promedio diario de llegadas de barcos pesqueros es
10 ;Cual es la probabilidad de que en un dia cualquiera lleguen al menos 16 barcos?

Solucion: denotamos con X la variable aleatoria que cuenta el numero de barcos que llega
cada dia. Se quiere calcular P(X=16).

Se tiene entonces que:

PX>16)=1-P(X<16) =1—- P(X < 15)
15

P(X>16)=1— ZP(x,}lt)
x=0

Tabla de probabilidad ladas de Poi
Awp 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10 10,5
0 0,0111 0,0067 0,0041 0,0025 0,0015 0,0000 0,0006 0,0003 0,0002 0,0001 0,0001 |0,0000] 0,0000
10,0611 0,0404 0,0266 0,0174 0,0113 0,0073 0,0047 0,0030 0,0019 0,0012 0,0008 |0,0005| 0,0003
2 0,1736 0,1247 0,0884 0,0620 0,0430 0,0296 0,0203 0,0138 0,0093 0,0062 0,0042 |0,0028 | 0,0018
30,3423 0,2650 0,2017 _0,1512 0,1118 0,0818 0,05901  0,0424 0,0301  0,0212 0,0149 §0,0103 | 0,0071
40,5321 0,4405 0,3575 0,2851 0,2237 0,1730 0,1321 0,0996 0,0744 0,0550 0,0403 ]0,0293 | 0,0211
5 0,7029 0,6160 0,5289 0,4457 0,3690 0,3007 0,2414 0,1912 0,1496 0,1157 0,0885 [0,0671 | 0,0504
6 0,8311 0,7622 0,6860 0,6063 0,5265 0,4497 0,3782 0,3134 0,2562 0,2068 0,1649 |0,1301 | 0,1016
7 0,9134 0,8666 0,8095 0,7440 0,6728 0,5987 0,5246 0,4530 0,3856 0,3239 0,2687 |0,2202| 0,1785
80,0597 0,9319 0,8944 0,8472 0,7916 0,7291 0,6620 0,5925 0,5231 0,4557 0,3918 [0,3328 | 0,2794
9 0,9820 0,9682 0,9462 0,9161 0,8774 0,8305 0,7764 0,7166 0,6530 0,5874 0,5218 |0,4579 | 0,3971

10 0,9933 0,9863 0,9747 0,9574 0,9332 0,9015 0,8622 0,8159 0,7634 0,7060 0,6453 f0,5830| 0,5207
11 0,9976 0,9945 0,9890 0,9799 0,9661 0,9467 0,9208 0,8881 0,8487 0,8030 0,7520 f0,6968 | 0,6387
12 0,9992 0,0980 0,9955 0,0912 0,9840 0,0730 0,0573 0,9362 0,9001 0,8758 0,8364 [0,7916 | 0,7420
13 0,9997 0,9993 0,9983 0,9964 0,9929 0,9872 0,9784 0,9658 0,9486 0,9261 0,8981 [0,8645| 0,8253

0,9857 | 0,9781
0,9928 | 0,9885
0,9965 | 0,9942
0,9984 | 0,0972
0,9993 | 0,9987
0,9997 | 0,9994
0,9999 | 0,9998
1,0000 | 0,9999

Tabla 1.
Fuente Poisson.

Fundacién Universitaria del Area Andina



ConA=10y t=1 la tabla de probabilidades acumuladas de Poisson nos da:

15
Z P(x,10) = 0,9513
x=0

Por tanto, la probabilidad de que al puerto lleguen al menos 16 barcos es:

P(X >16) = 1—0,9513 = 0,0487

Representacion grafica de la distribucion de Poisson

Tomando los valores de las probabilidades en el eje y y los valores de la variable aleatoria en
el eje X, la grafica siguiente corresponde al comportamiento de los valores de la probabili-
dad tomados por una variable aleatoria de Poisson con u=At=3.

P(X) u=3

20%

- I | | I I
0 I ]
O 1 2 3 4 5 6 7 8

9

Figura 1.
Fuente: propia.
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Media y varianza de la distribucion de Poisson

Partiendo de la expresion genérica de calculo de la media o valor esperado de una variable
aleatoria discreta, para el caso de la distribucion de Poisson se tiene:

ol [-+] o0

—-At A0)* —At 2 x—1 y)
EXX) =pr(x) =Zx%=ze ((xt_) 1)!( £)

x=0 x=0 x=0

La anterior sumatoria toma valores diferentes de cero a partir de x=1, por lo que se puede
escribir:

od

At x—-1
E(X) = (Af) Z e (@)
x=1

(x—1)!

En la anterior expresion podemos realizar el cambio de variable z=x-1, con lo cual se tiene:
® L —At z
et (At)
p=EX) =) ) — =
z=0 '

Segun las condiciones que debe cumplir cualquier distribucion de probabilidad, se debe dar
que:

o0

e—At(At)z
) =1

z=0
Por lo tanto:

p=EX) = (41)
La varianza la encontramos valiéndonos inicialmente del siguiente calculo:

o0 o0

—At x
e (At
E[X(X — 1)] = Z x(x — 1)P(x) = Z x(x—1) #
x=0 x=0 x
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La ultima sumatoria toma valores diferentes de cero desde x=2, por tanto:

L=l L]

—At AV —At i x—2 i 2
E[X(X-1)] = Z x(x — 1]% = Z € E:xﬂ— Z]E £ _
x=1 x=2
= E—At(at]x—z

_ _ 2
(X(X - 1)] = (a¢) T

x=2

En la ultima sumatoria podemos realizar el cambio de variable z=x-2 con lo que se tiene:
e““(lt}z

EX(X - 1)] = ()2 70"~ = (A1) = p?
Pero

E[X(X—1)] = E[X?* - X]| = E[X*| - E[X] =p* —
Entonces:

E[X(X-0)] =0" =0[o”] - O[O]
O = g[o~] - o[o]

De donde resulta que:

O[0%]-0 =0[0]=0=A4t

La anterior expresion corresponde a la varianza.

En resumen se tiene que dada una distribucién de Poisson de parametro A, la media y la va-
rianza en un periodo t tienen el valor de At.

La distribucion de Poisson como aproximacion a la distribuciéon binomial

Un hecho particularmente importante que se encuentra en el contexto de las distribuciones
discretas, es que la distribucion de Poisson se puede considerar como una aproximacion
de la distribucion binomial para los casos en que el nUmero de ensayos de Bernoulli de la
distribucién binomial es significativamente grande, y la probabilidad de éxito p es bastante
pequena.

Para verificarlo consideremos la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria bino-
mial, dada por:
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nn-1n-2)..(n-x+1)

x!

pan“I

P(x,n,p) =

. . s . . . s _H
Si en esta expresion realizamos la sustitucién P =~ encontramos:

n

nn—-1n-2).(n—x+ 1) yu\* Wy X
P(x,n,p) = o (E) (1—;)
1 x — 1y u* A%
pen =1(1-2) (-
Si n—> o0y [ U permanecen constantes se tiene que:
. 1 x—1 . UN—%*

llml(l——)...(l— )=1y lim 1+—) =1
n—oo n n n—oo n

Por otro lado tenemos, con base en la definicion del nimero de Euler dado en célculo, que:

-n/u —H
. U : 1
— )= = p U
lim1(1-7) = lim J11+ -5) e
u
De donde se deduce que:
1 x — 1\ pu* pnr ot
. — T 4 . il R _HE

?ll_I)]EjlcP(x,n,p) ?11—1&1 (1 n) (1 n )x! (1 n) xl

Es decir, si X es una variable aleatoria binomial cuya distribucion de probabilidad es
P(x,n,p), 0> ~,0-000 =00 permanece constante, la distribucion de probabili-
dad binomial tiende a ser la misma distribucién de Poisson con At =0 = O0.

Ejemplo: en la elaboracion de ceramica algunas bajas notables de temperatura dan lugar
a imperfecciones. Se tiene conocimiento que en promedio de cada mil objetos producidos,
uno de ellos resulta no apto para la comercializacion. ;Cual es la probabilidad de que una
muestra de 8000 piezas contenga menos de 7 defectuosas?
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Solucion: este problema encaja en el marco de variable aleatoria binomial donde n
O = 8000;0 = 0,001. En este caso podemos considerar que el valor O es lo suficientemen-
te grandey 0O lo suficientemente pequefo como para poder aplicar la aproximacion de la
distribucién binomial a la distribuciéon de Poisson; para tal efecto el valor de O=es:

At = 0 = 00 = (8000)(0,001) = 8

La probabilidad de que se encuentre menos de 7 piezas defectuosas, usando la distribucién
de Poisson es:

6 6 __u o
D(D < 7) _ D(D < 6) — Z (BODOO) (O,OO”)E(O,QQQ)BOOO_E — Z %

0=0 0=0

= 0,3134

_ Fundacién Universitaria del Area Andina  [RI6%




~"Unidad 4

Distribucién normal

AREANDINA

Fundacién Universitaria del Area Andina

Estadistica de probabilidades

Autor: Danilo de Jesus Ariza Agamez

MIEMBRO DE LA RED

ILUMNS



I ﬂtI"Od UCCION Ladistribucién de probabilidad continua de mayor importan-
cia en estadistica es quiza la de distribuciéon normal. En esta

cartilla se presenta la funcién de densidad de probabilidad
de variables aleatorias de este tipo, se estudia el proceso para
transformar una variable normal cualquiera a una conocida
como variable aleatoria normal estandar, y a partir de ello, se
hace uso de tablas de probabilidad acumulada para hallar la
probabilidad de un valor de cualquier variable aleatoria nor-
mal entre dos valores especificos de la misma. La cartilla ter-
mina con la presentacion de unos ejemplos que ilustran la
utilidad de esta distribucién.
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U4 Metodologia

Esta cartilla trata del que es tal vez, el caso mas importante dentro del contexto de las distri-
buciones de probabilidad de variables aleatorias continua, la de distribucién de probabilidad
normal; por ello, se recalca nuevamente el seguimiento del mismo conjunto de recomenda-
ciones dadas en las cartillas anteriores. Tales recomendaciones se refieren a la necesidad de
permanente revision de principios generales de calculo de probabilidad estudiados al inicio
de la semana 3, y larecomendacion que se ha planteado siempre de realizar sintesis concep-
tuales de los contenidos de las cartillas, ademas de una cuidadosa lectura y verificacion de
los calculos presentados en los ejemplos.

Las lecciones aqui planteadas, no son el Unico recurso que se presenta para alcanzar el de-
seado nivel de comprension en lo referente al estudio de la distribucion de probabilidad
de variables aleatorias binomiales. Se debe tener en cuenta que se presenta también re-
cursos de videoconferencias, resumenes, videodiapositivas, ejercicios de repaso, ejercicios
resueltos y ejercicios propuestos; los cuales estan orientados a brindar oportunidades de
adquisicién de conocimientos y desarrollo de habilidades a través de diferentes medios. En
la seccion de videocapsulas se presentan una serie de videos que buscan fortalecer de los
temas objeto de estudio.

Seguir este conjunto de recomendaciones puede facilitar el afianzamiento del temay pro-
porcionar la posibilidad de adquirir mayor confianza frente a contenidos posteriores.
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U4 Desarrollo tematico

Vimos en la cartilla de la semana 4 que una variable aleatoria es continua si puede tomar
todos los infinitos valores contenidos en un intervalo. Una de las distribuciones de proba-
bilidad de variable aleatoria continua que estad presente en muchos fenédmenos, es la de
distribucion normal, también conocida como distribucion de Gauss.

La distribucion normal fue desarrollada por Abraham de Moivre(1667-1754), pero posterior-
mente Carl Friedrich Gauss(1777-1855), presenté trabajos mas detallados en los que formulé
la ecuacién de la curva, razén por la cual a la curva resultante, que tiene forma de campana,
se le conoce campana de Gauss. Un ejemplo de campana de Gauss se muestra en la siguien-
te imagen.

0,5

0.4

0,3

0,2

0,1

pu-30 u-20 u-0 7] pu+0  p+20 u+30

Imagen 1.
Fuente: propia.
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La distribucion normal queda completamente determinada por la media y la desviacién
estandar. Desde una perspectiva cientifica, la distribucién normal aproxima notablemente
los valores obtenidos para variables que se miden sin errores sistematicos. Se ha visto que
buena parte de experimentos fisicos presentan distribuciones que son aproximadamente
normales, ejemplo de ello son estaturas, pesos de los individuos, la duracién de un produc-
to, entre otros.

Una variable aleatoria continua X cuya representacion grafica tiene forma de campana de
Gauss se dice que es una variable aleatoria normal.

Funcion densidad de probabilidad de una variable aleatoria normal

Dada una variable aleatoria normal, cuya media aritmética es u 'y desviacién estandares o la
funcién de densidad de probabilidad correspondiente esta dada por:

1 _1(£:£)2
N(x,u,0) =ﬁe 2\ o

Conocidos los valores de uy o se puede calcular, para diferentes valores de x, el correspon-
diente valor de N(x,u,0) a partir de la ecuacién anterior, con lo cual se podria trazar la curva
respectiva.

—o<x<®

Es claro que diferentes variables aleatorias que obedecen una distribucién normal, con di-
ferentes escalas de valores, presentan diferentes valores de media y desviacion estandar, lo
que légicamente da lugar a representaciones graficas diferentes, pero todas conservando la
forma de campana de Gauss. La figura 8.2 muestra diferentes curvas normales, tres de ellas
con mediaigual a 0y otra con media igual a -2. La figura 8.3, tres curvas normales con media
igual a cero y diferentes valores de la desviacion estandar.

Figura 8.2
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SL—=O

-

QQQaqQ

0.9

0.8

TETETE
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0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

Imagen 2.
Fuente: propia.
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Figura 8.3
Distribucién normal con p=0 para varios valores ©

1.6

P(x)

-2.50 -1.50 -0.50 0.50 1.50 2.50

X Imagen 3.
Fuente: propia.

Propiedades de la funcion densidad de probabilidad Normal

Apoyados en andlisis fundamentados en célculo diferencial, se puede encontrar las siguien-
tes propiedades de la funcién densidad de probabilidad normal:

M La moda ocurre en x=p, es decir, el valor de la abscisa en el cual la curva alcanza su maxi-
mo.

B La curva de la funcién es simétrica alrededor de la linea vertical que pasa por la media.

B En los valores de x=u+g, la curva presenta puntos de inflexion. La curva es céncava hacia
abajo en la region u-o<X<u-o, siendo céncava hacia arriba en los otros valores de .

B A medida que x se aleja del valor de la media, la curva se acerca al eje x.

B El drea bajo la curva de la funcién densidad de probabilidad y sobre el eje X, es igual a 1.

Media y varianza a partir de la funcion de densidad de probabilidad

El propdsito de este aparte es mostrar, a partir de la funcién densidad de probabilidad, que
los valores de u y o son efectivamente la media y la desviacidon estandar de la distribucién
de la variable aleatoria normal.

A partir de la definicion de valor esperado o media de una distribucién de probabilidad, y la
funcion densidad de probabilidad de la variable aleatoria normal, se tiene:
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E[X] J‘“’ 1 _l(x-_#)zd 1 J“"’ _z(x—_u)z p
= xe 2\ ¢ X = xe 2\ ¢ X
—o V2o V21O J-

En la anterior integral podemos plantear la sustitucion:

X —
Z = a
Entonces: o
dx
dz = — 0 dx = odz
o
Con lo cual se tiene:
E[X] = J. (u+oz)e Zdz
21O

E[X]=u \f_f _dz+—f ze Zdz

La primera integral es la integral de la funcién densidad multiplicada por y, lo que segun
condiciones de una distribucién corresponde a u por y resolviendo la segunda integral se
encuentra que es igual a cero, por tanto:

E[X] =

Por su parte la varianza esta dada por:

E[(X — )] = f (- e 7 d

Ahora aplicamos la misma sustitucion anterior:

x_
zZ= H; dx = odz
o

Con lo cual se obtiene:

E[(X —w?] = S dz

F
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Aplicando procedimientos de calculo integral, particularmente integracién por partes, la
sustitucion:

2
z
u=2zdv =ze 2dz

Conduce:
du=dz, v=-—e 2

Lo que finalmente lleva a:
2

E[((X-mw?]=0
Gran parte de la importancia de la distribucion normal radica en que muchas distribuciones
de probabilidad pueden ser descritas mediante la curva de la distribucion normal, siempre
que se tenga claridad de los valores de uy 0. Ademas, bajo el cumplimiento de algunas con-
diciones especificas, otras distribuciones de probabilidad se pueden aproximar a la distribu-
cion normal, ejemplo de ello es la distribucién binomial, en lo que llama la atencién que la
distribucién de una variable aleatoria discreta se aproxime a la de una continua.

El area bajo la curva de la funcion de densidad de la distribucién normal

En la cartilla de la semana 4 se senala la igualdad numérica entre el area bajo la curva de la
funcion densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua, entre dos valores de la
variable, y la probabilidad que la variable tome un valor contenido entre los dos valores es-
pecificos; esto es claramente aplicable al caso de la distribucién normal, con lo cual se tiene
que la probabilidad de que la variable aleatoria normal X, cuya media y desviacion estandar
son respectivamente u y g, tome un valor comprendido entre x; ¥ x;, corresponde a:

x2 1 [* ==
P(x1<X<x2)=j N(x,u,0)dx = f e 2\ o/ dx
% V2mo Jy,

La figura 8.4 muestra la representacién grafica de esta idea, donde el valor de la probabilidad
es el drea sombreada. Dado que la configuracién de la curva depende de los valores de la
media y la desviacion estandar, es claro que el drea sombreada entre dos valores especificos
de la variable, y por ende el valor de la probabilidad, depende de tales parametros.
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Figura 8.4

0,5

X, X,

P(x:<X<x:

Imagen 4.
Fuente: propia.

Distribucion normal estandar y uso de tablas de probabilidad

En este punto vale la pena sefalar lo tedioso que resultaria estar realizando calculos de in-
tegrales de la funcién densidad siempre que se quiera hallar el valor de una probabilidad,
razén por la cual cobra importancia el uso de tablas que proporcionan valores de area bajo la
curva normal, pero seria intratable la situacidén de crear tablas para cada uno de los posibles
valores de la mediay la desviacién estandar, por fortuna contamos con la posibilidad de con-
vertir los valores de cualquier variable aleatoria X que obedezca una distribucién normal, en
una nueva variable aleatoria Z , a la que se le llama variable aleatoria normal estandar, cuya
varianza es uno y su media es cero. La transformacién se basa en la sustitucion siguiente:

_xX—#
B o

Z
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Lo anterior significa que el valor de Z asociado a un valor especifico de X se halla res-
tando u del valor x de y dividiendo el resultado por o. Si necesitamos calcular la proba-
bilidad P <X<=x) de que la variable aleatoria X tome un valor comprendido entre
X1 Y xz, tendremos:

X2 1 X2 1ex—py2?
P(x, <X<x2)=J‘ N(x,u,0)dx = J‘ e_z(cr) dx

X1 mg X1
Con la posibilidad de usar la transformacién de la distribucion de probabilidad de cualquier
variable aleatoria normal en la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria normal
estandar, solo requerimos de una tabla de probabilidades de distribucién normal. En la sec-
cion recursos para el aprendizaje se encuentra tablas de probabilidades de la distribucion
normal estandar. Los ejemplos que se muestran a continuacion ilustran el uso de esta distri-
bucién de probabilidad.

Ejemplo 8.1: sea X una variable aleatoria normal con media uy desviacion estandar o. Hallar
la probabilidad de que X tome un valor del intervalo [u-30,u+30].

Solucion: haciendo uso de la trasformacidon de estandarizacion se tiene:

— 30— —30
u #= - _3

o a
,u+3cr—,u_3cr_3

parax; = u—30; z; =

arax, = U+ 30; z, =
p 2 = H 2 pn pn

Lo que significa que debemos hallar la probabilidad:
P(-3<z<3)

La tabla de areas de la curva normal nos da probabilidades acumuladas P(Z < z), portanto
la probabilidad pedida corresponde a:

P(-3<z<3)=P(z<3)-P(z<-3)

El uso de tablas indica que P(z < 3) = 0,998650 y P(z < —3) = 0,001350 tal como
muestran las imagenes 8.5y 8.6, con lo cual:

P(z <3) =0,998650 y P(z < —3) = 0,001350

Lo que indica que el 99,73% estan en un rango de valores que va desde tres desviaciones
estdndar antes de la media, hasta tres desviaciones después de la media. La figura 8.5 ilustra
la situacion.

Figura 8.5

99,73%

-30 y 30
Imagen 5.
Fuente: propia.
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Figura 8.6

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
1.9 0.971283 0.971933 0.972571 0.973197 0.973810 0.974412 0.975002 0.975581 0.976148 0.976705
2.0 0.977250 0.977784 0.978308 0.978822 0.979325 0.979818 0.980301 0.980774 0.981237 0.981691
2.1 0.982136 0.982571 0.982997 0.983414 0.983823 0.984222 0.984614 0.984997 0.985371 0.985738
2.2 0.986097 0.986447 0.986791 0.987126 0.987455 0.987776 0.988089 0.988396 0.988696 0.988989
2.3 0.989276 0.989556 0.989830 0.990097 0.990358 0.990613 0.990863 0.991106 0.991344 0.991576
2.4 0.991802 0.992024 0.992240 0.992451 0.992656 0.992857 0.993053 0.993244 0.993431 0.993613
2.5 0.993790 0.993963 0.994132 0.994297 0.994457 0.994614 0.994766 0.994915 0.995060 0.995201
2.6 0.995339 0.995473 0.995604 0.995731 0.995855 0.995975 0.996093 0.996207 0.996319 0.996427
2.7 0.996533 0.996636 0.996736 0.996833 0.996928 0.997020 0.997110 0.997197 0.997282 0.997365
2.8 0.997445 0.997523 0.997599 0.997673 0.997744 0.997814 0.997882 0.997948 0.998012 0.998074
2.9 0.998134 0.998193 0.998250 0.998305 0.998359 0.998411 0.998462 0.998511 0.998559 0.998605
0.998694 0.998736 0.998777 0.998817 0.998856 0.998893 0.998930 0.998965 0.998999
Imagen 6.
Figura 8.7 Fuente: propia.
Tabla 1: Funcién de Distribucién Normal Estdandar
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
001350 0.001306 0.001264 0.001223 0.001183 0.001144 0.001107 0.001070 0.001035 0.001001
-2.9  0.001866 0.001807 0.001750 0.001695 0.001641 0.001589 0.001538 0.001489 0.001441 0.001395
-2.8  0.002555 0.002477 0.002401 0.002327 0.002256 0.002186 0.002118 0.002052 0.001988 0.001926
-2.7 0.003467 0.003364 0.003264 0.003167 0.003072 0.002980 0.0028S0 0.002803 0.002718 0.002635
-2.6  0.004661 0.004527 0.004396 0.004269 0.004145 0.004025 0.003907 0.003793 0.003681 0.003573
-2.5  0.006210 0.006037 0.005868 0.005703 0.005543 0.005386 0.005234 0.005085 0.004940 0.004799
-2.4 0.008198 0.007976 0.007760 0.007549 0.007344 0.007143 0.006947 0.006756 0.006569 0.006387
-2.3  0.010724 0.010444 0.010170 0.009903 0.009642 0.009387 0.009137 0.008894 0.008656 0.008424
-2.2  0.013903 0.013553 0.013209 0.012874 0.012545 0.012224 0.011911 0.011604 0.011304 0.011011
-2.1 0.017864 0.017429 0.017003 0.016586 0.016177 0.015778 0.015386 0.015003 0.014629 0.014262
-2.0  0.022750 0.022216 0.021692 0.021178 0.020675 0.020182 0.019699 0.019226 0.018763 0.018309
Imagen 7.

Fuente: propia.
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Ejemplo 8.2: en una ciudad se considera que la mayor temperatura a mitad de afio (mes
de junio), obedece una distribucion normal; si el promedio de temperatura es de 23 grados
Celsius y la desviacion estandar es de 5 grados, hallar la cantidad de dias del mes en los que
se esperaria alcanzar temperaturas maximas entre 21y 27 grados.

Solucion: tomamos la variable X como la correspondiente a las temperaturas maximas, en-
tonces:

21-23 -2
parax, = 21; z; = =g = -0,4
27 —-23 4
para x, = 27; z, = z = 3 =08

Por tanto requerimos hallar:
P(-0,4 <z <0,8)
Lo que viene dado por:
P(—04<z<08)=P(z<08)—-P(z<-04
Las tablas muestran que:

P(z £0,8) = 0,788145
P(z <-0,4) = 0,344578

Entonces:

P(-04<z<0,8)=0,788145 — 0,344578 = 0,443567

La anterior probabilidad representa aproximadamente el 44% de los dias del mes, es decir
13 dias.

Ejemplo 8.3: cierto tipo de microorganismo tiene un tiempo de vida promedio de 3 ainos,
con una desviacion estandar de medio ano. Si esta variable aleatoria que mide el tiempo de
vida del microorganismo obedece una distribucion normal, hallar la probabilidad de que un
microorganismo viva menos de 2,3 afos.

Solucion:
2,3—3_—0,7_ 14
05 05

parax = 2,3; z =

Lo que significa que la probabilidad:
P(z < —-1,4) =0,080757
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Ejemplo 8.4: en la fabricacién de roscas empleadas en tuberias de conduccién de gas, se
acepta que el diametro de las mismas se encuentren en el rango de 3,0 + 0,01 cm. Es sa-
bido que en el proceso de produccion el valor de los diametros obedece una distribucién
normal con media 3,0 y desviacion estandar 0,005. ;Cudl sera la cantidad promedio de ros-
cas desechadas?

Solucidn: para que una rosca no sea rechazada su didmetro debe estar entre 2,99y 3,01
centimetros, lo cual corresponde a los siguientes valores de Z:

299 -3
parax, = 299; z; = U,OT = =2
3,01-3
parax, = 3,01; z, = O,OT =
Por tanto requerimos hallar:
P(-2<2z<2)

Lo que viene dado por:

P(-2<2z<2)=P(z<2)-P(z<-2)

Con ayuda de las tablas encontramos que:
P(-2<z<2)=0.977250—-0,022750 = 0,9545

Lo que significa que la probabilidad de que una rosca sea rechazada es de 1-0,9545=0,455,
por tanto, en promedio se rechaza el 4,55% de las roscas fabricadas.
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