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Introduccion

Desde nuestros primeros afios escolares hemos tenido la oportunidad de tratar con
diferentes conjuntos numéricos y las operaciones que sobre ellos se pueden realizar, sin
embargo, en ocasiones no hemos sido lo suficientemente conscientes de las relaciones de
inclusién que entre ellos existen, y podemos presentar la tendencia a aplicar propiedades
que no corresponden.

Mediante el desarrollo de esta unidad, el afianzamiento propuesto se orienta, mas que a
procesos operativos, hacia el analisis de algunos principios y conceptos fundamentales, asi
como la aclaracién de su ambito de aplicacidn, ello con el fin de evitar errores frecuentes a
la hora de realizar cdlculos.
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Recomendaciones metodoldgicas

Es claro que el estudiante tiene la total autonomia de desarrollar el estudio de las tematicas
de esta semana acudiendo a los recursos en el orden que lo desee, sin embargo creemos
gue el acercamiento se debe buscar inicialmente a través de la cuidadosa lectura de esta
cartilla, donde se presenta los conceptos y principios basicos, algebraicos lo que se puede
complementar mediante la visualizacion de video capsulas y la revision de los ejercicios
resueltos que se presentan en las lecturas complementarias, teniendo siempre como
referencia la cartilla misma. Luego de abordar los recursos antes sefalados resulta
conveniente afrontar los ejercicios de repaso a través de los cuales usted puede validar sus
avances en la incorporacién de los contenidos a su cimulo de conocimientos.
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Desarrollo tematico

Expresiones algebraicas en los numeros reales

Conjuntos numéricos

Los diferentes conjuntos numeéricos basicos son: conjuntos de nimeros naturales, nimeros
enteros, numeros racionales, niumeros irracionales y numeros reales. Algunas de las
operaciones que podemos definir sobre estos conjuntos, asi como los elementos
correspondientes a ellas, son:

Operacion Operandos Resultado
Adicién Sumandos Total o suma
Sustraccidn o resta Minuendo y sustraendo Diferencia
Multiplicacion Factores Producto
Division Dividendo y divisor Cociente (y residuo en divisidon
entera)
Potenciacion Base (Elevada a un Potencia
exponente)
Radicacioén Radicando (asociado a un | Raiz
indice)

Cuadro 1
Fuente: Propia.

Conjunto de nimeros naturales N

Intuitivamente se puede ver como el conjunto de nimeros usado para contar objetos, es
un conjunto infinito y normalmente se escribe mediante:

N={0,1,2,3,4,..,}

Conjunto de nimeros enteros Z

Al analizar la sustraccién en el conjunto de nimeros naturales, notamos que se presentan
casos en los cuales no es posible obtener un resultado dentro del mismo conjunto, esta
situacidn da origen a los llamados nimeros negativos, ejemplos reales que evidencian la
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validez de numeros negativos son, por ejemplo, una temperatura de 4 grados bajo cero, la
cual se representa matematicamente mediante el nimero -4 (menos 4) y es totalmente
diferente a una temperatura de 4 grados. Otras cantidades que se pueden representar
mediante nimeros negativos son una deuda de 1000 pesos (-1000), o la posicién de un pez
que se encuentra 3 metros por debajo de la superficie del agua (-3).

La “combinacidn” o unién del conjunto de numeros naturales, y todos los numeros
negativos da lugar al conjunto de nimeros enteros. El conjunto de nimeros enteros es un
conjunto infinito y normalmente se escribe mediante:

z2={..-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..,}

Otra situacion en la cual surge la necesidad de hacer uso de numeros enteros es, por
ejemplo, hallar el valor de X de tal forma que X+ 7 =5, la cual da como resultado X =-2.

Conjunto de nimeros racionales Q

Al intentar hallar el valor de X de tal manera que 3X - 5 =2, nos encontramos que la solucién
no la podemos encontrar ni en el conjunto de nimeros naturales, ni en el de los nimeros
enteros, esta puede ser una situacién que explica la necesidad de utilizar otro conjunto
numérico mas amplio, en este caso nos referimos al conjunto de numeros racionales,
denominados asi por corresponder a la razén (o divisién) de dos numeros enteros. La
solucidn al problema antes planteado se puede escribir, por ejemplo, como X =7/3, 0 X =
14/6 o cualquier otra forma equivalente. Notamos que 7/3 es la simplificacion de 14/6, y
7/3 es irreducible (no puede simplificarse).

El conjunto de numeros racionales suele representarse mediante:
Q = {a/b:ay b sonnameros enterosy b # 0}
Importante: el divisor b no puede ser cero ¢por qué?

Para dar respuesta al anterior interrogante debemos tener en cuenta cual es el
razonamiento que realmente realizamos, consideremos los siguientes casos:

Si queremos, por ejemplo, realizar la divisién 240/8, tenemos:

240
5 = x, es decir 240 = (8)(x), es claro que x = 30

Si en cambio intentamos realizar 240/0 tenemos:

240

o = x, es decir 240 = (0)(x), es claro que no podemos hallar tal nimero x
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Por tanto no tiene sentido intentar realizar una divisién por cero. La divisidn por cero no
existe o no estd definida.

Conjunto de numeros irracionales |

Al intentar hallar el valor de X que satisfaga X>—2 = 0, obtenemos X = V2, nos encontramos
con la imposibilidad de hallar la solucién en los conjuntos de nimeros naturales, enteros y
racionales, es decir, el resultado ni se puede expresar como una razon, por tanto a este tipo
de numeros se les lama niumeros irracionales. Otros niumeros irracionales son por ejemplo

V3,4/5,v/7 y el muy importante numero .
Conjunto de nimeros reales R

El conjunto de numeros reales corresponde a la union de los conjuntos de nimeros
racionales e irracionales.

Numeros | Numeros Numeros | Conjunto de Numeros Numeros
naturales | negativos fracciones : : .
. racionales | irracionales
N enteros Z negativas
NUmeros enteros Numeros racionales Numeros reales
Figura 1

Fuente: Propia.
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Axiomas de los numeros reales
Axiomas de cuerpo

Son el soporte de diferentes principios aritméticos y algebraicos sobre los nimeros reales,
tales como regla de signos, reglas de signos de agrupacion. Se asume que si a y b son dos
numeros reales, entonces el resultado de la sumay el producto también es un numero real,
esto es lo que se conoce como propiedad de clausura o cerradura. El conjunto de axiomas
de cuerpo, asi como el nombre que corresponde a cada axioma se muestra a continuacion:

al.) a+b=0b+a, Conmutativa
a2.) a-b=b-a, Conmutativa
a3.) a+(b+c)=(a+b)+c Asociativa
ad.) a-(b-c)=(a-b)-c, Asociativa
ab.) a+0=04+a=a, V0 RANa#0, Identidad aditiva
ab.) a-l=1-a=a, 1R, [dentidad multiplicativa
a7’.) a+(—a)=(—a)+a=0, Inverso aditivo
! 1 .
a8.) aa l=a"la=1,a#0, (u—) ., Inverso multiplicativo
a
a9.) a-(b+¢)=(a-b)+(a-c), Distributiva

Axiomas de orden

Es un conjunto de axiomas que se refieren a las ideas de ordenacién entre numeros reales
en el sentido de que un numero real es mayor, menor o igual que otro. Continuando con la
numeracion anterior para el conjunto de axiomas, mostramos a continuaciéon los
relacionados al orden entre niumeros reales:
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ald. acR"va=0vVacR™

all.
(a+b) e RT, Va,beRT

(a—b)cRT, VYa,bcRT A V¥Ya,bcR™

al2. Va € R : es positivo o negativo, pero no ambos.
al3. El nimero cero (0) no es positivo ni negativo.

ald. A partir de los axiomas anteriores podemos definir los simbolos:

<,>,< vy = de la siguiente manera:

i) a < b, significa que b — a es positivo
ii)a<bsa<bVa=h

iii) azbsa>bva=b

iv) a>bsatce>bte, ceRT
v)a>b=a-c>b-c,cecRT

vi) a<bArb<c=a<c

vii) a > 0 = a es positivo

viii) a < 0 = a es negativo

ix) a > 0 = a no es negativo

x) a<bAa>bAa=b(Tricotomia)

Jerarquia de las operaciones

Si en una expresidon encontramos una operacién como 4 + 2 * 5, la falta de claro
conocimiento nos llevaria a dudar si el resultado es 30 o 14, pero en matematica existe un
convenio segun el cual primero se realiza la operacion de multiplicacién y luego la de
adicidén, este convenio se conoce como jerarquia de operaciones, y simplemente establece
el orden en el cual deben realizarse las operaciones presentes en una expresion. La
jerarquia de las operaciones, de mayor a menor es la siguiente:
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Potenciacion y radicacion
Multiplicacidon y divisidon
Adicidn y sustraccion

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacién de este principio:

12 %3 36
7+12x3+4=7+ T=7+ T=7+9=16

Signos de agrupacion

Son, por ejemplo, los signos (), {}, [], utilizados con fines de organizacién y para modificar la
jerarquia de la operaciones, es decir, son importar la jerarquia, se desarrolla primero las
operaciones que se encuentran dentro de los signos de agrupacion. El siguiente ejemplo
ilustra la secuencia de pasos para llegar al resultado en una expresién con varios
agrupamientos.

15+{-2—[3+(8-10)—4}+9—{17—[4— (5 + D] -9}
=154+{-2—-[3+(-2)—4]}+9—-{17—-[4—-(9)] — 9}
=15+{-2-[3-2—-4]}+9—-{17—[4-9] -9}

=15+ {-2—-[-3]}+9 - {17 — [-5] — 9}
=154+{-24+3}+9—-{17+5-9}

=15+ {1} +9 — {13}

=15+1+9-13

=12

Principios relativos a los exponentes

Exponentes enteros

Si x es un numero real yn, es un entero, x" representa la n-sima potencia de xvy

corresponde al producto de la multiplicacién que toma a x como factor n veces, por
. 2
ejemplo para el caso en que x = SYn= 5, tenemos:
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“= () -0EEO66- 6

Exponentes fraccionarios

Si xes un numero real y n, es un entero, positivo se tiene que:

1

Con lo anterior vemos la estrecha relacién existente entre exponentes y radicales, a
continuacion presentamos un resumen de propiedades con ellos relacionados
acompafiadas de un ejemplo ilustrativo.
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Propiedad Ejemplo

4 .95 _ 9445 _ 99
1 M.t — _rm-i—n 2 2 = 2 = 4
) 22 . g3 — b
a2 =1,siz#0 30 =1
1 L, 11
1 n 1 a2
Yo== 33 =3 =9
™ 1 Qt‘- -
I _ ammn z I._J:23:
) n pn—m 2u 2 8
z™ m—m 1 Ti =1—4 =0
) T - - pm—m F 7 =7 =1
7) (‘,rm) pmen (23)5 — 935 _ 915
8) (z-y)" =a™ - y" (3-4)°=3°.4°
) (2) -2 2y s
)(g)—gz 2 21 7 16
.w 2\ (y\" I\ 2\ 2t 16
) y ~\z 2 —\3) " 381
1)zt/m = g/ 213 = 32
1 1 1 1
12) s Vr =~ = “s - o
) “ pl/n e 3 31/5 \':/§

1G)Im_;’n — mo— (&l:/I)m £2/3 _ (\1/7))2 _ 655_2: \1/_5
17) (%/z)™ = Ya™ ==z (V9> =79 =9
Cuadro 2

Fuente: Propia.
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Expresiones algebraicas

Al iniciar nuestros estudios de matematicas, lo hacemos a partir de la aritmética, entendida
esta como la rama del conocimiento matematico que aborda su estudio tomando como
insumo cantidades conocidas, un mayor avance en nuestros estudios en el campo
matematico, nos ha de llevar a trabajar con elementos de dlgebra y aritmética sin que
debamos detenernos en establecer diferenciaciones entre ellas, es asi como aplicamos los
principios de la aritmética al estudio de situaciones que involucran cantidades mas
generales en lugar de cantidades fijas, lo que en si corresponde al estudio del algebra
elemental. Al tratarse de cantidades genéricas, que pueden tomar cualquier valor dentro
de un conjunto de valores permitidos, se les suele llamar cantidades variables y son
representadas mediante letras.

A partir de este punto en esta semana nos enfocamos en la extensién de los principios
aritméticos a un breve estudio de operaciones que involucran expresiones algebraicas.
Antes de entrar en el estudio formal de conceptos en relacién con las expresiones
algebraicas, conviene considerar una situaciéon que nos puede ayudar a comprender la
necesidad de su utilizacion. La situacidn es la siguiente:

Un estudiante tiene la tarea de encerrar un terreno a las orillas de un rio utilizando para ello
400 metros de cerca, lo debe hacer de tal manera que se busca que la superficie encerrada
se un rectangulo ¢Cudl es la expresion que da las diferentes posibilidades para las
dimensiones del rectdngulo y cudl es la expresidn correspondiente al area de la superficie?

La situacion se ilustra en el siguiente esquema:

Orilladel rio

__/W\__—\f"

Ancho =Y

v

Aereerens LArgo =X reeerencend

Figura 2
Fuente: Propia.
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Mediante la letra L representamos la cantidad total de metros de cerca, lo cual
corresponde a 400 metros, esta cantidad, en términos de las longitudes X,Y , esta dada
por:

X + 2Y = 400
El area de la superficie encerrada correspondea A = XY.

El anterior es un ejemplo muy sencillo que pone de manifiesto la necesidad de utilizar
expresiones algebraicas para estudiar situaciones de la vida real, de la misma forma, en
diferentes areas de la dinamica social, econdmica y diferentes areas de la ciencia y la
ingenieria, se requiere la utilizacién de expresiones algebraicas, desde las muy simples hasta
otras altamente complejas.

Expresion algebraica

Una expresion algebraica es toda expresion que combina cantidades fijas y variables
mediante diferentes operaciones. Algunos ejemplos de expresiones algebraicas son los
siguientes:

3 5z 5

4 3; _25; _ ;
Xy g 2-3y2 2z+1

S5xy? +7x3—6

Términos en una expresion algebraica

Corresponden a las partes de la expresidn algebraica relacionadas mediante operaciones

de suma o resta, es decir, separadas por los signos “+” y “—”. El ejemplo d) antes sefialado
corresponde a una expresion algebraica con tres términos.

Componentes de un término

Un monomio consta de diferentes elementos como coeficiente, parte literal y exponentes
de las partes literales, tal como se ilustra con el ejemplo dado a en el esquema adjunto.
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Exponentes

VY,

2.,3
Coeficiente ——> Ex y
Literales

Figura 3
Fuente: Propia.

Término independiente

Es un componente que no tiene parte literal, por ejemplo, en la expresién 5xy? + 7x3 —
6 hay un término independiente que es el 6. Se dice término independiente por que su valor
numérico no se altera con el cambio de valores de la parte literal.

Clasificacion de las expresiones algebraicas segun su numero de términos

Considerando el niumero de términos de una expresién algebraica. La siguiente tabla
resume la correspondiente clasificacion, indicando casos particulares y ejemplos.

Clasificacion Definicién Ejemplo

Monomio Expresidn algebraica de un solo término. 32x3

Polinomio Expresion algebraica de varios términos Ex‘* 4243 —x2+5x+48
(caso general). 4

Binomio Expresidn algebraica de dos términos. x? - 16

Trinomio Expresién algebraica de 3 términos. x*+5x+8

Cuadro 3
Fuente: Propia.

Operaciones entre expresiones algebraicas

Un elemento importante en la comprension de las operaciones entre expresiones
algebraicas tiene que ver con la idea de términos semejantes. Dos términos son semejantes
si coinciden en su parte literal y exponentes, puede darse diferencia en sus coeficientes,
veamos algunos ejemplos relacionados con esta idea:
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2
5x2y3: ——=x2y3 son semejantes porque las variables coinciden en sus exponentes
3

2x3y?; 4x2y3 no son smejantes porque las variables tienen exponentes diferentes
3x3; 4x3y3 no son términos semejantes ; por qué?

La importancia del concepto de términos semejantes radica en su utilidad al simplificar
resultados de operaciones entre expresiones algebraicas. Una idea en relacidn con ello, que
nos puede ayudar a una mejor comprension, es considerar los términosx, x? y x3 como
representaciones de las dimensiones espaciales, representadas a continuacion.

Figura 4
Fuente: Propia.

El término x se asocia con una medida de longitud, por ejemplo, 1 metro de cable eléctrico.
El término x? se puede asociar a una medida de superficie, por ejemplo, 1 metro cuadrado
de baldosas o de tela. Y el término X’ se asocia a una medida de volumen como 1 metro
cubico de agua.

Es claro que podemos sumar o restar cantidades de la misma naturaleza espacial para
obtener como resuldtado una sdla cantidad, ejemplos de ello son:

Si decimos que compramos 50 metros de cable y luego 30 metros mas, podemos decir que
en total hemos comprado 80 metros de cable (50 mstros mas 30 metros).

La compra de 40 metros cuadrados de baldosas inicialmente y la compra de 25 metros
cuadrados despues, da como resultado una séla cantidad de 65 metros cuadradoos de
baldosas.
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Si en cambio decimos que compramos 50 metros de cable y 40 metros cuadrados de
baldosas, no es posible expresar esta suma en una séla cantidad.

Lo anterior nos ayuda a comprender el siguiente principio:
Reduccién de términos semejantes

la necesidad de reduccion de dos o mds términos semejantes se presenta en resultados
parciales de operaciones entre expresiones algebraicas, esta reduccion corresponde a la
suma o resta de sus coeficientes, asociada a la misma parte literal con sus respectivos
exponentes, a manera de ejemplos tenemos:

4x% + 3x2 = 7x?
—3x2y3 + 5x%y3 = 2x?%y3

3 1 7
Z 42 a2 = _
Zx +4x 4x

2

Suma y resta de dos polinomios

Correponde al polinomio que resulta de la reduccién de terminos semejantes de los dos
polinomiios que se estdn operando, a continuacion se ilustra con ejemplos:

Ejemplo 1: dados los polinomios 4x3 + 5x2 —3x +1 y — 2x* + 8x3 — 6x% + 3. Hallar
la suma vy la resta de los dos polinomios.

Solucion:

La suma de los polinomiios se expresa mediante:
(4x3 +5x% = 3x + 1) + (—2x* + 8x3 — 6x2 + 3) (planteamiento de la operacién)

=4x3+5x2 —3x+1—2x*+8x3—6x%+3 (expresién a reducir)

—2x* + (4x3 + 8x%) + (5x% — 6x2) — 3x + (1 + 3) (agrupacién de terminos a reducir)

—2x*+12x3 —x?>—-3x+4

El procedimiento correspondiente a la resta es el siguiente:

(4x3 +5x2 —3x + 1) — (—2x* + 8x3 — 6x%2 + 3) (planteamiento de la operacién
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4x3 4+ 5x% —3x + 1+ 2x* — 8x3 + 6x% — 3 (expresién a reducir)

= 2x* + (4x3 — 8x%) + (5x? + 6x2) —3x + (1 — 3) (agrupacion de terminos)
=2x* —4x3 + 11x? — 3x — 2.

Multiplicacion de expresiones algebraicas

La multiplicacién de dos monomios constituye el elemento primordial de la multiplicacién
de expresiones algebraicas en general, como acercamiento a ello consideremos la siguoente
situacion:

Si se pide calcular el area de una habitacion cuyas medidas son 4 metros de largo y 3 metros
de ancho, podemos tratar la situaciéon de la siguiente forma:

Area = (4 metros) » (3 metros) = (4m) * (3m) = 12m? = 12 mts cuadrados.

Si se nos pide calcular el el volumen de agua que puede contener una piscina de 2 metros
de profindidad y con un fondo horizontal de 120 metros cuadrados, podriamos realizar lo
siguiente:

Volumen = (area de superficie) = (profundidad) = (120m?) x (2m) = 240m3

Los dos casos anteriores, vistos como expresiones algebraicas, nos facilitan comprender el
proncipio basico de la multiplicacidon de polinomios.

Multiplicacion de monomios

la multiplicaciéon de dos monomios da como resultado otro monomio cuyo coeficiente es el
producro de los monomios originales y las partes literales quedan elevadas a la suma de los
respectivos exponentes.

Ejemplo:
a) (3x?) * (5x*) = 15x°
2,52 _4 . 2.3Y_ _8 7.5
b)(sx y )*( 3%V )_ XY
2 2 _ 14 2 2
C)(3xy )*(7x)— S Xy
Multiplicacion de un monomio por un polinomio

Aplicando la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la adicidn encontramos
que el producto de un monomio por un polinomio, es el polinomio obtenido al multiplicar
el monomio por cada uno de los terminos del polinomio.
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Ejemplo
(3x?%) = (2x? + 5xy — 3y?) = 6x* + 15x3y — 9x2y?
Multiplicacion de dos polinomios

Extendiendo las odeas anteriores, encontramos que el producto de dos polinomios es otro
polinomio que resulta al multiplicar cada término del promer factor por todos los terminos
del segundo y realizando las posibles reducciones de términos independiente.

Ejemplo: Hallar el producto de los polinomios P = (3x%2 + 5x —2) y Q = (2x? + 5xy — 3y?).
La solucidn detallada de esta operacidn se presenta a continuacion:

PxQ = (3x2) * (2x? + 5xy — 3y%) + (5x) * (2x? + 5xy — 3y?) — 2 x (2x? + 5xy — 3y?)

6x* + 15x3y — 9x2y? + 10x3 + 25x%y — 15xy? — 4x? — 10xy + 6y?

Ejemplo: Hallar el producto de los polinomios P = (3x* — 5x3 + 2x) y Q = (2x3 + 4x% + 3).
Solucién:

PxQ = (3x%) * (2x3 +4x% + 3) — (5x3) * (2x3 + 4x? + 3) + (2x) * (2x3 + 4x? + 3)
P*Q =6x" +12x°% +9x* — 10x% — 20x° — 15x3 + 4x* + 8x3 + 6x

PxQ =6x"+ (12x% — 10x°) — 20x° + (9x* + 4x*) + (—15x3 + 8x3) + 6x

P*Q =6x’ +2x%—20x° + 13x* — 7x3 + 6x

Productos notables

Algunas multiplicaciones de expresiones algebraicas tienen forma especial de tal manera
gue se puede hallar su resultado de forma inmediata, algunos de estos son:

Cuadrado de un binomio:

(a £ b)?> = a? + 2ab + b%. A esta expresién se le conoce como Trinomio cuadrado
perfecto.

Producto de la suma o diferencia de dos cantidades:
(a+b)(a—b) = a®? — b?

Producto de laforma (x + a)(x + b) = x? + (a+ b)x + ab
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La verificacidn de la validez de estas expresiones se deja como ejercicio para el estudiante.

Divisién

Es claro que la divisién se entiende como la operacion inversa de la multiplicacidn. Para el
caso de la division de monomios se aplica el siguiente principio general apoyado en las
propiedades relacionadas con los exponentes.

Division de monomios

La division de dos monomios es otro monomio que resulta al dividir sus coeficientes y restar
los exponentes de las variables. Ejemplos de ello son los siguientes:
5
4x _ 4 3

5x2 5

7
—7x* +2x = —=x3
x X 5%

x*y® 1
3x2y2 3

Division de un polinomio por un monomio

Las ideas previas sobre las diferentes operaciones realizadas nos permiten comprender que
la divisién de un polinomio por un monomio resulta de dividir cada término del polinomio
por el monomio. Veamos un ejemplo.

5x%y3 4+ 3x3y? —4x%y?  5x?y3 3x3y?  4x%y? 5 3
y y y?_ Syl 3xy? Ay 5 3 g

2xy? 2xy? = 2xy? 2xy? 2 2
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Division de polinomios en una variable

La divisién de un polinomio por otro no siempre se obtiene otro polinomio, esta operacion
obedece el siguiente principio conocido como algoritmo de la division.

Algoritmo de la division aplicado a polinomios: dados dos polinomios
A(x) y B(x) con B(x) # 0, existen unicos polinomios Q(x) y R(x) tales que:

A(x) = B(x) xQ(x) + R(x)
El polinomio A(x) es el dividendo, B(x), el divisor, Q(x) es el cociente y R(x), el residuo.

Los correspondientes resultados se obtienen mediante la siguiente secuencia de
procedimientos:

% Ordenar, en forma descendente, los polinomios A y B en caso que no estén ordenados.

< Dividir el primer término del dividendo por el primer término del divisor, resultando con
ello el primer término del cociente.

% Multiplicar el resultado obtenido anteriormente por los términos del divisor y el resultado
se resta del dividendo, obteniendo asi un residuo parcial.

% Si el residuo obtenido en paso anterior es cero o de grado menor que el divisor, finaliza la
operacion, de lo contrario se repiten los pasos anteriores tomando como dividendo el
ultimo residuo parcial.

La secuencia de procedimientos descrita se comprende mejor a la luz de los siguientes
ejemplos:

Ejemplo: Hallar cociente y residuo de las siguientes divisiones:
a) Dividir el polinomio A(x) = x3 + 2x? —4x + 2 por B(x) = x — 1.

b) Dividir el polinomio A(x) = x3 —5x2 + 2 por B(x) = x + 1.

Solucién: la aplicacién del algoritmo se ilustra a continuacién, en cada caso se indica el
cociente y el residuo. Se hace notar que el divisor en la situaciéon b) es un polinomio
completo puesto que contiene todos los términos, desde el mayor exponente, que en este
caso es 3, hasta el término independiente; en el caso b) el polinomio no estd completo, ya
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gue no contiene el término en x a la uno, razén por la cual se escribe este término pero con
coeficiente cero.

a. b.
x3+2x2—4x+2|x—1 x3—5x2+OX+2|x+l
3 2
X"+ X X%+ 3% —1 < Cociente — x3- x? x?— 6x + 6 <t Coclente
3x? — 6x?2
- 3x?% + 3x + 6x2% + 6%
- X
tx—1 23: 6
] S Residuo —_44_ Residuo

Racionalizacion

Una idea asociada a la irracionalidad de una expresidn es la existencia de raices que no
reducibles, ademas de ello, por ejemplo, es costumbre expresar resultados de operaciones
de tal manera que no existan expresiones radicales en los denominadores de una fraccion,
esto corresponde a la racionalizacion de denominadores y lo ilustramos con los siguientes
ejemplos:

Ejemplos: racionalizar el denominador de las siguientes expresiones.

2
a)ﬁ
b 5
)2+\/E
3+4x
C)3_\/;
d) V5 ++x

V5— Vx

Solucion:

a) Dado que al multiplicar el numerador y el denominador de una fraccién por una misma

cantidad diferente de cero, no se altera el valor de la fraccién, podemos elegir a nuestra

conveniencia la cantidad por la cual multiplicar, en este caso al multiplicar por vVx tenemos:
2 2 Vx  2Vx  2Vx . . . .

BT GG aEo . eXpresionen la cual no tenemos cantidades irracionales en el

denominador.
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b) Para proceder a la racionalizacién del denominador de es util indicar que el

5
+Vx
conjugado de una expresion a + b es la expresion a — b, igualmente, el conjugado de a —
b es a + b. Conviene también recordar que el producto de la suma por la diferencia de
dos cantidades da como resultado la diferencia de sus cuadrados, con lo cual si el
denominador de una fraccion es un binomio que contiene raices cuadrada, la multiplicacion

del binomio por su conjugado da lugar a expresiones racionales. En este caso tenemos:

5 5 2—+x 10— 5Vx 10— 5Vx

2+ Vx 2+ Vx 2—vx 22— (W2  4-x

c 3+Vx _ (B+4x) B+Vx) B +x)? 32+ 6V +(VX)? 9+ 6Vx+x

)3—ﬁ_<3—m G+Vr)  (B-VX)B+vx)  9-(®r  9—x
d)\/§+\/E_ 5 +x) (x/§+\/x—):5+2\/§+x

Vi-Vvx  (V5-Vx) (V5+ {x) 5—x
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Introduccion

Continuando con procedimientos aplicables a expresiones algebraicas, es muy frecuente
encontrarse con situaciones particulares de estudio, modelable dentro del ambito
matematico, que requieren la descomposicién de una expresion en los factores que la
forman. El desarrollo de esta unidad se enfoca en la aplicacion de diferentes principios,
relacionados con las operaciones algebraicas, de tal manera que podamos escribir una
expresion algebraica como el producto indicado de sus factores.
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Recomendaciones metodoldgicas

El estudiante tiene la libertad de desarrollar el estudio de las tematicas de esta semana en
el orden que considere conveniente, sin embargo creemos que el acercamiento a los
temas de factorizacidén y ecuaciones ofrecidos en este curso, se debe buscar inicialmente a
través de la lectura de esta cartilla, donde se presenta los conceptos y principios basicos,
lo que se puede complementar mediante la visualizacidon de video capsulas y la revision de
los ejercicios resueltos que se presentan en las lecturas complementarias, teniendo
siempre como referencia la cartilla misma. Luego de abordar los recursos antes sefialados
resulta conveniente afrontar los ejercicios de repaso a través de los cuales usted puede
validar sus avances en la incorporacion de los contenidos a su cimulo de conocimientos y
presentar la evaluacion de esta semana que evalua los contenidos de las semanas 1y 2.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Desarrollo tematico

Factorizacion de expresiones algebraicas y solucion de ecuaciones

Factorizacion de expresiones algebraicas

Se entiende por factorizacién el proceso que nos lleva a escribir una expresién como el
producto de dos o mas factores, en al campo aritmético tenemos por ejemplo que 36 = (3)
(6) (2), por tanto se puede decir que (3) (6) (2) es una factorizaciéon de 36, otra
factorizacién de 36 es (6) (6).

En el dmbito algebraico se busaca escribir una expresién como el producto de dos o mas
expresiones irreducibles, es decir en factores que no pueden descomponerse en otros
mas simples, a esto se le llama la factorizacién completa o simplemente la factorizacién.

Es importante resaltar que el objetivo de la multiplicacién es hallar el producto a partir de
los factores, mientras que la factorizacién busca hallar los factores correspondientes a una
expresion dada.

Ejemplo: dado que x? + 3x — 10 = (x + 5)(x — 2) decimos que (x + 5)(x — 2)es la
factorizacion de x? + 3x — 10.

Procedimientos de factorizacion

En el ejemplo anterior planteamos un polinomio y su expresion en forma de producto
indicado de dos factores, sin embargo no hemos hecho mencidén del procedimiento para
hallar tales factores. Este apartado lo dedicamos a tratar los procedimientos que nos
llevan a encontrar la forma factorizada de una expresidn algebraica, veremos que no
todos los procedimientos son aplicables a todas las expresiones, por lo que se hace
necesario analizar detalladamente cada situacién particular para poder decidir que
procedimiento aplicar.

Factorizacion de polinomios cuando sus términos tienen un factor comtin

Dado que para tres numeros reales cualesquiera a, b y c, la propiedad distributiva expresa
que:

a(b+ c) =ab + ac.
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Se tiene que; entonces a(b + c) es una factorizacién de ab + ac, notamos que en la
expresion ab + ac el numero a es un factor tanto de ab como de ac, es decir, a es un
factor comun de los términos del polinomio; vemos también que la factorizacidn
corresponde al producto indicado del factor comun identificado, por el polinomio que
resulta al dividir cada término del polinomio original por el factor comun. Lo anterior
representa el procedimiento general para factorizar un polinomio cuando todos sus
términos tienen un factor comun. Los siguientes ejemplos ilustran la aplicacién de este
procedimiento.

Ejemplo: hallar la factorizacidon completa de las siguientes expresiones:
a) bax — 12xy

b) x? + 3xy

C) x2y422 _ x3y223 + nySZ

d) 18x2y* — 24x3y? 4+ 30x2y3

Solucién:

a) bax — 12xy = 6.a.x — 6.2.x.y, el factor comun es 6x, al dividir los términos del
polinomio por el factor comun 6. a.x se obtiene (a — 2y), por tanto la factorizacion estd
dada por:

6ax — 12xy = 6x(a — 2y)

b) Argumentos similares a los del ejemplo a) nos llevan a:

x%+ 3xy=x.x+ 3xy = x(x + 3y)

c) x2y*z? — x3y2z3 + x?y3z El factor comun corresponde al producto de los literales
comunes con su menor exponente, en este caso el factor comun de los términos del
polinomio es: x2y?z, al dividir el polinomio por el factor comun se obtiene y?z — xz? +
y, entonces, la factorizacion correspondiente es:

24,4

x2y*z? — x3y2z3 + x%y3z = x%y?z(y*z — xz® + y)
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d) 18x2y* —24x3y? + 30x%y3 = 6.3.x%.y% y%? — 6.4.x%.x.y*> + 6.5.x%y?y el factor
comun es 6x2y? y al realizar la divisién del polinomio por el factor comin se obtiene
como resultado (3y? —4x + 5y), con lo anterior encontramos que la factorizacién
completa es:

18x2y4— _ 24x3y2 + 30x2y3 = 6x2y2(3y2 —4x + Sy)

Factorizacion de polinomios mediante agrupacion de sus términos

En algunos casos los términos del polinomio a factorizar no tienen un factor comun, pero
si se realiza un agrupamiento, obtenemos grupos mas pequenos cuyos términos tienen un
factor comun. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion:

Ejemplo: factorizar los siguientes polinomios:
a) 7xy — 7y + 5ab — 5a.

b)3am —3an+3a—m+n—-1

Solucidn

a) Es claro que los términos del polinomio no tienen un factor comun, pero si
consideramos los dos primeros términos por separados y los dos ultimos, cada pareja
tiene un factor comun, por lo tanto podemos escribir:

7xy — 7y + 5ax — 5a=(7xy — 7y) + (5ax —5a) =7y(x — 1) + 5a(x — 1) = (x — 1)(7y + 5a)
b)3am —3an+3a—-m+n—1=Bam—-3an+3a)—-(m— n+1)
=3am—-n+1)—-(m—-n+1) =(m—-n+1)Ba-1)

Se hace notar aqui que, al agrupar los tres ultimos términos en un paréntesis precedido de
un signo negativo, se debe cambiar el sigho de cada término.

Factorizacion de trinomio cuadrado perfecto

En el apartado de productos notables desarrollamos el cuadrado de un binomio
obteniendo como resultado una expresidn que se conoce como trinomio cuadrado
perfecto, lo cual significa que la factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto
corresponde al cuadrado de un binomio.
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Se debe aclarar que antes de factorizar un trinomio como el cuadrado de un binomio,
debemos asegurarnos que sea cuadrado perfecto.

Caracteristicas de un trinomio cuadrado perfecto

Un trinomio ordenado respecto a una variable es cuadrado perfecto si muestra las
siguientes caracteristicas:

* El primer y tercer término son positivos y se pueden expresar como un cuadrado.
* El segundo término corresponde al doble del producto de las raices cuadradas de
los términos primero y tercero.

El binomio asociado a la factorizacién es la suma de las raices cuadradas de los términos
cuadraticos si el segundo término es positivo y, en caso contrario se toma la diferencia.

Ejemplo: analizar si los siguientes trinomios son cuadrados perfecto y en tal caso
factorizarlos como tal:

a) 4x2 + 20x + 25

2
b) > +2Z+ 2
9 y y

c)4y? + 24y + 25

d) 4m? + 20m — 25

Solucién:

a) el polinomio dado esta ordenado, los términos primero y tercero son positivos y
pueden expresarse como cuadrados de otras expresiones, por tanto el polinomio se
puede expresar como:

4x2% + 20x + 25 = (2x)? + 20x + (5)?
Vemos que el doble del producto de las raices cuadradas de los términos uno y tres es:
2(2x)(5) = 20x

El cual coincide con el segundo término del trinomio, por tanto el trinomio dado es un
trinomio cuadrado perfecto y su factorizacidn estd dada por:

4x% + 20x + 25 = (2x + 5)?
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b) el polinomio puede expresarse como:
x2+2x+ 9 <x)2+2x+ (3)2
9 ¥y y* 3y

El doble del producto de las raices cuadradas de los términos primero y tercero es:

2(5)()==

El resultado es igual segundo término del trinomio, por tanto el trinomio se puede
factorizar como trinomio cuadrado perfecto y la factorizacién correspondiente es:

2

9 y y?

x2 2x 9 x 3
=(5+5)
3y

c) En este caso los términos extremos son positivos y se pueden expresar como
cuadrados, pero el doble del producto de sus raices no coincide con el valor del segundo
término, por tanto el trinomio no es cuadrado perfecto y no se puede aplicar el respectivo
procedimiento de factorizacién.

d) Puesto que el tercer término es negativo el trinomio 4m? + 20m — 25 no se pueden
factorizar como un trinomio cuadrado perfecto.

Factorizacion de una diferencia de cuadrados

En el apartado de productos notables verificamos que siempre que se multiplica la suma
de dos cantidades por la diferencia de las mismas, se obtiene como resultado la diferencia
de los cuadrados, lo cual significa que la factorizacion de una diferencia de cuadrados
corresponde al producto de la suma de las cantidades por su diferencia.

Ejemplo: Observemos en cada caso que las expresiones dadas corresponden a diferencia
de cuadrados, se muestra también su factorizacion.

a) 4x? — 25=(2x +5)(2x — 5)

x? 9 x  3\(x 3
o) 5= 5=(G+3)(G-3)
c) 144y? — 225 = (12 y + 15)(12y — 15) =

d) 4m? + 625 = (2m + 25)(2m — 25)
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Factorizacion de trinomios de la forma x% + bx + ¢

En el punto de producto notable donde se multiplica binomios de la forma (x + m)(x +
n), notamos que resulta un trinomio en el cual el primer término es el producto de los
primeros términos de los binomios, el tercero, es el producto de los segundos términos y
el segundo término corresponde a un término en x cuyo coeficiente es la suma algebraica
de los dos términos independientes; si deseamos realizar el proceso contrario, es decir, la
factorizacién de un trinomio de la forma x2 + bx + c, el resultado es el producto de dos
binomios en los cuales el primer término de cada uno es x, es decir la raiz cuadrada de x?
y los segundos términos corresponden a dos numeros tales que la suma de ellos sea el
coeficiente del segundo término del trinomio y su producto sea igual al termino
independiente.

A manera de ejemplo presentamos los siguientes casos, en los cuales se hace necesaria
una adecuada descomposicion del término independiente del trinomio para hallar los dos
factores que satisfagan las condiciones antes senaladas.

a)x?2+5x—15=(x +8)(x — 3)

Los numeros +8 y -3 suman +5 y su producto es -15
b)x2 +21x + 108 = (x + 12)(x + 9)
y+250-9)

d) y* + 43y%2 — 432 = (y2 + 27)(y? — 16)

c)y? + 16y — 225

La consecucion de los dos numeros puede parecer dificil, pero sistemdaticamente se
pueden hallar al descomponer el término independiente en sus factores primos y a partir
de ellos formar los numeros requeridos.

Existen situaciones en las cuales la factorizacidn no se en términos de factores racionales

y es muy dificil halarla mediante los procedimientos anteriores, mas ain en muchos casos
la factorizaciéon no existe, este hecho nos lleva a considerar un caso general en el que
debemos determinar si existe la factorizacion en el campo de los numeros reales, y si es
asi hallarla, esto se cubre en el siguiente punto.
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Factorizacion de una suma o diferencia de cubos

Apoyados en el desarrollo de cocientes, se puede verificar las siguientes relaciones:
(a+b)® = (a+b)(a?—ab+ b?
(a— b)® =(a—b)(a?+ab + b?

Ejemplo: factorizar las expresiones

3
a)x3 + 27 b)64—%

Solucién:

a)x3 +27=x34+ 33 =(@x+3)(x* — 3x+9)

6= 5= @ = () = (=)@ + @ Q)+ ()] (- (164 2x+5)

Sobre otros casos de factorizacion se puede profundizar en la bibliografia sugerida.

Propiedades de la igualdad
Ecuaciones

Antes de abordar la solucién de ecuaciones, es pertinente estudiar las propiedades que
soportan los procedimientos empleados en la soluciéon de ecuaciones. Para ello se debe
indicar que cada una de las expresiones separadas por el signo de la igualdad recibe el
nombre de miembros de la igualdad. Las propiedades fundamentales son las siguientes:

a) Al sumar o restar una misma cantidad a cada uno de los miembros de una igualdad,
ésta se conserva, es decir:

Sia = b,entonces paratodoc,atc=b+c

b) Al multiplicar cada uno de los miembros de una igualdad por una misma cantidad, la
igualdad se conserva, es decir:

Sia = b,entonces paratodoc,a*c =Db *c.
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c¢) Al dividir cada uno de los miembros de una igualdad por una misma cantidad diferente
de cero, la igualdad se conserva, es decir:

a
Sia = b,entonces para todo c # O'E = z

Concepto de ecuacion

Con el fin de tener plena claridad sobre el tema a desarrollar, es conveniente considerar
que las igualdades se pueden clasificar en identidades y ecuaciones. Una identidad es una
expresion de igualdad que involucra variables y que se cumple o satisface para todos los
valores permitidos de las variables, mientras que una ecuacién expresa una igualdad que
involucra variables, pero que se satisface sélo para uno o algin conjunto restringido de
valores de dichas variables. A continuacién presentamos ejemplos de las ideas antes
sefialadas.

4a + 3a = 2a + 5a, es una identidad porque se cumple cualquiera que sea el valor de la variable a.
., . . . 9
4a + 3 = 21 es una ecuacion puesto que la igualdad se satisface sélo para un valor, a = 7

x? + 7x = —12 es una ecuacién, se satisface sélo parax = —4 yx = —3.

Solucion de una ecuacion

Corresponde a los valores que satisfacen la ecuacién, en este punto anotamos que,
resolver una ecuacion significa hallar el conjunto de soluciones. En los ejemplos anteriores
se presenta la solucién de las ecuaciones, pero no se hace referencia a la forma de
hallarla, en el siguiente apartado nos dedicaremos a hallar soluciones de ecuaciones de
primer grado con una incégnita.

Solucion de ecuaciones lineales con una incégnita

Una ecuacién de primer grado con una incégnita es toda ecuacidén que se puede reducir a
la forma ax + b = 0. ejemplos de este tipo de ecuaciones son:

3 5 2 1
a)4x+5=9b)7x —2=9x+8¢) Zx+ 5= §x+Z
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Las soluciones de estas ecuaciones son:

45
a)x=1b)x=-5¢c)x = -
Frecuentemente nos encontramos frente a la necesidad de verificar si un valor dado es
realmente la solucién de una ecuacion, esto se logra al sustituir dicho valor en la ecuacién,
realizar las operaciones indicadas y observar si se cumple la igualdad. A manera de
ejemplo procedemos a verificar que la solucién dada para el ejemplo c) es efectivamente
la presentada.

., 3 5 2 1 . L 45
Para la ecuacion Zx+ 5= Ex+ 2 se afirma que su solucion es: x = — el

procedimiento de verificacidn es el siguiente:

3 45 5 2 45 1 N .
(—) (— —) + - = (—) (— —) + = Sustitucion de x por el valor considerado.
4 7 2 5 7 4
135 5 920 1 . -
(— —) + -= (— —) + = Desarrollo de operaciones indicadas.
28 2 35 4
-135+70 _ —360+35
28 140
-65 _ —325 —65 _ —325 e,
= T Sa T oo Simplificacion de resultados.
28 140 ' 28 140
-65 _ —65
28 28

Al cumplirse la igualdad, se verifica que el valor considerado es valido.

Si lo que nos interesa es hallar la solucién de una ecuacién dada, nos corresponde aplicar
las propiedades de la igualdad de forma que nos conduzca a la solucién de la ecuacidn.

Ejemplo: aplicar las propiedades de la igualdad para hallar la soluciéon de la siguiente
ecuacion:

12x —5=9x — 2
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Solucién:
12x —5=9x — 2

12x —9x — 5 =9x — 2 — 9x Restamos 9x a cada miembro de la igualdad (propiedad a).

3x-5=-2 Simplificacion de resultados.
3x —-54+5=-2+4+5 Sumamos 5 a cada miembro de la igualdad (propiedad a).
3x =3 Simplificacién de resultados.

Dividimos cada miembro por 3 (propiedad c).

x=1 Simplificacion de resultados.

Es usual que en la solucion de una ecuacién apliquemos un principio denominado
trasposicion de términos, que no es mas que la aplicacion inmediata de las propiedades
antes sefialadas y la respectiva simplificacion ¢ Puede el estudiante explicar este principio y
relacionarlo con las propiedades empleadas en la solucién del ejemplo anterior? Es
altamente recomendable que al aplicar la trasposiciéon de términos no se pierda de vista
su correcta asociacidon con las respectivas propiedades.

Ejemplo: hallar la solucion de la ecuacion: 5x - (7- 2x) = 4(-x + 5)-23x-1) + x

Solucidn:

5x(-(7-2x) =4(-x+5-23x-1) + x
5x-74+ 2x = —4x + 20-6x+2 + x

5x + 2x+4x+6x—x= 20 +2+7

5x + 2x+4x+6x—x= 20 +2+7
16x = 29

29

XZR
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Solucion de ecuaciones cuadraticas

Una ecuacién cuadratica, o ecuacion de segundo grado, con una incognita es toda
ecuacion que se puede reducir a la forma ax? + bx +c =0,cona # 0, ejemplos de
ecuaciones cuadraticas ya reducidas son:

a)4x?> +3x—-2=0
b)x? —2x—2=0
c)3x2 —10=0
d)2x? +5x =0

Los ejemplos anteriores muestran que las ecuaciones cuadraticas pueden ser completas o
incompletas segun los coeficientes a o b sean cero. Por ejemplo las ecuaciones de los
ejemplos ¢ y d son incompletas, la ecuacién del ejemplo ¢ es de la forma ax? + ¢ =0
(b=0), mientras que la del ejemplo d es de la forma ax? + bx = 0.

Solucién de ecuaciones de laformaax?* + ¢ =0
Si tenemos una ecuacién cuadratica incompleta, de la forma ax? + ¢ = 0, podemos
afrontar el proceso de solucidn de la siguiente forma:

ax? = —c¢

c
x= 4 [——
a

. C . . .
Silos valores de a y ¢ son tales que el resultado de —_es positivo, la ecuacién dada tiene

solucién en el conjunto de numeros reales, en caso contrario la solucion se encuentra
fuera de este conjunto.

Ejemplo: en cada uno de los siguientes casos hallar la solucién de la ecuacion cuadratica, si
existe.

a)3x%-12=0 b) 4x% + 12 =0
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Solucién:

a) En este ejemploa =3y c = —12, entonces: x = + /—§=i /—_le=i\/1 = +2.

Se puede verificar que al sustituir la variable x por 2 y por —2, se satisface la ecuacién.

b) Enestecasoa =4y c = 12,entonces: x = + /—§=i /—% =++/—4, la ecuacidon no

tiene solucidn en el conjunto de los numeros reales porque no existe en este conjunto un
valor de x cuyo cuadrado sea igual a -4.

Solucién de ecuaciones de la forma ax? + bx =0

Este tipo de ecuaciones permite una rapida factorizacién que facilita la consecucién de la
solucidn, el proceso es el siguiente:

ax? + bx =0
x(ax+ b) =0 (x es factor comun del polinomio).

Notamos que la ecuacidn original se convierte en el producto de dos factores, este
producto de factores es cero sdlo si se cumple que uno de ellos o ambos son igualmente
cero, es decir, se tiene:

x =0yax+ b =0, dedonde resulta finalmente que toda ecuacién cuadratica de la

. . b
forma ax? + bx = 0 tiene las dos solucionesx = 0y x = — e

Ejemplo: hallar la solucidn de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

a)4x? + 9x =0 b)2x%2 —7x =0

Solucién:
a) Una de las soluciones siempre esx = 0y, dadoquea =4y b = 9, se tiene que la otra

., b 9
solucionesx = ——= x = —-.
a 4
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b) Para la ecuacién 2x? —7x = 0,a = 2y b = —7, por tanto la soluciénes: x = 0y x =
-7 7

2 2
Solucién de ecuaciones de la forma ax? + bx =0

Para hallar la solucion de una ecuacién cuadratica completa, muchas veces es posible
descomponer el polinomio en el producto de dos factores, a partir de lo cual se puede
hallar la solucién, un ejemplo de ello es el siguiente:

Ejemplo: Resolver, si es posible, la ecuacién cuadraticax? —2x —8 =0
Solucion:

El trinomio x? — 2x — 8 = 0 se puede descomponer en dos factores, con lo cual
tenemos:

x> +2x—-8=0
x+4)x-2)=0
De lo anterior se puede afirmar que:

(x+4)=00(x—2)= 0, tenemos finalmente que los valores que satisfacen la
ecuacion son:

x=—4yx =2

No siempre el trinomio se puede factorizar como en el caso del ejemplo anterior, en tales
casos la solucidn de la ecuacion estaria dada por una formula conocida como férmula
general para resolver ecuaciones cuadraticas, con lo cual tenemos:

., ., . —-b+Vb%-4ac
La solucién de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 viene dada por: x = e la

existencia o no de soluciones para la ecuacion en el conjunto de los numeros reales
depende del valor del discriminante A = b? — 4ac segun se establece a continuacién:

a) Si A < 0, la ecuacion tiene solucién real.
. e . -b
b) Si A = 0 la ecuacidn tiene solucién real dada x = 2

c) Si A > 0 la ecuacidn tiene solucion real dada la formula general.
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Ejemplos: en cada uno de los siguientes casos, usar el valor del discriminante para
determinar si la ecuacion dada tiene o no solucién en el conjunto de los niumeros reales,
en caso positivo hallar la solucidn.

a)4x*>—12x+7=0 b)3x2+2x+2=0 A)x?+2x+1=0

Solucién:

a) el valor del discriminante es: A = b? — 4ac = (—12)? — 4(4)(7) = 144 -112 =
32 > 0, razon por la cual la ecuacion tiene solucion real y esta dada por:
3+V2 3-v2

12+V32  1244V2  3+V2 . .
X=—F0— =0 =" vistas por separado las soluciones son: x = - YxX=—0

b) Para este caso en que la ecuacién es 3x2 + 2x + 2 = 0, se tiene que el discriminante
es:A=b%?— 4ac =4 —24 = —20 < 0, por tanto la ecuacién no tiene solucién real.

c) en este caso de la ecuacién x2 + 2x + 1 = 0 se tiene A = 0, lo cual nos da como

solucion x = — = —1.
2(1)

Hallar la ecuacion a partir de su solucidn: en ciertas situaciones nos puede interesar hallar
la ecuacidn cuadratica sabiendo cual es su solucion, ilustramos esto con el siguiente
ejemplo:

Ejemplo: hallar en cada caso la ecuacién correspondiente a la solucién dada:

a)x=2yx= —1 b)x=2+ V3yx=2-+3
Solucion:
a) Con las soluciones x = 2 y x = —1 podemos plantear las ecuaciones (x — 2) =

0y (x+ 1) =0, los elementos (x —2) y (x + 1) son factores de la ecuacién buscada,
por tanto tal ecuaciéon viene dada por:

x—2)x+1)=0

x2—x—-2=0
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b) A partir de las soluciones x = 2 + V3 yx = 2 — /3, tenemos:
(x—2-— \/3_)=0y(x— 2+ 1/3) = 0, entonces:
(x=2—-V3)x—2++V3)=0

x2—2x + V3x—2x+4—-2V3—-3x+ 2V3-3=0

x2—4x +1 =0.

Problemas que se resuelven mediante solucion de ecuaciones

Son diversas las situaciones, en diferentes campos, en los que el planteamiento de un
problema conduce a la solucién de una ecuaciéon o un conjunto de ecuaciones. En este
apartado ilustraremos algunos casos que representan aplicaciones a las soluciones de
ecuaciones antes tratadas.

En este tipo de problemas se debe leer cuidadosamente el enunciado, luego de lo cual se
asigna una variable a alguna cantidad desconocida y se realiza el planteamiento de una
ecuacién con base en las condiciones establecidas en el enunciado. En algunas situaciones
se requiere hallar el valor de mds de una cantidad desconocida, en cuyo caso, al asignar
una variable a una de ellas, se debe expresar las demas en términos de la antes elegida.
Los siguientes ejemplos ilustran lo antes expresado.

Ejemplo:

En una libreria, un estudiante compré un libro, una calculadora y un cuaderno, el libro
costo el doble de lo que costd la calculadora, mientras que la calculadora costé cinco
veces lo del cuaderno. Si el total de la compra fue de 160.000 pesos, éCuanto costd cada
elemento?

Solucion:
Resulta conveniente designar como x el precio del elemento de menor valor, y a partir de
él definir los valores de los demas, con esto tenemos:

x = costo del cuaderno.
5x = costo de la calculadora.
10x = costo del libro.
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Las condiciones del problema establecen que el costo total es de 160.000 pesos, por tanto
tenemos la siguiente ecuacién:

costo del cuaderno + costo de la calculadora costo del libro = 160.000

x + 5x + 10x = 160.000
16x = 160.000
x = 10.000

Lo anterior nos da 10.000 pesos como costo del cuaderno, 50.000 pesos como costo de
la calculadoray 100.000 pesos como costo del libro.

Ejemplo:

Un terreno rectangular tiene un perimetro de 60 my un drea de 216 m?. Calcula sus
dimensiones.

Solucién:

'y
"
v

El esquema adjunto muestra el rectdngulo de yy
dimensiones desconocidas.

=
e 1} ——p

X = largo
Y = ancho il
. L , . < X >
Segun definicién de perimetro, se tiene que:
2X+2Y =60
X+Y =30

Figura 1
Fuente: Propia.
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Dado que el dreaes: X.Y = 216, expresar una de las dos variables en términos de la otra,
en este caso hallamos Y en términos de X, con lo cual tenemos:

Remplazando en X + Y = 30, se obtiene: X + % = 30, de donde se origina la siguiente

ecuacién en una incégnita:

X%+ 216
——— = 30. Entonces,

X? + 216 = 30X

X? — 30X + 216 = 0.

Resolviendo por factorizacion tenemos:
X-18)(X - 12)=0

Las posibles soluciones de esta ecuacion son X = 18 y X = 12, con X = 18 se obtiene
Y = 12 mientras que con X = 12 se obtiene Y = 18. Se puede afirmar entonces que las
dimensiones del rectangulo son 12 y 18 metros.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Nociones bésicas

de funciones

Fundamentos de matematicas

Autor: Danilo de Jesus Ariza

AREANDINA [ UMNS

Fundacién Universitaria del Area Andina



Introduccion

La era que vivimos se ha catalogado como la era de la informacidn. En este sentido, los
datos presentados en diversas formas: graficos, tablas de valores, son la materia prima
de la informacién. En esencia, los datos son numéricos y las relaciones que se
establecen entre ellos caracterizan su importancia en el suministro de informacién
sobre fendmenos naturales, sociales, econémicos, etc. La nocién de funcién permite
estudiar un tipo de relaciones que se establece entre datos y, por lo tanto, generar
acciones sobre la informacion suministrada a través de sus elementos. Acciones como
prever, suponer, conjeturar, proyectar, son producto del conocimiento y utilizaciéon de
los elementos y propiedades basicas de la funcién.

Fundacién Universitaria del Area Andina




Recomendaciones metodoldgicas

De manera general, la recomendacién inicial que se da al estudiante es asumir el rol
que le corresponde en el marco de formacion virtual, se recomienda hacer cuidadosa
lectura de este documento, ya que el reto de aprendizaje auténomo al que decidié
enfrentarse asi lo demanda. Atendiendo especificamente a los temas de esta cartilla es
altamente recomendable que elabore un esquema resumido de los mismos, por
ejemplo, un mapa mental, un mapa conceptual, un cuadro sinéptico, entre otros en los
gue plasme las ideas que tienen que ver con conceptos de funcién, dominio y rango
de funciones, representacion grafica y demas puntos tratados aqui. Es muy importante
la asociaciéon de los diferentes conceptos y formularse el reto de describir otros
ejemplos diferentes a los aqui presentados. También resulta util, en los casos en que se
presentan calculos de ejemplo, que se realice la respectiva verificacién de las
operaciones. Todo lo anterior, ademas de contribuir a afianzar el conocimiento del
tema, le brinda la posibilidad de tomar mayor confianza hacia lo que sigue a cada eje
tematico.
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Desarrollo tematico

La nocion de funcion

La recoleccién de datos sobre situaciones diversas se basa en la idea de relacionar
elementos de dos conjuntos (casi siempre numéricos), y en su presentaciéon, de manera
que la informacion sea legible y sirva como punto de partida de la identificacion de
regularidades y, por lo tanto, de patrones de comportamiento de los datos.

Si Ay B son dos conjuntos, una funcién de A en B es una relacién entre los elementos de
Ay B, de tal forma que a cada elemento de A le corresponde uno y sélo un elemento de
B. Esta aproximacion a la nocién de funcién requiere que:

= Todo elemento de A se relacione con un elemento de B.
= Larelacion de un elemento de A con un elemento de B sea Unica.

Ejemplos

1. Una forma usual de presentar datos que relacionan dos conjuntos es mediante el uso
de una tabla de valores.

Veamos este hecho.

Un comerciante hace un registro de las ventas de cierta clase de tela y las presenta asi:

Numero d_e metros 5 9 14 2 45
vendidos
Valor total de venta 95.000 171.000 266.000 418.000 855.000
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La relacién que se establece entre el nimero de metros de tela vendidos y su valor de
venta es una funcién, pues a cada valor del numero de metros de tela vendido
corresponde un valor de venta y éste es Unico.

Un hecho interesante aqui es observar que el valor total de venta depende del numero
de metros de tela que se venden. En este sentido, una funciéon también es una relacion
de dependencia entre dos cantidades que varian, de tal forma que a cada valor de la
variable 1 independiente, corresponde un Unico valor de la variable' dependiente. Aqui
la variable independiente es el nimero de metros vendidos y la variable dependiente es
el valor de la venta.

2. Los graficos se han convertido en una de las formas caracteristicas de informacién y
muchos de ellos nos proveen un acercamiento a la nocién de funcion. Veamos:

Temperaturaen lashorasdela manana
14
- iz N
= T
g o ;
= Gaowrs
" -] =
- & +
=
ot
E -
ﬁ Fa
o T T T T T
7 g | 1] (B 12
Hora

Figura 1. Grdfica de temperaturas

Fuente: propia

1 . . , .

En este escrito se asume que una variable es un simbolo que representa los elementos de un conjunto. El
conjunto se llama el dominio de la variable, y cada elemento del conjunto se denomina un valor de la
variable.
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La relacién entre cada hora en la mafana (representada en el eje horizontal) y la
temperatura (representada en el eje vertical) establece una funcién, pues a cada hora en
la manana corresponde un Unico valor de temperatura.

Los ejemplos muestran dos de las representaciones usuales de funciones: mediante una
tabla de valores y mediante un grafico de coordenadas cartesianas. Veamos los
elementos basicos de las funciones que ayudan a comprender sus representaciones. Lo
hacemos a partir de una definicién amplia de funcioén.

Elementos de una funcion

Si Ay B son dos conjuntos, entonces una funcidon de A en B es una regla que asigna a
cada elemento x de A un unico elemento y de B. Se nota f: 4 — B. El elemento y se

denomina la imagen de x mediante f. La imagen de un elemento x se nota también
como f(x)queselee” f de x".

Al conjunto A se le llama el dominio de la funciony se nota D,y el conjunto B se conoce
como el codominio de la funcién, que se nota Cd,. Al conjunto de imagenes de la

funcion se le denomina el rango de la funcion y se simboliza R, .

La regla de asignacién que define una funciéon puede describirse de forma verbal o de
forma algebraica.

Ejemplos:

1. La funcion f:Z — Z se define verbalmente mediante el enunciado “A cada
entero le corresponde 1 mas que su duplo”. f es una funcién pues todo entero

tiene duplo y al sumar 1 esta suma existe (es un nimero entero) y ademas es
Unica.

El dominio y codominio de f es el conjunto de los numeros enteros. Asimismo,
afirmamos que laimagen de -3 es -5 o en forma equivalente que f(_ 3) =-5.

Al determinar algunas imdagenes de numeros enteros se concluye que

R, ={.-5-3-113,.} .
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2. La funcién f del ejemplo 1, se define en forma algebraica, mediante la
descripciéon de la imagen de un elementox del dominio de f. En este caso se
escribe:

f:Z — Z definida por f(x)=2x+1

La descripcion algebraica de la funcién permite abordar interrogantes como:

e ;Cudleslaimagen de — 27 mediante f?
Se pregunta porf(— 27). Al usar la expresién f(x)=2x+1 que define f, se
obtiene: f(-27)=2(-27)+1, es decir f(-27)= =53

* ;Existe algun elemento del dominio de f tal que su imagen mediante la funcién sea
-32?

Al usar de nuevo la expresion f(x) =2x+1,setiene =32 =2x +1. La solucion de
., 33 , .
esta ecuacién es x = - que no es un numero entero. Por lo tanto no existe un

elemento del dominio de f cuyaimagen sea —32.

e ;Como presentar la informacién de imagenes de elementos del dominio de f?
La tabla de valores de una funcién f se construye en dos filas o dos columnas, una de

las cuales contiene elementos del dominio de la funcién y la otra contiene las respectivas
imagenes. Para el ejemplo anterior, una tabla de valores de f es:

x | 8]5]0]2]6
) [5[9]1[5]13

Tabla 1. Valores

Fuente: propia
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Funciones de valor real

Si una funcién £ tiene como dominio y codominio a subconjuntos de nimeros reales se
afirma que f es una funcion de valor real. Es usual que las funciones de valor real se

definan mediante una expresion algebraica sin especificar su dominio y codominio. Por
lo tanto, es importante determinar el dominio de f para representar la funcién en

diversas formas.
Ejemplos

1. Para determinar el dominio de la funcién f definida por f(x)=+/2-3x, es
preciso dar respuesta al interrogante: ;Para qué numeros reales x existe la
imagen f(x)?

(Esto equivale a determinar para qué numeros reales x la expresion /2 —3x
es un numero real?

V2 -=3xes un numero real si 2-3x=0. Luego, el conjunto solucién de la

. . . 2 2
inecuacion sera D, .Como x =< E entonces D, =| - oo,g

2. El dominio de la funcion g definida por g(x)=x -1 es el conjunto de los

numeros reales, pues la expresion x* —1 que es laimagen de un nimero real
x mediante g, representa un nimero real para cualquier valor x.
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Grafica de una funcion

Se utiliza el plano cartesiano para representar graficamente una funcién. Para ello se
afirma que la grafica de una funcién f* (notacién: Gr},) se construye asi:

Gr, = {(x,y]y = f(x)}. Cada uno de los pares ordenados de la grafica de f tiene como

primera componente un elemento del dominio de f y como segunda componente la
imagen de dicho elemento. Cada par ordenado de la grafica de f corresponde a un
punto del plano cartesiano. El dominio de f se representa en el eje horizontal y las
imagenes se ubican en el eje vertical.

El hecho de determinar pares ordenados que pertenezcan a la grifica de f vy

representarlos en el plano cartesiano, no garantiza que se pueda trazar la grafica de la
funcién de forma precisa. Se presentan elementos de la funcién que permiten una mejor
aproximacion a su grafica.

Ejemplo

Para trazar la gréfica de la funcion f definida por f(x)= - se sugiere identificar

2
- X

los siguientes elementos:

* El dominio de f. Hay que determinar numeros reales x para los cuales la

expresion —

P esté definida.
-X

Una fraccién esta definida si su denominador es diferente de 0. Asi que se
requiere que 4 —x* = (0. O en forma equivalente determinar nimeros reales x
tales que 4-x*> =0y excluirlos del dominio de f. Como la solucién de

4-x*=0es x=-20 x=2,seafirmaque D, =R\{—2,2}.
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* Unainformacién util es la determinaciéon de los interceptos de la grafica de f con
el eje horizontal del plano cartesiano. Si estos existen, corresponden a puntos del
plano cartesiano de la forma (x,O) y se denominan los ceros de f'. Asi que la

solucién de la ecuacion f(x)= 0da respuesta al interrogante planteado. En este

caso f(x)=-

entonces se tiene (0 = —

Yaque x=2 y x=-2 se
4-x 4-x

5

obtiene 0 = -2, lo que permite concluir que 0 = - no tiene solucién en los

4-x’
numeros reales. Por consiguiente, se dice que f no tiene ceros reales o que su

grafica no intercepta el eje horizontal del plano cartesiano.

* Elintercepto de la graficade f con el eje vertical del plano (si existe) es un punto
del plano cartesiano de la forma (O,f(O)). Por lo tanto f(o) (si existe) senala dicho

intercepto. Para la funcion f* de este ejemplo se tiene f(g)- _1,yasise afirma
' 2

. . . 1
que el intercepto de f con el eje vertical es — 5

* Determinar un conjunto de pares ordenados de Gr, . En la practica no es claro
cuadntos pares ordenados posibilitan visualizar la gréfica de f. Con la
informacion obtenida, se intenta trazar un esbozo de la grdfica de f . La
siguiente tabla muestra pares ordenados de la grafica de 1. La figura 2 presenta

la grafica de la funcion f.

| L
N | D
[—
w

1 21 8] 32 2] 32 18] 2] 3 2| 32
@16 [ 3315 9| 15 3| 63| 2115 3] 3995/ 105

| oo
W
\]
N~

Tabla 2. Valores

Fuente: propia
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Nota: el estudio de propiedades de las funciones proporcionard herramientas para
graficar una funciéon con precision. Asimismo el apoyo de un programa para realizar
graficas es util para complementar el trabajo planteado. Programas como Winplot o
Graph, corresponden al denominado software de distribucién gratuita. Las graficas de
este escrito se realizan con Graph y Graph esta disponible en www.padovan.dk/graph.

Ejercicios

Utilice las nociones estudiadas para responder los interrogantes planteados. Detalle el
procedimiento utilizado.

1. Para cada una de las siguientes funciones de valor real, determinar el dominio.

a) flx)=1-x

S
-4 _? 2. 1
a 2 ;
2
Figura 2. Gréfica de X)=—
f)=-175

Fuente: propia
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2-x

Para la funcion f* definida por f(x)= 3

, contestar los interrogantes:
+X

a) ¢Es f(—%) un real negativo?

b) {Existe un valor del dominio de f tal que suimagen mediante f sea —% ?

f2+h)-1Q)
h

c) Calculary simplificar

Esbocé la grafica de funciones f y g que cumplan las siguientes condiciones:

a) D, = R—{—3,4}. f tiene dos ceros que son reales positivos. f(— 5)< 0.
Intercepto de la grafica de f con el eje vertical es un real positivo.

b) Dg =R—{—1,1}. Rg =R—[O,2)Rg = R - [0, 2). g no tiene ceros reales.
g(0)=2.¢(2)<0.

Dada la dificultad para representar graficamente una funciéon Unicamente con
base en pares ordenados, se utilizard la grafica de algunos modelos basicos
para transformarlos y lograr graficas de mejor nivel de elaboracion. El listado de
funciones que a continuacién se da, corresponde a algunos de estos modelos.
Determine el dominio, los interceptos con los ejes coordenados (si existen) y
esbocé la grafica de cada uno de ellos.

Fundacién Universitaria del Area Andina



a) f(x)=x.

b) g(x)=kdonde k esun ndmero real.

h) j(x)=x" con n ndmero par.

i)} m(x)=x" con n ntmero impar.

Crecimiento y decrecimiento

Los graficos que informan sobre hechos sociales permiten hacer conjeturas sobre el
comportamiento futuro. El grafico de la figura 3 muestra los datos de personas
infectadas con un virus en un lapso de 6 semanas. De acuerdo con la grafica es factible
presumir que a medida que transcurra el tiempo (en semanas), el nimero de infectados
crecerd. La presuncion se basa en una lectura del comportamiento de la grafica de la
funcién que representa el fendmeno descrito.
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Figura 3. Propagacion de un virus

Fuente: propia

Una funcion f es creciente en un intervalo abierto 7, si paratodo a y b elementos de [
se cumple que: si a < bentonces f(a)< 7 (b).

Asimismo, una funcién f es decreciente en un intervalo abierto 7, siparatodo a y b
elementos de / se cumple que: si @ < bentonces f(a)> f(b)

Ejemplos:

1. Conocer la grafica de una funcién, permite darse una idea de los intervalos del
dominio donde es creciente y decreciente. En la figura 4 se tiene una funcién f
cuyo dominio es el conjunto de los numeros reales. Se puede estimar que f es
creciente en (— oo,—2) yen (0,2). Ahora, f es decreciente en (— 2,0) yen (2, oo).
Notese que no hay certeza en las afirmaciones anteriores, pues la grafica no da la
informacion precisa de cudl es el valor o valores x del dominio hasta los que
crece o decrece la funcién. Un estudio de otras propiedades de las funciones
(maximo y minimo) soluciona la situacion planteada.
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2. Si se conoce la expresién algebraica que define una funcién f , y un intervalo

contenido en su dominio, se puede estudiar el crecimiento o decrecimiento de la

funcién en dicho intervalo. Veamos el comportamiento de f(x)=+/2x-1 en el

intervalo [ = (l,oo).

T

Figura 4. Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Fuente: propia

1 ,
Como Df = [5,00 , entonces [ C Df. Se toman dos numeros reales a y b en [, tales

que a <b. Se compara? f(a) con f(b) para identificar la relaciéon que se da entre estos

dos valores. Se tiene: f(a)=+2a-1y f(b)= v2b-1

Por lo tanto f(b)- f(a)=+2b-1-+2a-1. Asi que se analiza esta Ultima expresion
para determinar qué tipo de nimero real representa: positivo, negativo o cero. Observe
que la expresion es una diferencia, por lo tanto no hay certeza sobre el tipo de nimero
real que representa. La utilizacién de propiedades de las operaciones y del orden de
nuameros reales permite una transformacién de la expresion y su respectivo analisis, asi:

2 . . . .
Una forma de comparar dos nimeros reales x y y se establece asi: X < y siysolosi y —x > 0
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W2b-1++2a-1
'J2b—1+2a-1

261 -2a—1=(2b-1-2a-1

(2b-1)-(2a-1)

 J2b-1++2a-1
_ 2(b-a)
 J2b-1+2a-1

Esta ultima expresion presenta las siguientes caracteristicas: como a <b entonces b-a
es un real positivo. Como aE(l, oo]y be(l, oo] entonces a >by b>1, o seaque 2a-1y

2b - 1son numeros reales positivos.

iPor qué? En resumen si b-a>0_2a-1>0y 2b-1>0, entonces la expresion
2(b—a)

>0.
V2b-1++2a-1

Lo que quiere decir que f(b)—f(a) > (). En consecuencia: Si a <b entonces f(a) < f(b)
, lo que significa que f escrecienteen /.

Funciones pares y funciones impares

La identificaciéon de simetrias con respecto a un punto o una recta, caracteriza la
busqueda de regularidades en un objeto. Movimientos geométricos como la rotacién
alrededor de un punto y la reflexiéon respecto de una recta permiten la identificacién de
la regularidad mencionada. Para las funciones, conocer informacion acerca de sus
simetrias es elemento valioso en su estudio.
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La figura 5 muestra la grafica de una funcién f que es simétrica con respecto al eje
vertical, pues para cada punto (x,y) de la gréfica, se tiene que su simetria respecto a
dicho eje, es decir el punto (— x,y) también estd en la grafica de /. Una funcién con esta

caracteristica se denomina una funcién par.

Lt
!

s

o

!

~

w

N

-1

Figura 5. Funcion par

Fuente: propia

Ejemplos:

1. Si se conoce la expresion algebraica que define una funcién f se puede
determinar si f es par. Para ello, nétese que la definiciéon dada para funciéon par
es equivalente a afirmar que: una funcién f es par si para todo XED, se tiene
que f(x) = f(— x). Asi que si f es la funcién definida por f(x)=23x? -1, se tiene
que f(-x)=3(-x) -1, es decir que f(— x)= 3x* =1 y por consiguiente
f(x) = f(— x). Se afirma entonces que f es una funcion par.
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2. Sefalar que una funcién f es impar es equivalente a afirmar que para todo
xED, se tiene que f - (x) = —f(x) (muestre un ejemplo de una funcién que sea

impar). La declaraciéon que ‘Toda funcién creciente en su dominio es impar’, se
puede refutar (es decir afirmar que no es cierto), mostrando un contraejemplo, o
sea una funcién que es creciente en su dominio, pero que tiene algun x€D,

para el cual f —(x)= —f(x)-

Considere la funcién f(x)=x+1que es creciente en su dominio (compruebe

este hecho). f(2) =3y f(— 2) =—1,asi que f(— 2) = —f(2) y en consecuencia f
no es impar.

Funcion uno a uno
Las propiedades de las imagenes de una funcién proveen informacion util que permite
visualizar su gréfica. Si el rango R, de una funcion f tiene la caracteristica que cada

elemento es imagen de uno y sélo un elemento del dominio D, se afirma que f es una
funcién uno a uno. (Esbocé las gréficas de una funcién f que posea esta caracteristica y

de una funcién g que no tenga la propiedad).

Ejemplos:

1. Mostrar que una funcién f es uno a uno, equivale a mostrar que si a y b son
dos elementos del dominio de /"y sucede que f(a) = f(b), entonces a =b. Asi

que para probar que g(x): es una funcion uno a uno, se toman a €D, y

2z

2(b-2)=2(a-2)yporlotanto b =a.

b&D  con f(a)=f(b). Es decir . Como a=2 y b=2entonces
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2. Otra forma de comprobar que una funcién f es uno a uno consiste en mostrar
que si a y bson dos elementos del dominio de f ysucede que a = b entonces
fla)= f(b). La afirmacion: ‘Si una funcién es decreciente en su dominio
entonces es uno a uno’, es verdadera, pues si f* es una funcién decreciente en su
dominio D, significa que si a y b son dos elementos del dominio de f y sucede
que a < b, entonces f(a)> f(b), o también que si a y b son dos elementos del
dominio de 1y sucede que a > b, entonces f (a) < f (b), hechos que se resumen
en:si a = bentonces f(a)¢ f(b).

3. La aseveracién ‘Toda funcién impar es uno a uno’ no es verdadera. Para ello se
puede mostrar un contra- ejemplo, es decir una funcién que sea impar pero no
uno a uno. La gréfica 6 es un contraejemplo de la afirmacion.

Fla) ) fpesselonsesscascscnsc®

- TES
e S
pd

Figura 6. Funcion impar y no uno a uno

Fuente: propia
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Introduccion

La aprehensiéon y representacion de un fendmeno o una situacion esta vinculada en
algunas situaciones con la combinacién de dos o0 mas hechos. La combinacion de estos
hechos se logra captar a través de operaciones con funciones o de nuevas funciones
construidas con base en modelos funcionales sencillos. La figura 1 muestra los graficos
del cargo fijo y el cargo variable que constituyen el costo de utilizaciéon de un servicio
telefénico durante un periodo de tiempo. Note que el costo total de utilizacion del
servicio se puede apreciar en el grafico constituido por la suma de los valores por
cargo fijo y cargo variable.
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Recomendaciones metodoldgicas

Se le recomienda al estudiante, como parte de la estrategia metodoldégica, realizar la
cuidadosa lectura de esta parte del contenido, ya que el reto de aprendizaje autbnomo
al que se enfrenta asi lo demanda. En lo que atafie especificamente a los temas de esta
lectura se recomienda que elabore un esquema resumido de los mismos,
particularmente los que se relacionan con operaciones con funciones, funciones
definidas a trazos, composicién de funciones e inversa de una funcion.

Todo lo anterior, ademas de contribuir a afianzar el conocimiento del tema, le brinda la
posibilidad de tomar mayor confianza hacia lo que sigue luego de cada eje tematico.
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Desarrollo tematico

12000

10000

2000
— Cargo fijo

g000 — Cargo Wariable
e Costo total

Valor (Fesos)

4000

2000

10 20 a0 40
Num ero de horas

Figura 1: Costo de uso de un servicio publico
Fuente: propia

Operaciones con funciones

Nuevas funciones son construibles operando dos o mds funciones. Afirmar que se
operan dos funciones debe entenderse como las operaciones que se realizan entre
imagenes de funciones, mediante la utilizacion de operaciones entre nimeros reales. Asi

que si f y g son funciones, se construyen funciones como (f +g)x)= f(x)+ g(x)-
Notese que laimagen de un elemento mediante (f + g) existe siempre y cuando f(a) y
g(a) existan. Asique D, =D, ND,.

Fundacién Universitaria del Area Andina




Ejemplos:

. X
1. Dadas las funciones f y g, entonces A (x)=L) para los reales x cuya
g) glx)
imagen exista, es decir nimeros reales x que estén tanto en el dominio de f

como en el dominio de g, pero cuya imagen mediante g no sea cero. Asi que si

S(x)=Vx* =1y g(x)=x-2, setiene que:
3

E x=2

requiere  que g(x);tO’ esto significa que X#*2. En resumen
D,,, =(-»-1]ul12)u(2,=)

. Ademas D, =(—00,—1]U[1,00) y D, =R, pero como se

2. Es interesante determinar propiedades que cumplan funciones construidas
mediante operaciones con funciones. Un interrogante como: ;El producto de dos
funciones impares es una funcién impar? se puede abordar asi: supongamos

que fy g son funciones impares. Se tiene que (fg)(x)=f(x)g(x).

Ademas D, =D, ND,.Como f esfuncionimpar se cumple que f(— x) = f(x)
y como g es funcién impar sucede que g(— x) - —g(x). Por lo tanto, para todo x
del dominio de fg se cumple que:

(=)= f-x)g(-x) =~/ (k- glx)) = f(x)elx) = (e )x)

Como se ha mostrado que (fg)(x)= (fg)(— x), esto significa que el producto de
dos funciones impares es una funcion par.
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Funciones definidas por trozos

Una forma de combinar funciones para obtener una nueva funcién consiste en el uso de
funciones conocidas y definidas en intervalos de numeros reales. Estas funciones se
denominan funciones definidas a trozos. Por trozo se entiende el intervalo o intervalos
donde se define cada parte de la nueva funcién. Si f es una de estas funciones, es usual

definirla asi:
22, siz<-1
flz) =141, st O<oz < 2
9. N 5
3z, sixz > 3
Ejemplos:

1. Para las funciones definidas a trozos se mantienen los elementos y propiedades
descritos en lecturas anteriores o en esta lectura. A este respecto, se puede
afirmar que para la funcion f declarada en el parrafo anterior se tiene que

D, =(—oo,—1]U(O,2]UE,OO). También se sefiala que la grafica de f no

intercepta el eje vertical pues O$Df. Asimismo es posible realizar un esbozo de

la graficade £, la cual luce como se muestra en la figura 2.

Noétese la manera como se destaca graficamente que un punto pertenece o no
pertenece a la graficade f .Elpunto (0,1)$ Gr,, hecho que se destaca con un

pequeno circulo “vacio”. En cambio el punto (— 1,1) se representa con un circulo
“lleno” pues es un elemento de la gréficade 1.
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24

Figura 2: Gréfica de una funcién definida por trozos
Fuente: propia

2. Funciones de uso corriente son declaradas mediante funciones definidas por
trozos. Es asi, que si el valor absoluto de un nimero real x se define como la

distancia en la recta numérica de x a 0 y se representa por |x| Esto permite

definir la funcion valor absoluto, de esta forma:

x, stz = 0,

—z. stz <0

3. Otra funcién de uso continuo es la funcién parte entera. Como parte entera de un

ndmero real x se toma el mayor entero que es menor o igual a x y se nota ||x|.

La figura 3 muestra la gréfica de esta funcion que se puede declarar como una
funcion definida por trozos.
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@) =l x|

St

Figura 3: Gréfica de la funcidn parte entera
Fuente: propia

Funcion compuesta

Un tipo particular de funcion se construye mediante la aplicacion de una funciéon g a un
elemento x de su dominio, seguida de la aplicacidon de una funcién f al elemento g(x)
obtenido previamente. Estas funciones reciben el nombre de funciones compuestas.

La composicion de las funciones f y g o también la compuesta de las funciones f'y g
, que se nota f o g, se describe como (fog)(x)= f(g(x)) Notese que el lado derecho
de la igualdad indica la secuencia de aplicacion de las funciones. Asimismo para que
exista la imagen de un elemento x mediante (fog) se requiere que x sea un
elemento del dominio de g y que g(x) sea un elemento del dominio de f . Por lo

tanto, D,,, = {xEDg|g(x)EDf}.
Ejemplos:
1. Engeneral, dadas dos funciones f y g laimagen de un nimero real x mediante

fog es diferente de la imagen de x mediante go f. Asi, si f(x)=l y
x

g(x)=Vx+1 se tiene que g(3)=2y 1(2)= % es decir que f(g(3))==. Pero

N | =

3] 3

-
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2. Si se declaran las expresiones algebraicas que definen funciones f y g es
posible construir la expresion que define la composiciéon de f y g.Supongamos

que f(x) =x’ y g(x) =Jx+1, se tiene entonces que
(f o g)x)= £(g(e)) = r(Va+1)= (Va+1].

3. Pareciera natural escribir que f(g(x))=x+1. Sin embargo esto es incorrecto,
pues el dominio de esta ultima funcién es R. Pero la imagen de -3 mediante
f o g no existe, pues g(—3) no existe. Asi que es preciso sefalar el dominio de

fog. Para ello se tiene que D, =Ry D, = {xER|xz —1}, en consecuencia
afirmamos que D,og= {x€R|x > —1. Ahora, se describe la composicion de 'y

g como f(g(x))=x+l, con x = -1.

4. El examen de propiedades de las funciones compuestas es pertinente hacerlo
con base en las propiedades dadas en lecturas anteriores ;Sera que la compuesta
de dos funciones pares es una funcion par?

5. Supongamos que f y g son funciones pares, esto quiere decir qué
f=x)=f(x) y g(-x)=g(x) para elementos x en los dominios de f y g.

Entonces, se tiene (fog)-x)= f(g(-x))= f(g(x)) que significa que fog es
una funcion par. Notese que no fue necesario usar el hecho que £ es par.
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Funcién inversa

La idea de construir nuevas funciones a partir de funciones conocidas, hace pensar en la
pregunta: ;Si se intercambian el dominio y el rango de una funcion f 'y por

consiguiente se intercambian los elementos de cada par ordenado de f , se obtiene
una funcion? Se observa que si un elemento y del rango de f es imagen de al menos
dos elementos diferentes x1 y x2 del dominio, al efectuar el intercambio propuesto se

tendria un elemento y que poseeria dos imagenes, lo cual contradice la definicién de
funcion. Por lo tanto, para lograr el propésito declarado es preciso que f sea una funcion
uno a uno.

Asi que si f es una funcién uno a uno, de dominio D, yrango R, , la funcion g de
dominio R, yrango D, tal que si (x,y) es un elemento de f , entonces (y,x) es un
elemento de g, se denomina la funcién inversa de f . Se nota como f'. Se afirma
ademas que f‘l(y) = x es equivalente a f(x) =y, paratodo x en el dominiode f.

Ejemplos:

1. ;Dadas dos funciones f y g, cémo se puede identificar si una de ellas es la inversa de
la otra? De hecho, hay que mostrar que una de las funciones es uno, para asegurar la
existencia de la funcion inversa. Ahora, supongamos que g = f‘l, entonces se tiene que

f(x)=y y por consiguiente f‘l(y)=x. O lo que es lo mismo, si f(x)=yentonces
f(f‘l(y))=y para todo elemento y en el rango de f. De la misma forma, si
f7'(v)=x entonces f‘l(f(x)) = x, para todo elemento x en el dominio de /.

Asi que si se quiere asegurar que la funcion inversa de f(x)= ﬁ es g(x)=1+ % hay
que mostrar que f es uno a uno y comprobar que si g = ', entonces sucede que
£ =

Paratodo x enelrangode f yque f‘l(f(x)) = x paratodo x eneldominiode f .

Si asumimos que se ha mostrado que f es uno a uno, la segunda de las igualdades
sefaladas, se muestra asi:

f“(f(x))=f“(—)=1+ L lex—i-x

b
x-1

Se sugiere al lector mostrar la primera de estas igualdades.
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2. Si se conoce la expresion algebraica que define una funciéon f que es uno a uno, se
puede intentar determinar la expresion que define la funcion f . Para ello se hace uso
de la igualdad f(f'l(x))= x, sefialada en el ejercicio anterior. Asi que si f(x)= 3x-2,
se tiene que f esuno aunoy por lo tanto existe /.

Entonces {1 (x))=3(f"(x))-2 = x. Es decir 3(f"(x))-2 = x, por lo que se sigue que

f (x) _* ; 2 .Un ejercicio pertinente es mostrar que /'y f'soninversas.
Ejercicios
1S flx)=vd4-x>y g(x)=;3, determine la expresion que define f+g y

)C2 -
especifique su dominio.

2. Dadas las funciones f(x)= 2 y g(x)=3x halle la expresion algebraica que

Jx

definea g - f y sefiale el dominio de esta funcion.
3. Utilice el procedimiento de la lectura 1, para esbozar la gréfica de f(x) = |x|

4. Un procedimiento para graficar una funcién resultante de la suma o la diferencia
de dos funciones dadas f y g , consiste en dibujar cada una de las funciones en
un mismo plano cartesiano y a continuacion para cada real x que sea posible,
efectuar la suma o diferencia gréfica de las imagenes de x, mediante f'vy g.

, trace la grafica de f + gIndique el dominio de

D S f()=xy gl)=|x

esta nueva funcion.

b Si f(x)=xy glv)=[
la nueva funcion.

, trace la grafica de g — /. Declare el dominio de

5. Muestre al menos un ejemplo de funciones f y g diferentes tales que

fog=g°f.
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6. Dadas las funciones f(x)=l,g(x)=\/x2—l y h(x)=1+x? determinar la
x

expresion que define cada una de las funciones indicadas y sefalar el dominio.
a) hog
b) fog

hog
S

7. Dadauna funcién & es posible encontrar funciones 'y g talesque h= fog.Si

h(x)= " ! - entonces )= 1 y g(x)=1—x2 son funciones que cumplen la
-X x

igualdad especificada. Muestre que la afirmacién dada es verdadera. Ahora,
escoja funciones f y g de tal forma que para cada una de las funciones % a
continuacion dadas setengaque = fog.

a mpﬂ

2
C1-x-1

o hlx)= Hl - |x|H +1

b) Alx)

8. Determine si cada par de funciones f' y g dadas son inversas entre si.

£x) = Vax+1, gle) = 2=

2
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9. Muestre que cada una de las funciones dadas es uno y determine la expresién
que define la funcién inversa.

Graficas de funciones. Movimientos geométricos

Una de las formas como se intenta capturar la regularidad de un fenémeno o situacién
se soporta en el efecto de un movimiento sobre un objeto. Hay movimientos rigidos que
mantienen la forma y el tamafo del objeto. Este es el caso de las traslaciones paralelas o

las reflexiones respecto de un eje. Estos movimientos se ilustran respectivamente en las
figuras 1y 2.

FIGURA ORIGINAL

Figura 4: Traslaciones
Fuente: propia

FIGURA ORIGINAL

Figura 5. Reflexiones
Fuente: propia
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Figura 6. Homotecia

Fuente: propia

Otro tipo de movimiento sobre un objeto es la homotecia, movimiento que transforma
el objeto manteniendo la forma pero cambiando el tamafio, como se ilustra en la figura
3. Se utilizan los principios de los movimientos geométricos sefialados, para generar
procedimientos eficaces en las graficas de funciones de valor real.

Traslacion horizontal de una funcion

Si se conoce la grafica de una funcion y = f(x), se afirma que la grafica def(x —h) con
h >0 se obtiene mediante la traslacion de longitud % en el plano cartesiano, de la
grafica de f hacia la derecha. Dicha traslacidon se hace paralela al eje x. Este hecho
permite afirmar que un punto (x,y) de la grafica de f se convierte en el punto (x + h,y)
de la gréfica de la nueva funcién. Asi que cada punto de la grafica de f experimenta un
cambio Unicamente en su abscisa.

Andlogamente la gréfica def(x+h) con h >0 se obtiene mediante la traslacién de
longitud / en el plano cartesiano, de la grafica de f hacia la izquierda. Esta traslacién
también se hace paralela al eje x. Ahora, un punto (x,y)de la grafica de [ se
transforma en un punto (x - h,y) de la gréfica de la nueva funcién.

Las transformaciones de una funciéon son Uutiles para trazar las graficas de nuevas
funciones a partir de los modelos bésicos, cuyas graficas se realizaron en los ejercicios de
lalectura 1.
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Ejemplos:

1. Dada la funcion f(x) =3x y su grafica que se muestra en la figura 4, entonces
las graficas de y =3/x-3 y y=3/x+2 se pueden construir a partir de la
grafica de f , teniendo en cuenta que la gréfica de y =3/x-3 en realidad

corresponde a la gréfica de y = f(x—3) y que la grificade y=3/x+2 esla
misma graficade y = f(x + 2). Las figuras 5y 6 ilustran estas graficas.

2. Sise conocen las gréficas de una funciéon f y de otra funcién g obtenida por
traslacion paralela de f respecto del eje horizontal, y al menos un par

ordenado de cada una de ellas (uno obtenido por la traslacion del otro) es
posible describir el movimiento que originé la segunda funcién.

3. De acuerdo con las figuras 7 y 8, se afirma que g(x)= f(x—%). Explique la

afirmacion y luego exprese f como una traslaciénde g.

Figura7.Gréificade y = 3\/ X
Fuente: propia
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Figura 8: Gréficade Y = 3\/ x=-3

Fuente: propia

Figura 9. Graficade )y = 3\/ x+2

Fuente: propia

Traslacion vertical de una funcién

Si se conoce la gréfica de una funcion y = f(x), se afirma que la grafica de f(x)+ k con

k >0 se obtiene mediante la traslacién de longitud & en el plano cartesiano, de la
grafica de f hacia arriba. Dicha traslacion se hace paralela al eje y . Este hecho permite

afirmar que un punto (x,y) de la grafica de f se convierte en un punto (x,y+ k) dela
grafica de f(x)+k. Asi que cada punto de la grafica de f experimenta un cambio
unicamente en su ordenada.
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De la misma forma la grafica de f(x)—kcon k >0 se obtiene mediante la traslacion de
longitud k& en el plano cartesiano, de la grafica de f hacia abajo. Esta traslacién
también se hace paralela al eje y. Ahora, un punto (x,y) de la gréfica de f se
transforma en un punto (x,y —k) de la gréfica de f(x)—k.

Ejemplos:

1. Dada la funcién f(x) = x’ y su gréfica que se muestra en la figura 9, entonces
las gréficas de y = x* -2y y = x° +3 se pueden construir a partir de la gréfica
de f , teniendo en cuenta que la grafica de y=x’-2 en realidad

corresponde a la grafica de y =f(x)—2 y que la grafica de y=x"+3 esla
misma graficade y = f(x)+ 3. Las figuras 10y 11 ilustran estas graficas.

2. La traslacion es un movimiento geométrico que se puede describir como una
funcion, pues a cada punto del plano cartesiano que pertenece a la figura a
trasladar, se asigna uno y sélo un punto del mismo plano. Asi que la obtencién
de una funcién g a partir de una funcion f se puede describir mediante una
composicion de dos traslaciones. Esta situacion se muestra en las figuras 12 'y
13, pues la funcion g se puede obtener mediante la composicion de una
traslacion horizontal de f de longitud 2 a la derecha y la traslacion vertical
hacia arriba de longitud 3 de la nueva funcién. Notese que se ha usado
informacion de las gréficas (pares ordenados de las funciones f y g) para
indicar los movimientos senalados. De acuerdo con esta descripcion se
aseguraque g =f(x—2)+3.
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Figura 10. Gréficade ) = f(x)

Fuente: propia

Figura 11.Gréficade )y = g(x)

Fuente: propia
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Figura 12. Gréficade ) = X3
Fuente: propia

Describa la funcién g como una composicion de dos traslaciones, la primera de ellas
una traslacién vertical y la segunda una traslacion horizontal.

Reflexién de una funcion respecto de los ejes coordenados

Afirmamos que al reflejar un punto P(x,y) respecto del eje horizontal del plano
cartesiano se obtiene el punto Q(x,—y) es decir P y Q son equidistantes de dicho eje.
Similarmente, al reflejar el punto P(x,y) respecto del eje vertical se consigue el punto
R(—x,y). Por lo tanto, P y R estan a la misma distancia del eje vertical del plano
cartesiano.

Asi que si f* es una funcién, se obtienen nuevas funciones g y & al reflejar cada punto
de la grafica de f respecto del eje horizontal y del eje vertical respectivamente. Notese
que para cada x elemento de los dominios de f, g y & se tiene que g(x)= —f(x) X)y

x)= f(-)
Ejemplos:
1. Si f(x) =x cuya grafica se muestra en la figura 14, las graficas que se obtienen al

reflejar f con respecto a los ejes horizontal y vertical se aprecian en las figuras 15
y 16.

2. Una forma interesante de verificar que una funcién es par o impar, se hace
mediante reflexiones de la funcion.
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Asi que si 1 es una funcidn y al reflejarla respecto al eje vertical se obtiene la misma
funcién f afirmamos que f es par. Ahora, se afirma que una funciéon g es impar si al

reflejarla con respecto de uno de los ejes coordenados y luego reflejar la funcién
obtenida con respecto al otro eje, se obtiene la misma funcién g. Las figuras 17 y 18
ilustran las afirmaciones.

0

6_,

l.J

12+
w4
S

4 )
. i 3
Figura 13: Gréficade Yy = X~ — 2
Fuente: propia
KE
G
4 3 2 =1 1 9 3 4

Figura 14: Gréficade ) = x3 +3
Fuente: propia
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(0,0)

Figura 15: Gréficade ) = f(X)
Fuente: propia

(23)

Figura 16: Graficade ) = g(x)
Fuente: propia

Deformaciones horizontal y vertical de una funcién

Como deformacién horizontal de una funcién se denomina al movimiento geométrico
que al actuar sobre la grifica de la funcién la dilata (alarga) o contrae (acorta)
horizontalmente, En este sentido, un punto P(x,y) de la grafica de una funcién f se

1 - .
transforma en un punto Q(Ex’y) de la gréfica de una funcion g, donde k es un real

positivo diferente de 1. Si k >1entonces se afirma que la grafica de f se contrae
horizontalmente en un factor 1 para obtener la grafica de g. Ahora, si k£ <1, entonces
f sedilata horizontalmente en un factor 1 para hallar la graficade g.
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Se afirma ademas, que si g es la funciéon que se obtiene por deformacién horizontal de
la funciéon £ en un factor £ , con k un real positivo diferente de 1, entonces para cada
x en el dominio de g, se tiene que g(x) = f(kx)

La deformacion vertical de una funcién es un movimiento geométrico que transforma la
grafica de una funcién dada en la grafica de otra funcioén, la cual es una dilataciéon o una
contraccion vertical de la funcién dada. Asi que un punto P(x,y) de la gréfica de una
funcion 1 se transforma en un punto R(x, ay) de la gréfica de una funcién g con un
namero real positivo y diferente de 1. La gréfica de g es una dilatacién vertical de [ si
a >1 y es una contraccion vertical de f'si a < 1.

Andlogamente, si g es la funcién que se obtiene por deformacién vertical de la funcién
f enunfactor a, con a un real positivo diferente de 1, se tiene que g(x) = af(x).

Ejemplos:

1. Dada la funcién f , mediante deformacién horizontal se obtienen las funciones
g Y h cuyos graficos se muestran en las figuras 19 y 20. Se nota que cada punto
de la funcién g tiene la forma (2x,y) con (x,y) un punto de la funciéon f, o
también que cada punto de g es una dilataciéon horizontal en un factor 2 de un
puntode f.

Se afirma entonces que g(x) = f(%)

|
&)

Figura 17: Gréficade ¥ = /X
Fuente: propia
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Figura 18: Grificade y = —+/ X
Fuente: propia

Figura 19. Graficade y =/ — X

Fuente: propia

. ., . X
De la misma manera, cada punto de la funcién % tiene la forma (g,y) con (x,y)

un punto de la funcién f, o sea que cada punto de % se obtiene por dilatacién
horizontal en un factor que A(x)= /(3x).
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2. Si f(x)=x% las funciones g(x)=3x> y h(x)= % se obtienen mediante
deformaciones verticales de f . Se tiene entonces que g(x)=3x/(x) es decir que

g es una dilatacion vertical de f en un factor 3. De la misma forma A(x) = %f(x),

L . 1 )
0 sea que / es una contraccion vertical de f en un factor —. Las figuras 21 y 22

ilustran 2 estas situaciones.
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Introduccion

Las funciones son objetos matematicos con los cuales se representan situaciones
relacionadas con fenémenos del mundo fisico o con problemas de diversas disciplinas
del conocimiento. Mediante funciones se modelan situaciones como el costo de un
servicio publico que tiene una tarifa fija y unos costos variables de acuerdo con el
tiempo de utilizacion en un lapso de tiempo. Se modelan también los costos de
produccién de un articulo, o el movimiento de una particula, o el tamano de una
poblacién a lo largo de un periodo de tiempo. Estas representaciones son importantes
para tomar decisiones relacionadas con el bienestar de un grupo humano. Por lo tanto,
se propone un estudio detallado de modelos sencillos de funciones, pero de gran
potencia para representar una amplia gama de situaciones.

La propuesta de trabajo utiliza los conocimientos explorados en las lecturas anteriores y
por lo tanto se usan para identificar los aspectos generales de un modelo. Asi también se
plantea una aproximacién a los elementos particulares del modelo y que contribuyen a
tener un mejor conocimiento de su eficacia al usarlos en la solucién de problemas.
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Recomendaciones metodoldgicas

Parte de la estrategia metodolégica recomendada al estudiante es realizar la
cuidadosa lectura del presente documento, ya que asi lo requiere el reto aprendizaje
auténomo al que decidié enfrentarse. Se recomienda que realice los repasos y
refuerzos requeridos antes de enfrentase a ellos. Especificamente se requiere total
claridad de procedimientos algebraicos como la factorizacion, ya que los elementos de
las mismas son el soporte para realizar calculos posteriores.

Al igual que en las cartillas anteriores, aqui se recomienda la verificacién de los calculos
numéricos presentados. Lo anterior, ademas de contribuir a afianzar el conocimiento del
tema, le brinda la posibilidad de tomar mayor confianza hacia lo que sigue a cada eje
tematico.
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Desarrollo tematico

El modelo polindmico

Una funcién de la forma f(x)= a,x"+a, x"" +..+ax+a,,a,,..,a, ,a, reales fijos, con

s¥n-1>"n

a, =0y n entero no negativo, se denomina la funcién polinémica de grado 7.

El dominio de una funcién polindmica es el conjunto de nimeros reales, pues para cualquier x
numero real, la suma que define la funcién es también un nimero real. Los ceros de f (si

existen), se obtienen al resolver la ecuacién 0 =a,x" +a, x"" +..+a,x +a,. La solucién de

este tipo de ecuaciones plantea interrogantes, algunos de los cuales abordaremos en el estudio.

Observe que f(0)=a0 luego la grafica de cualquier funciéon polinémica intercepta el eje

verticalen y = a0.

Algunas funciones particulares de este modelo son:

La funcién f(O) = q( que se denomina la funcién constante.

La funcién f(x) = alx + a0 con al = 0 que se denomina la funcién polindmica de grado 1.

Los dos tipos anteriores de funciones se conocen con el nombre de funcién lineal, pues la gréfica
de ellas es una linea recta.

La funcion f(x)= a2x® +alx +a0 con a2 =0, que se denomina la funcién polinémica

de grado 2 o funcién cuadrética.

La funcion lineal

Se ha afirmado que la expresion f(x) = alx + a0 representa una funcién lineal. Sin embargo es

corriente escribir esta expresion en la forma f(x) =mx+b,con m y b reales conocidos.
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Si se desea determinar los ceros de [, entonces se tiene que 0 = mx + b, con lo cual x = ——
m

conm = 0. Por lo tanto, la gréfica de una funcién lineal que intercepte el eje horizontal, lo hace

en x =-——.
m

Veamos la interpretacion geométrica para el valor m de este modelo. Cada par de puntos de una
recta en el plano cartesiano cumplen con la siguiente propiedad:

El cociente entre la variacién de sus ordenadas (es decir, la variacién vertical al pasar de un punto
a otro) y la variacién de sus abscisas (es decir la variacién horizontal al pasar de un punto a otro)
es constante. A este cociente se le llama la pendiente de la recta y se nota como m. La figura 1
muestra la propiedad mencionada. Note que:

Variacion
horizontal

Variacion
verfical

Figura 1. Interpretacion de la pendiente de una recta

Fuente: propia
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Si P(xl,y1 )y Q(xz,y2 )son puntos de una recta, la pendiente m se puede expresar de la forma
m= 27N con x, —x, = 0. Explique este hecho.
Xy =%

Ahora, como f(O) =b, afirmamos que la recta que tiene ecuacién f(x) =mx+b, o
y = mx + bintercepta el eje vertical en y = b.

Ejemplos:

\9]

1. Graficar la funcién f(x) = gx +3.Como b =3, entonces el punto P(0,3) pertenece a

2 . . .
larecta. Y como m = —5 entonces se puede asumir que el desplazamiento vertical para

pasar del punto P a un punto Q de la recta es —2 (este valor se interpreta como un
desplazamiento vertical hacia abajo en el plano cartesiano) y el desplazamiento horizontal
para pasarde P a Q es 3 (este valor se interpreta como un desplazamiento horizontal hacia

la derecha en el plano cartesiano). Con esta informacién se consigue otro punto de la recta
(el punto Q) y se grafica la funcion como se muestra en la figura 2.
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Figura 2. Gréfica de una funcién lineal

Fuente: propia

2. Sise compara con 0 la pendiente de una recta es factible anticipar la grafica que se ha de
trazar. Para ello basta analizar el cociente m = g gue sefala la forma como hay que

desplazarse de un punto P aotro punto O de larecta en cuestién. dy indica el

desplazamiento vertical entre las ordenadas de los puntos y dx indica el desplazamiento
horizontal entre las abscisas de tales puntos. Por ejemplo si m > 0, entonces, se puede
asumir que ambos desplazamientos son positivos, 0 ambos son negativos. Las figuras 3,
4y 5 muestran las rectas a dibujar para los posibles valores de m .
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m=0

Y

Ax positiva

Ay

positiva

Figura 3. Recta de pendiente positiva

Fuente: propia

Figura 4. Recta de pendiente negativa

Fuente: propia
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m=(

-

Figura 5. Recta de pendiente 0

Fuente: propia

3. Afirmaciones:

Dos rectas no verticales son paralelas si y sélo si sus pendientes son iguales. Dos rectas
son perpendiculares siy sélo si el producto de sus pendientes es —1.

Determinar la expresién algebraica que representa la recta que pasa por (2,—1)y es
perpendicular a la recta de ecuacion 6x+3y -2 =0.
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Como las rectas son perpendiculares, basta determinar la pendiente de una de ellas para
conocer el valor de la pendiente de la otra recta. La ecuacion 3x + 6y — 2 = 0 equivale a

1 . . :
la ecuacion y = —Ex + 5 iPor qué? Note que la Ultima ecuacion esta escrita de la forma

y = mx + b por lo tanto, afirmamos que m = —5,

Asi que si designa m =1 la pendiente de la recta que se pide, tenemos que m-ml = -1 .
Por lo tanto, ml = 2. (;Por qué?).

Se tienen entonces dos datos de la recta: el punto (2,—1) y la pendiente, es decir m = 2.

Asi que para conocer la ecuacion que representa la recta pedida se usa el modelo
y = mx + by se reemplazan los datos asi:

-1=2- (2)+ b,de donde b = -5.En consecuencia, el modelo que representa la recta
solicitadaes y =2x -35.

4. Una aplicacion interesante de la funcién lineal y de los elementos de una recta se hace
en un area de matemadticas, denominada geometria analitica. En esta darea se
demuestran afirmaciones acerca de figuras geométricas usando el plano cartesiano y
algunas nociones asociadas a puntos del plano. Este trabajo es de gran utilidad, pues por
ejemplo probar que un triangulo dado es rectdangulo requeriria del uso de instrumentos
de medicién, los cuales no generan seguridad, ni son aceptados en matematicas como
una demostracioén objetiva, es decir desprendida del uso de los sentidos.

Es usual formular un problema de geometria analitica en estos términos: demostrar que
el tridangulo de vértices A(3,—4) ,B(Z,l) y C(— 3,0) es un triangulo rectangulo. De
hecho, el tridngulo se puede dibujar en un plano cartesiano, e incluso se puede sefalar
qué lados del triangulo forman el dngulo recto. Sin embargo, si se usa el hecho que dos
rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es —1, se pueden determinar
las tres pendientes de las rectas que contienen los lados del tridngulo y verificar qué
pares de pendientes tiene como producto —1. Asi se tendria:

mAB = -5, mAC = —%y mBC = % Y se afirma que mAB-mBC = —1. Por lo tanto, las

rectas que contienen los lados ABy BC son perpendiculares, osea que estos lados

forman un angulo de 90°. En suma AABC es rectangulo. Verifique graficamente el
hecho que se ha probado.
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El modelo cuadratico

Estudiamos a continuacion aspectos relacionados con una funcion de la forma
2 . ny
f(x)=a2x +a,x+a, con g, =0 y conocida usualmente con el nombre de funcion

cuadratica. Es corriente que este modelo se exprese de la forma f(x) =ax’ +bx+ccona=0.

Como se ha referido en otro aparte, el dominio de esta funcion es el conjunto de los nimeros
reales. Identificar los ceros de la funcién (si existen), significa dar solucién a la ecuacién

ax’ +bx +c = 0, denominada como ecuacién cuadratica.

Se presenta a continuacion la demostracién de la validez de una féormula que resuelve una
ecuacion cuadratica. Siga cuidadosamente cada una de los argumentos de tal manera que logre
explicar el porqué de cada uno de ellos.

2
ax“ +bx+c=0

ax® +bx =0 Propiedad de igualdad.
a(x2 + —x) =—C Factorizacion.
a
2 b2
alx* +=x+ ~|=—c+— Completar un binomio cuadrado perfecto.
a 4a 4a
> b? - 4ac .,
alx+—| =—— Factorizacion.
2a 4a
2 2
b b- -4
alx+—| = —zac Propiedad de igualdad.
2a 4a
b b’ -4dac . e . )
X+—=—"—— Despejar el término que contiene la variable.
2a 2a
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—b+b* -4dac

X = Férmula para resolver la ecuacién cuadratica dada.
2a

Por lo tanto, si b? — 4ac = 0, la grafica de la funcion cuadratica intercepta al eje horizontal en un
punto, pero si b* —4ac >0, la gréfica intercepta a dicho eje en dos puntos. De hecho si
b* = dac < 0, la grafica de la funcidn no intercepta el eje horizontal.

Como f(O) = ¢, entonces la gréfica de f intercepta el eje vertical y =c. Se han descrito
entonces los elementos basicos de la funcidn cuadratica y los cuales permiten esbozar su grafica.

Se complementan los anteriores elementos de la funcién cuadratica con otros hechos propios
de ella.

La gréfica de una funcién cuadratica es una curva denominada parabola. El nimero real a que es
coeficiente de x> en la expresion general de la funcién determina la forma de la parabola. Si

a >0 se afirma que la parabola abre hacia arriba, y si a <0 entonces la parabola abre hacia
abajo. Esta afirmacidn seilustra en las figuras 6 y 7.
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Figura 6. Parabola que abre hacia arriba

Fuente: propia
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Figura 7. Parabola que abre hacia abajo

Fuente: propia

« El punto V que se ha sefalado en las parabolas de las figuras 6 y 7 se denomina
vértice de la pardbola y es un punto esencial para graficar una funcién
2

b\ _dac - b’

cuadratica. Notese que f(x) =ax’ +bx +c equivale a af x + E 2
a a

equivalencia se obtiene siguiendo un procedimiento similar al desarrollado para hallar la
férmula que resuelve una ecuacién cuadratica.

Esta
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2

« Si a>0, observe que la expresion a(x+2— es positiva y tendrd su minimo valor
a

b\’ b b
cuando | x+—| =0, es decir, si x+— =0, o cuando x = ——. Nétese que si
2a 2a 2a

a >0 la funcién f toma su valor minimo en el vértice, es decir cuando x = —2—. En
a

b

consecuencia, las coordenadas del vértice son (— Z—;f(— 2—)) . Con un razonamiento
a a

similar se puede argumentar que si a < 0, las coordenadas del vértice de la parabola son

(b b
también (—Z,f(— Za)).

- Finalmente, se afirma que la grafica de una funcién cuadratica es simétrica respecto a la
recta vertical que pasa por el vértice de la parabola.

Ejemplos:

1. Con los elementos dados en el aparte tedrico, se puede esbozar facilmente la grafica de
una funcién como f(x) = -x’ +4x +5. Afirmamos entonces que la paradbola que
representa a f abre hacia abajo. f tiene ceros en x=-5y x =1. (Verifique este
hecho). Como f(O) = 5,lagraficade f intercepta el eje verticalen y = 5.

b .
Y finalmente como—2— = 2 entonces las coordenadas del vértice de la parabola son
a

(2,9) (compruebe esta dltima afirmacion). La figura 8 muestra la graficade f .

2. Propiedades de las funciones son susceptibles de examinarse también en funciones
cuadraticas. Por ejemplo: ;Es la funcion g(x) =2x% +3x +1 uno a uno? Intuitivamente
una funcién cuadratica no es uno a uno, pues cada elemento del rango de g, excepto la
imagen del vértice es imagen de dos elementos del dominio.
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Figura 8. Gréfica de f(x) = —x2 +4x+5

Fuente: propia

Mostramos esta afirmacién con un ejemplo. Veamos si existe mas de un elemento del dominio
cuya imagen mediante g sea 1.Se tiene entonces que 1 = 2x* +3x +1, ecuacién que equivale

a 2x? +3x = 0. Nétese que esta ecuacion cuadratica que es resoluble con la férmula descrita en
la teoria, también se puede resolver por factorizacion asi:
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2x2 +3x=0

x(2x3) =0 Factorizacién
x=0,0,2x-3=0 Propiedad de los reales
x=0,0 x==

Se han encontrado dos elementos del dominio de f* cuyaimagen es 1. Asique f noesunoa

uno. Este procedimiento es usual en matematicas para demostrar que una afirmacion es falsa. Se
denomina demostracién por contraejemplo.

Surgen dificultades cuando se intenta determinar (si existen) los ceros de f , pues es necesario
resolver una ecuacion de la forma a, x" + an_lx"'l +..+a,x+a, =0, que lleva a interrogantes

sobre posibles formas de solucion. Es factible que se presenten ecuaciones como 3x°* —x =0, o,

2x*+3=0,0, 2x° —=x-1=0, etc. De hecho, las dos primeras ecuaciones son susceptibles de
resolverse con métodos elementales. Por ejemplo en la primera de ellas, la factorizacién
combinada con una propiedad de los reales, permite su solucion (muestre este hecho). En la
segunda de ellas, un analisis de la expresién del lado izquierdo de la igualdad lleva a afirmar que
la ecuacién no tiene solucion real (verifique esta afirmacién). Pero, ;como resolver la ultima de
las ecuaciones dadas? Este es un trabajo que se propone posteriormente.

Un hecho que se usara para adelantar el estudio propuesto, se refiere a la grafica de una funcién
polindmica. Asumimos que al representar en el plano cartesiano una funcién polindmica se
obtiene una curva suave y continta. Suave significa que no presenta picos y continua se
entenderd como que no presenta interrupciones en el trazo. La figura 9 ilustra esta aseveracion.

La pregunta a resolver es: jMediante qué elementos de una funcién polindmica se lograra un
trazo como el de la figura 97 Nétese por que la funcidn de la grafica tiene cinco ceros. Para
esbozar la grafica de una funcién polinémica, se usardn entonces herramientas generales que se
han estudiado en lecturas anteriores, tales como la transformaciéon de una funcién mediante
movimientos geométricos, o la identificacién de dominio e intercepto con los ejes coordenados.
Pero ademas se recurrird a algunas particularidades del modelo. Veamos:

Una caracteristica de la gréfica de una funcién polinédmica se puede apreciar en la figura
9. Obsérvese que las imagenes de la funcién tienen un mismo signo entre dos ceros
contiguos. Por ejemplo: entre x = -4 y x =0, lafunciéon f (es decir las imadgenes) toma
valores Unicamente positivos. O, por ejemplo ;qué valores tomafentre x =3y x =67

Fundacién Universitaria del Area Andina




f(x) = x5 — 6x* — 13x3 + 90x?% — 72x

O M

Figura 9. Grafica de funcion polinémica de grado 5

Fuente: propia

- Otra caracteristica de f se refiere al comportamiento de las imagenes de f cuando x
toma valores positivos muy grandes. Se aprecia que en este caso, las imagenes de f
asumen valores positivos también muy grandes. Es decir, note que en el intervalo (6, oo)
la funcién es creciente. O también se puede caracterizara f* en el intervalo (— oo,—4), es

decir, cuando los valores de x se alejan hacia — . Describa este comportamiento para
el caso de la funcién f que estamos considerando.
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Ejemplos:

Para esbozar la grafica de f(x) = —2x” +3, recurrimos entonces a la transformacién
mediante movimientos geométricos, de uno de los modelos que hemos llamado
“basicos” y que se estudid en la primera lectura. Dicho modelo es g(x) = x°.Observe las
siguientes transformaciones sucesivas de g, que permiten obtener f .

2g(x)=2x"; ~2g(x)=-2x"; —2g(x)+3=-2x" +3.

Asi los movimientos geométricos que se efectiien sobre g para obtener f sonen su
orden:

- Dilatar verticalmente f* por el factor 2.

«  Reflejar la funcién obtenida con respecto al eje x.
« Trasladar 3 unidades hacia arriba la ultima funcion graficada.

Las figuras 10, 11, 12 y 13 muestran cdmo se obtiene f* a partir de g.Revise
cuidadosamente el efecto de cada movimiento geométrico sobre la funcién original g.

Si se propone esbozar la grafica de h(x)=x3 —7x* +14x -8 y se intenta usar las
herramientas utilizadas en el ejemplo anterior, se aprecia que elementos como el
dominio de la funcién y el y -intercepto de la grafica de /4 se determinan sin mayor
dificultad. ;Es cierto que D, = R,y que el y -intercepto de la gréfica de [ es y =-8?
Corrobore o refute estas afirmaciones.

Aparece un problema interesante al tratar de determinar los ceros de la funcién, pues es

preciso resolver la ecuacién x* —7x* +14x -8 =0. Con los conocimientos basicos de
resolucién de ecuaciones, sin duda que se trata de factorizar el polinomio del lado
izquierdo de la igualdad, con la expectativa que se logren encontrar factores lineales o
cuadraticos, los cuales generan ecuaciones que son conocidas en su resolucion.
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Las formas usuales de factorizacion, no posibilitan el objetivo antes mencionado. Se
recurre entonces a una forma particular de factorizacién denominada: division sintética.
Se presentan a continuacién los hechos que soportan esta forma de factorizar. El
método en sus aspectos operativos se describe en documento aparte.

Entre los hechos que respaldan la forma de factorizacién especificada se tienen:

+H

Figura 10. Grafica de g(x) = XS

Fuente: propia
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Figura 11. Graficade y = 2X5

Fuente: propia
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Figura 12. Graficade ) = —2x5

Fuente: propia

Figura 13. Gréaficade f(x) = —2X5 +3

Fuente: propia
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+  Siun polinomio p(x) se divide entre un polinomio de la forma x —a con a un niumero
real fijo, se obtiene un cociente c(x) y un residuo r(x), entonces se afirma que
p(x) = (x - a)c(x)+ r(x). Esta afirmacién se sustenta en el algoritmo de la division. Se
observa ademas que si r(x) = (0 entonces p(x) = (x - a)c(x) y por lo tanto se concluye

que x—-ay c(x) son factores de p(x). Esta es una forma de justificar el proceso
habitual de factorizacion.

Por ejemplo si p(x) =2x>+x-6 entonces 2x> +x-6= (x + 2)(2x - 3), es decir
x+ 2y 2x -3 son factores de p(x). La factorizacién usual de un trinomio posibilita este
resultado. Pero, también se puede obtener mediante la division de p(x)entre x+2.

Ahora, la situacién es cémo trasferir estos hechos al polinomio x* — 7x? +14x — 8, pues
no se conoce forma de factorizar, ni conocemos el polinomio x —a que posibilite una
divisién exacta que conduzca a la factorizacién deseada.

+ Sien la expresidon p(x) = (x - a)c(x)+ r(x) se toma x = a se obtiene que p(a) = r(a)
con lo cual se concluye que el residuo de dividir p(x) entre x —a se obtiene mediante
p(a). Este hecho se conoce como el teorema del residuo. Note que este teorema evita el
procedimiento de divisidn entre p(x)y X — a para obtener el residuo.

« Otro hecho relacionado con la busqueda de un factor de la forma x —a para un
polinomio p(x), se establece a partir de aspectos como el que afirma que si a es un cero

de la funcion polinémica p(x) entonces p(a)= 0. (;Por qué es correcta esta ultima
afirmacion?). La anterior aseveracion conduce al denominado teorema del factor el cual
dice que x — a es un factor de p(x)si y solo si p(a) =0.

« A la pregunta: ;Es x—-1 un factor de p(x)=x3 ~7x* +14x-82, la respuesta es
afirmativa, pues p(1)= 0. Asi que ya se tendria un factor de p(x). Sin embargo las
preguntas naturales surgen: ;Cémo se encontro este factor x — 1, es decir cuéles son los
ceros de p(x)? y ¢cuadl es el factor por el cual multiplicar a x -1 para obtener el

polinomio p(x)?

« La primera de las Gltimas dos preguntas se resuelve en parte acudiendo a la afirmacion
que establece que si el polinomio p(x)= ax"+a, x"" +..+ax+a, tiene ceros
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, , m
racionales estos tienen la forma — donde m es un factor de a0 y n es un factor dea,,.
n

Para el caso que nos ocupa, si p(x)= x* =7x* +14x -8 tiene ceros racionales estos
tienen la forma — con m factor de -8 y n factor de 1. Esto quiere decir que si los

n

factores de 8 son {: 1;:2;14;:8}y los factores de 1 son {: 1} entonces los posibles ceros
racionales de p(x) son {t 1;12;14;18}. Con la aplicacion reiterada del teorema del
residuo se logra identificar que 1 , 2 y 4 son los ceros racionales de p(x). En
consecuencia x —1, x -2, x — 4 son factores de p(x).

Nétese que en el parrafo anterior se logran determinar los ceros racionales de p(x),

pero el polinomio podria tener ceros irracionales. Para ello se recurre a la afirmacién que
un polinomio de grado n tiene a lo mas n ceros reales. Por lo tanto, en nuestro ejemplo,
los Unicos ceros de f son los referidos.

« Si regresamos al problema original: Trazar la gréfica de p(x)= ¥’ =7x* +14x -8, la
siguiente tabla muestra el comportamiento de p en intervalos generados por sus ceros.
Y la figura 14 muestra la grafica de la funcion p.

Intervalo | (-oo,1) | (1,2) | (2,4) | (4,0)

X X — —© g 3 X —
2

f(x) J)—=-o |5 | -2 | f(x)—>
8
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Figura 14. Gréfica de f(x) = x3 - 7X2 +14x -8

Fuente: porpia

« Finalmente, se propone al estudiante la solucion del interrogante: ;Si x — 1 es un factor
de p(x) = x> = 7x* +14x -8, cébmo encontrar el factor que multiplicado por x — 1 de

como resultado el polinomio p(x), sin buscar otros ceros de p ? Para ello hay que
conocer los aspectos operativos de la division sintética.
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Ejercicios:

1. Determine el modelo lineal que representa cada una de las rectas que a continuacion se
describen. Grafique cada una de ellas.

b

3 1
La recta que pasa por los puntos —Z,—l y 2,5 .

2
b. La recta que intercepta a los ejes horizontal y vertical en -4y [I—

respectivamente.
c. Larecta que es paralela al eje x e intercepta al eje vertical en - 3.

d. La recta que pasa por (—3,—1) y es paralela a la recta de ecuacién
2x-3y+5=0.

2. Los puntos de corte (si existen) entre las graficas de dos funciones se obtienen teniendo
en cuenta que en dichos cortes las imagenes de un valor x del dominio de las dos
funciones coinciden.

Dadas las funciones f(x) =9x* +12x -1y g(x) =3x-1

A. Graficar f y g en un mismo plano cartesiano y estimar las coordenadas de los
puntos de corte de las graficas de las funciones.

B. Muestre analiticamente (es decir elabore un procedimiento algebraico) si la
estimacion del punto anterior es correcta o no.
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3
3. Si L eslarecta que pasa por los puntos (— 3,—1)y (— 3,—;),

A. Determine la pendiente de L.
B. ;Cémo describir larecta L mediante una ecuacion?

4, El primer ejercicio que se plantea a continuacién se refiere a dos nociones basicas de
geometria analitica.

Para los demas ejercicios de este item use nociones relacionadas con la funcién lineal y
las nociones referidas en el numeral (a).

A. Si P(xl,yl) y Q(xz,y2 ) son puntos del plano, mostrar que la distancia de Pa

O que se nota PQ, se determina mediante PQ=\/(x1,x2 )2 +(y1,y2 )2.

Sugerencia: haga uso del teorema de Pitdgoras. Asi mismo muestre que si M es
el punto medio del segmento PQ, las coordenadas de M son

(xl +X, ) +)’2).

2 2

B. Mostrar que los puntos (— 2,—1), (2,2), (5,—2)son los vértices de un tridangulo
isosceles.

C. Una mediana de un tridngulo es el segmento que tiene como extremos un
vértice del tridangulo y el punto medio del lado opuesto a este vértice.

D. Los vértices de un tridngulo son A(3,8), B(2,—1), C(6,—1). Dy E son los puntos
medios de los lados BC y AB respectivamente. Calcular la longitud de la mediana

AD. Ademas determinar el punto de corte de las rectas que contienen las
medianas AD y CE.

E. Un paralelogramo es un cuadrildtero que tiene sus pares de lados opuestos
paralelos. Demuestre que los puntos A(l,l), B(3,5), C(l 1,6), D(9,2)son los
vértices de un paralelogramo.

Fundacién Universitaria del Area Andina



5. Determine las expresiones algebraicas que definen las funciones con las condiciones
establecidas.

A. f esunafuncion lineal, tal que f(l)=—§y f=%=—1.

B. g es una funcién cuadratica, cuya gréfica pasa por los puntos A(— 1,—27),

115
B(2,3), C(E,—?).

6. Demuestre las siguientes afirmaciones:

A. Sila pendiente de una recta es positiva, entonces la funcién que representa la
recta es creciente en su dominio.

B. Si f(x)=x;2entonces f'l(x)=3x—2.

C. Lasumade funciones lineales es una funcion lineal.

7. Determine si cada afirmacion es verdadera o falsa. Si es verdadera elabore una
demostracién que respalde su respuesta. Si es falsa muestre un contraejemplo o elabore
un argumento que soporte su afirmacion.

a. Toda funcién cuadratica es par.
b. La diferencia (resta) de funciones cuadraticas es una funcion cuadratica.
c. Toda funcion lineal es uno a uno.

8. Para las siguientes funciones polinébmicas, determinar ceros, y-intercepto y

comportamiento de f en los intervalos sobre el dominio, generados por sus ceros. No use
divisién sintética.

C. h(x) =x* -2x7 —15x°
D. m(x) =x" +x* =x* =3x? +3x + 3Sugerencia: Use factorizacion mediante
agrupacioén de términos.
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E. p(x)=x8 -2x* -3
Fooglx)=x® —x* -2x* —2x* +2x+4

9. Muestre que el polinomio r(x) = 2x° — X + 3no tiene ceros racionales.

10. Para cada situacién, construya un polinomio que satisfaga las condiciones dadas y
muestre que su afirmacién es cierta.

A. p(x)es de grado 3y tiene 3 ceros racionales.

B. p(x)es de grado 3y tiene un cero racional y dos ceros irracionales.
C. p(x)es de grado 3y tiene un sélo cero real.

D. p(x)es de grado 5. Su u’nico cero real es —3 y ademas p(l) =5

11. Para la siguientes funciones polindmicas, esbozar su grafica.

A y=2x"+x"+1
B. y=3x"+x"+7x-6
C. y=3x"+13x" +22x° +42x* +39x+9

Seccion 2: El modelo racional

P(x)

Una funcién f que presenta la forma f(x) = Q( ) con P(x) y Q(x) funciones polindmicas se
X

denomina una funcién racional. Como es habitual en nuestro estudio, intentamos conocer el
modelo a través de elementos basicos como el dominio de f', los ceros (si existen), y el
intercepto con el eje vertical (si existe). Asimismo se pretende esbozar la grafica de f con base en
estos elementos basicos, y algunos puntos de /', o con base en movimientos geométricos de un

. . . 1
modelo basico que para el caso de la funcién racional es y =—.
b
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Se propone el estudio de particularidades del modelo racional, como la identificacién de rectas
denominadas asintotas y las cuales surgen del examen del comportamiento de las imagenes de
la funcién cuando los valores del dominio se acercan por ejemplo hacia un real para el cual no
existe imagen, o cuando los valores del dominio se alejan hacia un valor positivo muy grande.
Una funcién puede tener asintotas horizontales, verticales u oblicuas. La habilidad para
determinar esta clase de rectas (si existen), posibilita acercarse a un buen esbozo de la grafica de
una funcion racional. Las figuras 1y 2 muestra asintotas de cada clase para funciones racionales

gyh.
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Figura 15. Asintotas horizontales y verticales

Fuente: porpia
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Figura 16. Ashtota obkua

Fuente: porpia

Una mirada detenida a las asintotas permite asumir que para cada una de ellas se observa que la
tendencia de la gréfica de cada funcién racional es acercarse suficientemente a cada recta, o
dicho de otra manera, la distancia entre la grafica de la funcién y la asintota es cercana a 0. Esta
es una manera informal de caracterizar las asintotas, que requiere de la gréafica de la funcién.
Incluso es posible describir cada una de las asintotas en términos de un modelo funcional. Por
ejemplo, la asintota vertical de la funcidn g de la grafica 1 es la recta de ecuacion x = 2.

(Cudl es el modelo funcional que describe la asintota horizontal de la funcién g de la grafica 1y
cual es el modelo funcional que describe la asintota oblicua de la funcidn h de la grafica 2?

Un analisis sobre tendencias conjuntas de valores del dominio y de imagenes de una funcion,
permite describir en forma algebraica las asintotas de una funcion racional. Veamos: Para la
funcién gde la gréfica 2 se aprecia que a medida que x toma valores positivos grandes, las

imagenes se acercan a —1. Este comportamiento se nota asi: Si x — o entonces g(x) — —lyse
afirma que la recta de ecuacién y = -1 es asintota horizontal de g. De la misma forma se

puede afirmar que si x — @ entonces g(x)—-1.
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« Porlo tanto, si f es una funcién racional para la cual sucede que: si x — o entonces
f(x)—> a, con a un nu’mero real, se asegura que f tiene una asintota horizontal en
y = a . Similarmente si sucede que: si x — —% entonces f(x) —> @, con a un nu’mero
real, se asegura también que f tiene una asintota horizontalen y =a.

Ahora, analicemos el comportamiento de g (es decir de las imagenes de g) cuando x se acerca
hacia 2. Notese que g no estd definida en x =2. Para efectuar este andlisis se hacen

acercamientos por la derecha de 2 o por la izquierda de 2. Por ejemplo, cuando x se acerca a 2
por la derecha, es decir, cuando se toman valores mayores que 2 y se hace una aproximacién
suficiente a x = 2 se aprecia que las imagenes de estos valores son cada vez reales positivos

muy grandes. Este analisis se sintetiza afirmando que si x — 2%, entonces g(x)—> o En esta
situacion se afirma que g tiene una asintota verticalen x = 2.

« Asi que si f es una funcidn racional para la cual sucede que: si x — a+ entonces
f(x) —> cocon a un nu’'mero real, se asegura que f tiene una asintota verticalen x = a
. De la misma manera, si se da cualquiera de las siguientes situaciones: Si x — a”*
entonces f(x) — —0; 0; si X —> g~ entonces f(x) — 00; 0; si x — g entonces f (x) —
—oo también se concluye que f tiene una asintota verticalen x = a.

Finalmente, si se observa el comportamiento de la gréfica de la funcion 4 de la figura 2, se
aprecia que a medida que x toma valores positivos grandes, las imagenes de estos valores se
acercan suficientemente a la recta de ecuacién y = x +1, por lo cual se afirma que esta recta es

asintota oblicua de /. En forma general se afirma que si f es una funcién racional tal que existe
una recta de ecuacién y=mx+b con m =0, para la cual se tiene que cuando x —
entonces f(x)—mx+b — (), dicha recta es asintota oblicua de f . La misma conclusién es
correcta en la situacion: Si x — —o0, entonces f(x)— mx+b—0.
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Ejemplos

1. La grafica de aidgunas funciones racionales puede esbozarse a partir del modelo basico

1 ,
f(x) = —si la funcion es expresable de la forma
X X-a

+bcon k,a,breales conocidos.

. . X .
Por ejemplo, se se propone graficar g(x) = , se intenta expresar g de la forma
x =
indicada. Operativamente esto se verifica efectuando la divisién entre los polinomios
x -3y x -2y expresando dicha division mediante el algoritmo de la operacién. Para
esto hay que recordar que si se divide x entre yy el cociente es cy el residuo es rse
. X r . . x-3 3

tiene que: — = ¢ + —. Entonces, al aplicar este resultado se obtiene =1- .
y y x-2 x=-2

3
+1 se ha
7 y g

Verifique que esta ultima afirmacion es correcta. Asi que g(x)= -

expresado en la forma pedida. Esto conduce a describir las trasnformaciones sucesivas
desde modelo basico f para obtener la gréfica de g ,asi:

Las figuras 3 a 7 muestran la construccion de g a partir del modelo bésico f .

2
2. Esbozar la grafica de f(x) = jH'
X

1 . . .
requiere del uso de elementos basicos de funciones
4

y de las particularidades que se han descrito para el modelo racional. Veamos cémo
proceder.

El dominio f estd constituido por el conjunto de nimeros reales x para los cuales

x* =4 = 0es decir D, =R\{—2,2}. Para identificar los ceros de f es necesario

resolver la ecuaciéon 0 =

1
que equivale.
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Figura 17. Gréfica de f(X) =—

Fuente: porpia
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Figura 18. Gréfica de )

Fuente: porpia

Fo

T

x-2

Figura 19. Gréfica de )

Fuente: porpia
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Figura 20. Gréficade ) = —

x-2

Fuente: porpia
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Figura 21. Gréficade ) = —
x=-2

Fuente: porpia

a 0 =2x +1conlo cual se tiene que x = -2 . Afirmamos que la graficade f intercepta al eje
1

verticalen y = —%pues f(O) =

La determinacién de la existencia de asintotas de f sera de gran ayuda para la gréfica. Para ello

se plantea un trabajo asi:
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Para hallar asintotas horizontales es necesario verificar como se comporta f cuando x — © o0

cuando x — —o0. Una propiedad de los reales afirma que si x — o entonces ir —0sik,r
b

son reales conocidos y r > 0. Esta afirmacion también es vélida si x — — . (llustre esta

propiedad con valores para que logre una buena comprensién de su significado). La propiedad

se aplica dividiendo numerador y denominador de la expresion racional que definea f entrela

mayor potencia de x en el denominador, asi:

2x+1
- JE— + [
2 N . . X x°
f(x) = 2x_4 Al simplificar esta expresién se obtiene f(x) =T
x —
x’ x?
1 4 0+0
Ahora, si x — oo las expresiones —; -y —ztienden a 0 asi que afirmamos que f(x) — m
X x X -

es decir f(x) — (). Por lo tanto se asegura que f tiene una asintota horizontalen y =0.

La identificacion de asintotas verticales se plantea asi: En los valores reales para los cuales no
existe imagen mediante f, posiblemente hay asintotas verticales. En este caso dichas asintotas
pueden serx=2 y x=-2. Para corroborar o rechazar la afirmaciéon se analiza el
comportamiento de f cuando x se acerca a estos valores, bien sea por la derecha o la

izquierda de ellos. Veamos una de esta situaciones.
¢Coémo se comporta f cuando x se acerca suficientemente a 2 por la derecha?

Acercarse a 2 por la derecha significa tomar un valor mayor que 2 y desde alli tomar otros valores
mas cercanos a 2 y describir el comportamiento de las imagenes de dichos valores. Una forma de
hacerlo es mediante una tabla de valores, por ejemplo, empiece el acercamiento en x = 2,1y

calcule f(2,1). A partir de este valor tome valores mas cercanos a 2, calcule las imagenes de
esos valores y verifique que dichas imagenes toman cada vez valores positivos muy grandes, por
lo tanto se afirma que si x — 2 + entonces f(x) — 00.En otras palabras, f tiene una asintota

verticalen x = 2.
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Otra forma de identificar una asintota se hace mediante el analisis de la expresion que define la
funcidn racional. Veamos como se comporta f cuando x — —-2". Nbtese que acercarse a — 2 por
2x+1

x' -4 Y

x — =2%, entonces 2x +1—> =3 (;Por qué? Ademas x> — 4, pero nétese que los valores de

la derecha significa tomar valores mayores que —2. Asi que se afirma que si f(x) =

2 . - .
x” son un poco menores que 4 asi que x> —4 — 07, es decir x° — 4es un valor cercano a 0
pero negativo. Asi que entonces se tiene una divisién entre el real-3 y un nu’mero real negativo
cercano a 0. Esta division dard un nu’mero positivo muy grande es decir f(x) — o.Por lo

tanto, f también tiene una asintota vertical en x = -2

Mediante el uso de cualquiera de las dos formas antes referidas se puede afirmar que: Si x — 2~
entonces f(x)—>-% y que si x—>-2"entonces f(x)—> —oo.Verifique estas dos

afirmaciones. Con la informacién dada es posible esbozar la grafica de f como se aprecia en la

figura 8.

-

- s RS R E R

g g g g Sy Sy Sy SOt T Gy S

Figura 22. Gréfica de f (X )

Fuente: porpia
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. - 2x* -x-1 . R
Tratar de graficar la funcién f(x)=—2 plantea un reto interesante. La identificacién

de elementos basicos de f sigue los procedimientos habituales, lo cual permite afirmar que:
1 e , , :
D, =R\ {2}; los ceros de f son x =1y x = _5; la grafica de f intersecta al eje vertical en

y=—y [ tiene una asintota vertical en y =2. Es importante verificar las anteriores

2

aseveraciones.

Al intentar obtener la asintota horizontal por los procedimientos sefalados, no es posible
asegurar que si x — o, los valores de f(x) tiendan a un valor real fijo. Asi que se puede

explorar la posibilidad que f tenga una asintota oblicua. Para ello se hace uso del algoritmo de

P(x)

la division en la expresion racional que define a f . Si f(x)= Q( )se logra se la forma de
X

f(x)= mx+b+%x;y se verifica que cuando es x — % la expresion f(x)—mx+b —0
X

entonces se asegura que f tiene una asintota oblicuaen y =mx +b.

. 2x? —x=2
Para nuestro caso, se tiene que —2 =2x+3+
X - X -

comportamiento de f(x)— (2x+ 3)cuando x — oo Note que la diferencia a examinar equivale

, asi que hayqg ue examinar el

a

% De acuerdo con los procedimientos que se han indicado anteriormente se asegura que
x [

si x — coentonces — (0, asi que se concluye f tiene una asintota oblicua en

x=-2
y= (2x+3). Si se hace el mismo analisis cuando x — — se observara que f(x)—(2x+3)
también tiende a 0. La figura 9 muestra la graficade f .
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x-2

2x*—x=-2

Figura 23. Gréficade [ (x) =

: porpia

Fuente
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Introduccion

El crecimiento o decrecimiento de grupos poblacionales es un tema de interés en
diversas areas del conocimiento, por sus repercusiones a diferentes niveles: social,
politico, econémico, etc. La representacion de las variaciones de una poblaciéon en
lapsos de tiempo, es el camino que se ha senalado histéricamente como necesario
para estudiar fendbmenos relacionados con cambios poblacionales o para prever
situaciones o hechos futuros relacionados con el bienestar de un colectivo.

El modelo exponencial ha sido el modelo funcional por excelencia para aproximar el
estudio de poblaciones, por lo cual se propone una mirada a sus elementos con objeto
de caracterizarlo adecuadamente. Asimismo se examinan los aspectos relacionados
con las funciones logaritmicas por sus estrechas conexiones con el modelo
exponencial.
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Recomendaciones metodoldgicas

Parte de la estrategia metodolégica recomendada es llevar a cabo una juiciosa lectura
de la presente cartilla dado que asi lo demanda el reto de aprendizaje autonomo al
que se estd enfrentando. Es necesario realizar repasos de temadticas anteriores.
Especificamente se requiere total claridad de procedimientos algebraicos, ya que los
elementos de las mismas son soporte para realizar calculos posteriores. Al igual que en
las cartillas anteriores, aqui se recomienda la verificacion de los célculos y
procedimientos presentados. Lo anterior, ademdas de contribuir a afianzar el
conocimiento del tema, le brinda la posibilidad de tomar mayor confianza hacia lo que
sigue a cada eje tematico.
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Desarrollo tematico
El modelo exponencial

Una funcién de la forma f(x) =a" con a un real positivo y diferente de 1, se denomina una
funcion exponencial de base a. En el propdsito usual de conocer los elementos que caracterizan
a [, se afirma que el dominio de f es el conjunto de los nimeros reales. Para corroborar la

afirmacion, es importante revisar el significado de g* para distintos numeros reales x. Por
1 2

ejemplo, especifique qué significado se da a expresiones como 2° ;20 ;2"2 ;2E ;3_5, etc.

Se observa entonces, que para cualquier x real la expresidon ¢* es un nimero real positivo, asi
que la gréfica de f no interceptara al eje x pues la ecuacién g* = 0 no tiene solucién en los
reales. Note que la ecuacion dada tiene la variable en el exponente de la expresion g . Este tipo
de ecuaciones se denominan exponenciales. Ahora, cualquier grafica de la forma especificada
interceptara al eje vertical en y =1 pues f(0)=1 para cualquier valor de a. Algunas
particularidades del modelo se estudian a continuacion.

Ejemplos:

X

1
1. Graficar la funciones f(x)= 2%y g(x)= 3 se puede realizar con base en los elementos

esenciales de las funciones que se han estudiado previamente. De acuerdo con las notas
tedricas, el dominio de las dos funciones es el conjunto de los nimeros reales. Las graficas de f

y g nointersectan el eje horizontal, e intersectan al eje verticalen y =1.

Veamos las particularidades de cada funcidén. Respecto de la funcion f analicemos el
comportamiento de sus imagenes cuando x — . De hecho, si x toma valores positivos muy
grandes, la expresién 2% asumira también valores positivos muy grandes. Es decir, si x — oo

. . 1
entonces f(x)e . Ahora, si x — -0, la imagen de cada elemento es de la forma Z_k con

k >0 (;Por qué?). De hecho, esta expresion tiende a 0 de acuerdo a una propiedad de los reales
estudiada en lectura previa. En sintesis, si x — —o entonces f(x) — (), por lo que se asegura
que f tiene una asintota horizontal en y = (. Una tabla de valores ayuda a trazar la gréfica de

/.
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x | =l 2 | %
1
8

Tabla 1. Valores

Fuente: propia

En cuanto a la funcién g, al realizar analisis similares a los que se hicieron con f se concluye
que: Si x — —% entonces f(x)eO, con lo cual afirmamos que g tiene una asintota

horizontal en y = 0. Asimismo si x — —% entonces f(x)—>oo. La tabla muestra algunas
imagenesde g.

S 7S S U S B I 7
gb) | V27 | 3 K| b

Tabla 2. Valores

Fuente: propia

Las gréficas de [y g se muestran en las figuras 1y 2. Observe que las dos funciones son uno a
uno. Esta es una caracteristica de las funciones que tengan la forma y = g”*. Ademas, note que
f es una funcién creciente en su dominio, que es una particularidad de funciones de la forma

y=a" con a>1. Funciones como g es decir de la forma y=a"con O0<a<1 son
decrecientes en su dominio.
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Figura 1. Gréfica de f(x) =2"
Fuente: propia

N__
ot
w.

Figura 2. Gréfica de @ (x ) = (% )"

Fuente: propia
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2. Una funcion de especial interés para los estudios poblacionales, es la funcién exponencial de
base. (Recuerde que es un numero irracional de valor aproximado 2,7182....). Es decir, se esta

describiendo la funcién f(x) =e¢".Lagrificade f esdelaforma y =a"con a >1.Latabla
muestra algunos valores aproximados de imagenes de f y en lafigura 3 se representa

graficamente esta funcion.

S I 7S I T S O I T 4
glx)| 022 | 036271738 448

Tabla 3. Valores

Fuente: propia

L
-

Figura 3. Gréfica de f(x) =e

Fuente: propia

X
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3. Funciones como las estudiadas en los parrafos anteriores se consideran modelos basicos
exponenciales. Asi que otras funciones exponenciales se pueden graficar con base en estos
modelos y mediante transformaciones que describan movimientos geométricos de ellos. Tal es

el caso de la funcion g(x) =2¢"" —1. Asumimos f(x) = ¢ como modelo basico para graficar a
g . Las transformaciones sucesivas de f para obtener g son:

Figura 4. Grafica de f(x) =e"
Fuente: propia
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x-1

Figura 5. Gréfica de f(x) =€
Fuente: propia

-

-1
Figura 6. Gréficade ) = 2e”

Fuente: propia
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................................... B T T L T T

i

Figura 7. Gréficade y = 2€x_l -1
Fuente: propia

flx)=e; flx-1)=¢" 2f(x-1)=2¢"", 2f(x-1)-1=2¢"" -1

Note que la asintota horizontal del modelo basico f que es y =0 se transforma en la asintota
horizontal y = —1 de la funcién g. Este es un elemento a tener en cuenta cuando se realizan

transformaciones de un modelo basico, es decir, hay que chequear la forma como se desplazan
las asintotas (si existen) por efecto de los movimientos geométricos.

La funcion logaritmica

En el estudio de una funcién de la forma f(x) = a” se observo que es una funcién uno a uno.

Asique f tiene inversa. Dicha funcién inversa se denomina la funcién logaritmica de base a y
se define asi:

log, x=y Si y SOlO SI 4 = x
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La expresion log  x se lee “logaritmo en base a de x”. x se denomina argumento. De acuerdo
a

con las caracteristicas del modelo exponencial se tiene que a y x son reales positivos con a = 1

Con base en la definicion de logaritmo, la expresion log,,100 =2 es equivalente con

102 =100. Esto significa que se cuenta con un criterio para establecer la validez de una
expresion logaritmica de igualdad, pues si la expresidn exponencial correspondiente es
verdadera, lo serd la expresién logaritmica.

Nota: la expresion log,, x se escribe usualmente como logx, por lo tanto la igualdad
log,, 100 = 2 se registra como log100 = 2. De la misma manera, la expresién 10~ = 0,01 es

equivalente con log, ,, = —2.Un logaritmo de base 10 se denomina un logaritmo comun.

La funcion inversa de la funcién exponencial de base e es la funcién logaritmica de base e,y de
acuerdo con la definicion de logaritmo se tiene que log, x = y equivalea e’ = x.Un logaritmo

de base e se denomina un logaritmo natural. Asi que ¢’ =1 equivale a log,1=0.

”

Nota: la expresion log, x se escribe usualmente como In x, y se lee “logaritmo natural de x

Por lo tanto, laigualdad log, e =1 se registra como Ine=1.
Ejemplos:

1. Con los elementos basicos de funciones y con la definicién de logaritmo, es sencillo esbozar la
grafica de una funcién como f(x)= log, x. El dominio de f* es el conjunto de los numeros
reales positivos, pues esto se deduce de las condiciones para que una expresion logaritmica
exista en los reales. Al buscar los ceros de f nos encontramos con la ecuacién 0 = log, x. Una

ecuacién que contenga logaritmos, de tal manera que la variable se encuentre en el argumento
o en la base, se denomina logaritmica. Una forma de resolverla es mediante la escritura de la
expresion exponencial equivalente. Veamos:

0=1log, x, €quivale a 2°x, por lo tanto x-1

Asi que la gréfica de f intercepta el eje x en x =1. Como 0 no pertenece al dominio de [,
entonces f(O) no existe, asi que la grafica de f no intercepta al eje vertical. Una tabla de
valores de imagenes de f permite completar la informacién previa. Note que la forma de
determinar la imagen de cada real x seleccionado es a través de la equivalencia con la

.. . . -2 .
expresién exponencial. Por ejemplo, como se conoce que 27 = y entonces se tiene que

log, V) = -2, asique f(1/)=-2.
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AR A /R A

)l -2 | -1 032|058 1

Tabla 4. Valores

Fuente: propia
El procedimiento para graficar g(x) = log% x es igualmente sencillo, en cuanto afirmamos que

Dg = R el intercepto con el eje horizontal es x =1 y la grafica de g no intercepta al eje

vertical. Con una tabla de valores complementamos esta informacién. La construccién de la
tabla se realiza de igual forma a la utilizada para construir la tabla de valores de la funcién del
ejemplo anterior.

R I O R/

g(x) 2 1 | -036 | -0.63 | -0.73

Tabla 5. Valores

Fuente: propia

Las graficas de f y g se muestran en las figuras 8 y 9. Se observa que las funciones son uno a
uno. Esta es una caracteristica de las funciones de la forma y =log  x. Notese que f esuna

funcion creciente, hecho cierto cuando a>1 en el modelo que define las funciones
logaritmicas. Y si 0 < a <1 lafuncién logaritmica es decreciente.

Un andlisis sobre el comportamiento de las imagenes de f lleva a concluir que si x — o
entonces f(x) —> o0, pero si x — 0+ entonces f(x)—> —oo por lo cual se asegura que [ tiene
una asintota vertical en x =0. Al efectuar el andlisis con las imagenes de g se tiene que si
X —> oo entonces g(x)—> —oo y que si x — 0" entonces g(x)—> ooy por lo tanto g tiene una
asintota verticalen x =0.

2. Cualquier funcién de la forma f(x)= log,, x se considera un modelo basico a partir del cual
se pueden construir otras funciones de tipo logaritmico, mediante transformaciones de este
modelo basico. Tal es el caso de la funcién h(x)= 3- 21n(x + 1) cuya gréfica se obtiene a partir
de transformaciones sucesivas de la funcién f(x)=lnx. La funciéon f se puede trazar sin

mayor dificultad, usando el procedimiento mostrado en el ejemplo anterior. Asi que las
transformaciones de f para obtener / son:
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f(x)=lnx; f(x+1)=ln(x+1); 2f(x+1)=21n(x+1);—2f(x+1)=—21n(x+1);
3-2f(x+1)=3-2In(x +1).

Las gréficas 10 a 14 muestran los movimientos geométricos aplicados a partir de la funcion f'y
que permiten graficar la funcién g.

Figura 8. Gréfica de f(x ) = 10g X
Fuente: propia
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Figura 9. Grafica de g(x) = log y*
3

Fuente: propia

3. Si se quieren hallar los ceros de las funcionesg(x)=2€x'1 -ly h(x>=3—21n(x+1), es

preciso resolver las ecuaciones 0 =2¢"" =1y 0=3 - 21n(x + l). Examinemos en detalle este

par de ecuaciones que son ejemplos de ecuaciones exponenciales y ecuaciones logaritmicas
respectivamente.

Para el caso de la ecuaciéon 0 =2¢*"' —1, se logra despejar x si la ecuacion se escribe de la forma
a® =b y luego se expresa en la forma logaritmica equivalente. Es decir: como 0 =2¢*" -1,

entonces % =2¢"'. Esta tltima expresion se escribe en forma logaritmica, o sea ln% =x-1.
Por lo tanto, ln% + 1= x. Si se quiere dar un valor decimal aproximado de x se recurre a una

calculadora, la cual permite hallar el logaritmo natural de un real positivo. Asi que x = 0,3068.

En la ecuaciéon 0 =3 - 21n(x + 1)) el procedimiento de solucion de la ecuacién logaritmica es
similar al sugerido para la ecuacién exponencial. Es decir se expresa la ecuaciéon en la forma
log a, = b y luego se usa su expresion exponencial equivalente para despejar x. Asi se tiene

O=3—21n(x+l); %=ln(x+l); e% =x+1 y por consiguiente e% —1=x, de donde

x =3,48. En las ecuaciones logaritmicas es necesario verificar la validez del valor de x obtenido
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en el proceso de resolucion, pues en muchas ocasiones aparecen “soluciones extranas”, es decir,
valores que no son solucién de la ecuacién dada. Verifique que en este caso el valor obtenido de
x es solucion de la ecuacién.

4. En cursos basicos de aritmética se estudian propiedades de los exponentes. En forma
equivalente se definen propiedades de los logaritmos, las cuales son de gran utilidad en la
manipulacién de expresiones, con objeto de resolver ecuaciones o en su aplicacién en
situaciones problema. Se muestran algunas de tales propiedades y se demuestran dos de ellas.

Si a,b, M, N son numeros reales positivoscon @ =1, b =1y p esun real, entonces:

a) log, MN =log, M +log, N e)log, a’” =p
b) log, M” = plog, M f)Si M = N entonceslog, M =log, N
log, M
o) log, M_ log, M -log, N 9) log, M s
N log, a
d) alogaM =M

La validez de la propiedad ( g ) se muestra asi:

La expresiéon y =log, M es equivalente con M =a”. Por la propiedad ( /) se tiene que logb

log, M =log, a”. Y por la propiedad (c) se afirma que log, M = ylog, a . Por lo tanto

lo
£y . Esta propiedad se utiliza para determinar el logaritmo de un real positivo, en términos
log, a
log M In M
de logaritmos comunes y logaritmos naturales asi: log, M = ———y log, M =
log a In a
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Figura 10. Gréficade f° (x) =Ilnx
Fuente: propia
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Figura 11. Graficade ) = Inx +1
Fuente: propia
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Figura 12. Gréficade y = 2 ln(x + 1)
Fuente: propia
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Figura 13. Grafica de y = -2 ln(x + 1)
Fuente: propia
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- M

Figura 14. Graficade ) = 3-2 ln(x + 1)
Fuente: propia

Las propiedades dadas son utiles en la solucién de ecuaciones. Por ejemplo, una forma de
resolver la ecuacion log, (x - 2)= 3-log,x es escribiendo la ecuacion como
log, (x - 2)+ log, x =3. Esta expresion equivale a log, x(x — 2)= 3, la cual se escribe como

x? = 2x =8. Las soluciones de la ecuacién cuadratica son x=4 o x =-2. Al verificar estas
soluciones en la ecuacion logaritmica a resolver, Unicamente x =4 es solucion de dicha
ecuacion. ;Por qué?
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Introduccion

Variados problemas practicos han originado nociones matematicas, las cuales
posteriormente han evolucionado hacia un conocimiento tedrico que permite abordar
problemas mas amplios que los originales. Tal es el caso de situaciones derivadas de la
navegaciéon en cuanto a orientacién y que posiblemente generaron la nocién de angulo, o
la determinacién de longitudes, mediante métodos indirectos.

Se propone a continuacion el estudio del conocimiento que histéricamente ha posibilitado
la soluciéon de problemas en los que intervienen conjuntamente angulos y medidas de
segmentos. Esta area de las matemadticas se conoce como trigonometria, palabra griega
gue significa “medicidon de tridngulos” en alusién a la medida de dngulos y lados de un
triangulo.
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Recomendaciones metodoldgicas

Un cuidadoso analisis del contenido de esta lectura resulta de vital importancia en la
comprensién de las tematicas aqui contempladas. Se exhorta al estudiante a que revise y
refuerce los principios de cursos anteriores antes de enfrentase a estos contenidos.
Especificamente se requiere total claridad sobre procedimientos algebraicos, ya que los
elementos considerados en esta cartilla requieren de ello y son soporte para estudios
posteriores. Se recomienda la verificacién de los calculos numéricos y procedimientos
presentados, esto con el fin de obtener la contribucion de afianzar el conocimiento del
tema y ganar mayor confianza hacia lo que sigue en el estudio del curso.
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Desarrollo tematico

Modelos funcionales: las funciones trigonomeétricas

Preliminares

Para el estudio que se propone, un angulo es la unién de dos rayos que tienen vértice comun,
uno de los cuales se denomina lado inicial, y el otro (que resulta de rotar el lado inicial alrededor
del vértice), se denomina lado final. Si la rotacién se hace en el sentido contrario a las manecillas
de un reloj, se afirma que el dngulo estd orientado positivamente o que es positivo, de lo
contrario se asegura que el dangulo es negativo. Las figuras 1y 2 ilustran esta definicion.

Figura 1. Angulo positivo
Fuente: propia

Figura 2. Angulo positivo
Fuente: propia

Figura 3. Angulo negativo
Fuente: propia
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Figura 4: Angulo negativo
Fuente: propia

Un angulo se nombra mediante tres letras, una de ellas en el lado inicial, otra en el vértice y la

A
tercera en el lado final. El dngulo de la figura 1, se nombra 4 B C. Note que la letra que designa
el vértice se coloca entre las otras dos letras. Si en un vértice Unicamente se marca un angulo,
éste se puede nombrar con la letra que designa el vértice. Tal es el caso de la figura 2, donde el

A

angulo se nombra Q. También es usual nombrar los angulos mediante un numero cerca de su

A
vértice o una letra griega. El angulo de la figura 3 se nombra 1 y el angulo de la figura 4 se
A

nombraca .

A cada angulo orientado se asigna un numero real denominado la medida del angulo.
Consideramos dos sistemas de medidas de dngulos, es decir, dos formas de asignar un nimero
real a un angulo. El primero de ellos se denomina sexagesimal y asume que un angulo de un
grado se obtiene cuando el lado inicial del dngulo se hace rotar 1/360 de un angulo de una
vuelta. O sea que el angulo de una vuelta mide 360 grados. Se nota 360°. El sistema radian
considera que un angulo central en una circunferencia de radio 1, el cual intercepta un arco de
longitud 1, mide 1 radian (se abrevia 1 rad.). Como un angulo de una vuelta intercepta un arco
cuya longitud es la longitud de la circunferencia, entonces un dngulo de una vuelta mide 2z
radianes. Las figuras 5 y 6 muestran un angulo de un radian y dngulos de una vuelta (en los dos
sistemas de medida).

2w
360° o P =
P = = ‘ U
Figura 5. Angulo de una vuelta (en grados) Figura 6. Angulos en radianes
Fuente: propia Fuente: propia

Mediante las definiciones dadas de los sistemas de medidas, se establece una equivalencia de la
medida de un angulo en los dos sistemas. Por ejemplo, un dngulo que en el sistema sexagesimal
mide 180°, en el sistema radian mide sz radianes.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Un tridngulo es la unién de los segmentos determinados por tres puntos no colineales. Los
puntos se denominan vértices del tridngulo y los segmentos se llaman los lados del triangulo. Un
triangulo se nota mediante los tres vértices. En la figura 7 se representa AABC. En un triangulo
es usual designar la medida de un lado, mediante una letra minuscula, que corresponde al
vértice opuesto a dicho lado.

Figura 7. Tridngulo
Fuente: propia

Figura 8. Tridngulo rectangulo
Fuente: propia

Un triangulo rectangulo es un tridngulo que tiene un angulo recto. Los lados que determinan el
angulo recto se denominan catetos y el lado que se opone al dngulo recto se llama hipotenusa.

En la figura 8 la hipotenusa es O_Q cuya medida es p. Si un cateto determina uno de los

angulos agudos del tridngulo, se denomina el cateto adyacente al angulo. Si el cateto no esta
sobre los lados del dngulo agudo en cuestién, se denomina cateto opuesto al dngulo. En la

A —_—
misma figura se aprecia que el cateto adyacente al Oes el lado OP de medida ¢ y el cateto

opuestoa O esel lado @
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Razones trigonométricas

Una razén es el cociente entre dos cantidades. Una razén trigonométrica es el cociente entre las
medidas de dos lados de un triangulo rectangulo. Se asignan las razones trigonométricas a los
angulos agudos de un triangulo rectangulo. Por lo tanto, se nombran los catetos de acuerdo con
el angulo agudo al cual se refiere una razéon trigonométrica. Es decir, se identifican los catetos
opuesto y adyacente al angulo para definir cada razén trigonométrica. Cada razon
trigonométrica tiene un nombre y una abreviatura. A continuaciéon se definen las razones

A

trigonométricas para el angulo agudo A del triangulo rectangulo AABC de la figura 9 y se
especifican sus abreviaturas. Se usan convenciones asi: H para la hipotenusa, C.O. para el cateto
opuesto al dngulo, y C.A. para el cateto adyacente al angulo. Ademads, en adelante nos referimos
al angulo sin colocar su simbolo sobre la letra del vértice.

Razon Razon
: trigonomeétrica. trigonomeétrica.
Definicion. Abreviatura.
¥ i Seno A4 = c¢o. sind=2
H c
c A.
Coseno 4 = C— cosA = é
H c
B
Figura 9. Razones trigonométricas Ta ngente A4 = Q tan 4 = e
Fuente: propia C.A b
Cotangente b
9 cotd =—
B C.A. a
CO.
H.
Secante 4 = —— secAd = €
C b
H.
Cosecante 4 =—— | cscA = <
cO a

Tabla 1. Razén trigonométrica
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Ejemplos N.1:

a. Si se conocen las medidas de dos lados de un tridngulo rectangulo, se pueden determinar las
razones trigonométricas de cualquiera de sus dngulos agudos. Por ejemplo, si en el ARST , con
angulo recto en S se sabe qué s =4 y r =3, la determinacién de los valores de tan Ty sec R, se
efectya asi:

Note que para hallar tan R se requiere conocer la medida de t, es decir, del cateto opuesto al
angulo T. La aplicacién del teorema de Pitagoras en el ARST resuelve la situacion, pues se tiene

J7

t
que s2 =7? +¢*. Asique 16 =9 + t*de dénde ¢ = \/7 Como tanT = —entonces tanT = T

r
47

.Y como secR = T

S

Figura 10. Razones trigonométricas en ARST
Fuente: propia

b. La definicién de las razones trigonométricas permite establecer relaciones entre las razones
trigonométricas.

Por ejemplo, como en el AABC con angulo recto en C, se tiene que

) b sin 4 a sin A
smA=EycosA=—.Luego =2€ =~ —tanA.Asique tan 4 =
c c cos A4 y b cos 4
c

Las siguientes relaciones entre razones trigonométricas se pueden demostrar utilizando las
definiciones anteriormente dadas.
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cotA=Cf)SA secA = cscA=— cotA =
sin 4 cos A sin A tan 4

sin> A+cos’ 4=1 tan’ A+1=sec’ 4 1+csc’> A=cot® 4

c. Las relaciones que se establecen entre angulos y lados de figuras geométricas conocidas,
permiten determinar las razones de angulos de medidas particulares, tales como 30°, 45°, 0 60°.
A continuacién se muestra una forma para encontrar las razones trigonométricas de un angulo
de 45°.

Las restantes razones trigonométricas de un angulo de 45° se hallan o bien con la definicién, o
bien usando las relaciones entre razones trigonométricas.

Ejercicios:

2 T R4
1. Determine la equivalencia en grados de angulos que miden ?rad, -—rad ,7rad.

2. Determine la equivalencia en radianes de dngulos que miden 135°, —240° 520°. Escriba las
respuestas en términos de sz y en forma de fracciones.

3.Para AXYZ rectangulo, con angulo recto en Y, resolver los siguientes interrogantes.

A B En la figura 11 se nota que ABCDes recto en D y por lo

tanto BC' = BD + DC_ (teorema de Pitagoras). Asi que
—2 _ —
BC =I*+1*.Esdecirque BC =+2L.

Lo anterior significa que sin45° = L = R = Q De la
A [] V2L V22
c L P V2

misma forma se muestra que cos45° = 5

Figura 11. Razones
trigonomeétricas de 45°

A. SicosZ = % determinar cotZy sin X

B. SicotX = % determinar sec X' y cscZ

4. Demuestre las relaciones entre razones trigonométricas indicadas en el punto b. de los
ejemplos N. 1.
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5. Muestre que si M y N son los angulos agudos de un triangulo rectangulo AMNP , entonces
sinM =cosN y cosM =sin N .Explore la posibilidad que este tipo de relaciones entre
razones se extienda a otras razones trigonométricas.

6. Determine las restantes razones trigonométricas para un dngulo de 45° planteadas en el
punto ¢, de los ejemplos N.1.

7. Utilice la figura 12 para determinar las funciones trigonométricas de un angulo de 30°y un
angulo de 60°,

Sugerencia: determine la medida de la altura AD del AABC (que es equilatero), en términos

de la medida del lado L del dicho tridngulo. Luego considere el AABD vy use la definicion de
razones trigonométricas.

30°

60°
B L/2 D c B D

Figura 12. Razones trigonométricas de 30° y 45°
Fuente: propia

8. Demuestre que cada afirmacion es verdadera.
A. Si A esun angulo agudo de un triangulo rectangulo, entonces sin 4 <1y cos 4 <1.
B. Si B esun angulo agudo de un triangulo rectangulo, entonces secB> 1y cscB > 1.

9. Los valores de las razones trigonométricas de un angulo agudo (de cualquiera medida) de un
triangulo rectdngulo, se pueden leer en una calculadora con “funciones”. Chequee en una

. . St
calculadora valores de las razones trigonométricas de 37°y de — rad.

10. Resolver un tridngulo es determinar las medidas de sus angulos y lados con base en datos
conocidos y en el uso de razones trigonométricas. Resolver los tridngulos cuyos datos se dan.

A. a) AKRW es rectangulo con angulo rectoen ¥ .Se conoceque K =22y w=6.
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B. b) ALSZ esrectangulo con angulo rectoen Z.Sesabe qué L = %rad yl=5.

Otras consideraciones sobre angulos

Un angulo en posicidn normal o estandar es un dngulo cuyo vértice se ubica en el origen del
sistema de coordenadas cartesianas, su lado inicial esta sobre el semieje positivo x y el lado final
pasa por cualquier punto del plano cartesiano.

Si el lado final de un angulo en posicién normal queda sobre uno de los ejes coordenados del
plano cartesiano, el angulo se denomina cuadrantal. Angulos que midan 0°% 270°%mrad ;

JT . . . s
- Trad son angulos cuadrantales. Las figuras 13 a 15 muestran dngulos en posicion normal.

Figura 13. Angulo positivo en posicién normal
Fuente: propia

Figura 14. Angulo negativo en posicién normal
Fuente: propia

Figura 15. Angulo cuadrantal
Fuente: propia
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Si el lado final de un angulo a en posicién normal pasa por un punto del plano que tenga
coordenadas positivas, se afirma que el angulo pertenece al primer cuadrante. Se nota ¢ € Q.

Las figuras 16 a 18 muestran angulos del segundo, tercer y cuarto cuadrante. Es importante
caracterizar la pertenencia de un dngulo a cada uno de estos cuadrantes.

na

Figura 16. Angulo del segundo cuadrante
Fuente: propia

Figura 17. Angulo del tercer cuadrante
Fuente: propia

| wWa

Figura 18. Angulo del cuarto cuadrante
Fuente: propia

Dos angulos en posicién normal se denominan coterminales si sus lados finales coinciden.
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Funciones trigonométricas de angulos

La nocién de razén trigonométrica de un angulo agudo en un tridngulo rectangulo se extiende a
través de las funciones trigonométricas, de tal forma que se puede determinar el valor de
razones con el mismo nombre que las trigonométricas para cualquier dngulo. Para ello se

considera un angulo a en posicién normal y un punto P(x,y) en el lado final de a. La distancia

de P al origen de coordenadas se llama 7. (Véase la figura 19). Note que r* = x* + y2 y que
r>0.

P(x.y)

Figura 19. Angulo en posiciéon normal
Fuente: propia

Entonces a cada dngulo @ medido en radianes se asignan numeros reales que toman el mismo
nombre de las razones trigonométricas y se definen funciones de ¢ asi:

. x X
sinar =2 cosa =— tana =2, con x =0 cota=—,con y=0
r r X y
r r
seca=—,con x=0 csca=—,con y=0
X y

De la definicién de las funciones trigonométricas se derivan algunas afirmaciones.

Las funciones trigonométricas de un dngulo no dependen del punto que se escoja en su lado
final.

Las funciones trigonométricas de angulos coterminales son iguales.
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El signo de una funciéon trigonométrica de un angulo depende de los signos de las coordenadas
del punto sobre el lado final del angulo.

A cada angulo @ cuya medida esté entre 0° y 360° se asocia un angulo del primer cuadrante
llamado el dngulo de referencia (lo denominamos ), de tal manera que si se escoge un punto

de coordenadas (x,y) sobre el lado final de ¢, existirdn puntos sobre el lado final de 6 de

coordenadas: (— x,y), si €110, (— x,—y), si 9€ 1110y (x,—y), si € 1VQ. Esto permite
expresar las funciones trigonométricas de & en términos de las funciones trigonométricas de .
La tabla muestra la relacion que existe entre el angulo @ y el angulo ¢.

Segundo Cuadrante| Tercer Cuadrante| Cuarto Cuadrante
t=180-60 t=0-180 t=360-60

Tabla 2. Relacion entre angulo o yelangulo

Fuente: propia

Ejemplos N. 2.
A. Si P(— 1,3) es un punto en el lado final del angulo £, para determinar tan f y sec S, se

usan las definiciones de las funciones trigonométricas. Asi que tan/f = Z, es decir
b

tan f = —— =-3. Para hallar secf es necesario conocer el valor de r. Como

— | W

r*=x>+y°, se tiene que r2=(1)z+32, es decir que r=+/10, de donde

sec/3’=£?=—\/ﬁ.

B. Las funciones trigonométricas para angulos cuadrantales, se identifican a partir de la
definiciéon. Para hallar las funciones trigonométricas de 270°, basta tomar un punto en el

lado terminal del angulo. Por ejemplo si se toma P(O,—3), se sigue que r =3, asi que

sin270° = =1y sin 270° = 0. Las demas funciones trigonométricas (si existen) se hallan
con la definiciéon. Notese que tan270° no existe. (;Por qué?).

C. Las relaciones que se establecieron entre razones trigonométricas de un angulo agudo,
son validas para funciones trigonométricas de cualquier angulo. Estas igualdades se
denomina identidades, pues son ciertas para cualquier valor que admita la variable (en

este caso el angulo). Veamos cémo se demuestra que sin’a + cos’« =1 para todo
angulo «a:
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. 5 2 x2 x2 +y2 7'2
sin“a+cos’ a=—F+—F=—"7—=—=1
roor r r

Nétese que se ha usado la afirmacién 7> = x* + ?

Ejercicios:

2
1. Si a es un angulo en posicion normal, tal que a €IV y se conoce que cota = —E ,

determinar los valores de sin ; tan 'y sec «r .

2. Demuestre que las funciones trigonométricas de un angulo a no dependen del punto que se
escoja en su lado final. Sugerencia: considere los puntos P(x,y) y Q(xl,yl) en el lado final de

o y utilice propiedades de semejanza de tridngulos para comparar una funcién definida con los
dos puntos dados.

3. Determine dos angulos coterminales (uno positivo y otro negativo) con angulos de medidas

118°;—62°;7%;—197ﬂ. Describa el procedimiento utilizado.

4. Se ha afirmado que los signos de las funciones trigonométricas de un angulo en posicién
normal, dependen del signo de las coordenadas del punto que se escoja sobre su lado final. Por
ejemplo, las seis funciones trigonométricas de un angulo del primer cuadrante son positivas,
pues cualquier punto sobre el lado final del angulo tiene coordenadas positivas. Determine qué
funciones trigonométricas son positivas en cada uno de los demas cuadrantes. Explique su
razonamiento.

in#cost
Si € 11Q, determine el signo de la expresion S7CosT

—secH

5. Considere los angulos cuadrantales de medidas 0°% 90° 18°% 270° y 360°. Determine las
funciones trigonométricas (si existen) de estos angulos. Muestre su razonamiento.

6. La nocién de dngulo de referencia se asocié con un angulo entre 0 y 2m. Explore una forma de
asociar un angulo de referencia ¢ en el primer cuadrante (O <t< 90), con un angulo 4, tal que

0>360 o H<0. Luego, determine el angulo de referencia ¢ para angulos de

700°;-1230°;‘”T”y-197”.

7.5itana = — 7 y cosa < 0, determine los valores de las demas funciones trigonométricas de

.
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8. Determine si cada afirmacién es posible o imposible. Escriba su razonamiento. No use
calculadora.

A. tanf =4800
. 1
B. sm/3’=—§ycos/3=3

C. cotd=7ycscld=5

9. Si se determina el angulo de referencia de un angulo, es posible expresar sus funciones
trigonométricas en funciéon de dicho angulo. Por ejemplo: como el dngulo de referencia de

1
0 =240 es t =60°, se afirma que c0s240° = —cos60° = 5 Explique el porqué de esta

ultima afirmacion. Luego, exprese los valores pedidos, en términos del angulo de referencia de
cada angulo. (Use la calculadora inicamente para confirmar la validez de su razonamiento).

Hallar los valores de sin 2977, sec(~ 397),cot(~ 8590 ) yesc640°.

10. P(x,y) es un punto sobre el lado final del dngulo a que pertenece al tercer cuadrante.

Determine los valores de tan« y sin«, si se conoce que x = gy.

Graficas de funciones trigonométicas

Funcion periddica

Informalmente, una funcién es periddica si parte de su grafica se repite en intervalos de
igual longitud. Observe que en la figura 1 la grafica de f se repite en intervalos de

longitud 4.
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4 7 6 5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 6 71 8 9

Figura 20. Gréfica de una funcion periddica
Fuente: propia

Note que de acuerdo con la gréfica de f se tiene que f(5)=f(1 + 4)=f(1)= 2. Este hecho
caracteriza las funciones periodicas. Es decir, se afirma que una funcién f es periddica de
periodo p si para todo elemento x del dominio de f sucede que f(x + p)=f(x). El menor
valor de p para el cual la afirmacién es correcta se conoce como el periodo fundamental de p.
En el ejemplo, el periodo fundamental es 4.

Asi que si se conoce el comportamiento de f en un intervalo cuya longitud sea la longitud del
periodo fundamental, se puede replicar la grifica de f (que se realiza en este intervalo) a todo
el dominiode f .En el caso de la figura 1, basta con conocer la graficade f , por ejemplo en el
intervalo [0,4] para esbozar la gréfica completade f .

Para el caso de las funciones trigonométricas, en la lectura anterior se demostraron las
identidades sin(x+2n)=sinx,cos(x+2Jr)=cosx,tan(x+7r)—tanx. Por lo tanto, se

asegura que las funciones seno y coseno son funciones periédicas de periodo 27 y la funciéon
tangente es funcién periédica de periodo 7.
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Ejercicios:

1.Si f es una funcién periddica de periodo fundamental 7 y se conocen las imagenes de f en

el intervalo [0,7] cudl es el valor de f(24) en términos de la imagen de un elemento en [0,7].

2. Demuestre las siguientes identidades y elabore una conclusiéon acerca del periodo de las
funciones cotangente, secante y cosecante.

A. cot(t + JZ') =cot?
B. sec(t + 272’) =sect
C. csc(t + 2Jr) = csct

3. Demuestre que si /'y g son funciones de periodo p, entonces f — g esuna funcion
periddica de periodo p.

Gréafica de las funciones f(r)=sinz, f(r)=cost y f(t)=tan¢
Elementos basicos

En las funciones especificadas la variable ¢ representa la medida de un angulo en radianes. Para
determinar el dominio de cada funcién sefalada, se analizan la definiciones estudiadas en

lecturas anteriores. Si ¢ es un angulo en posicién normal y P(x,y) es un punto en el lado

terminal de ¢, se tiene que sin t=X, con 7 la distancia de P al origen del sistema de
r

coordenadas cartesianas. Como » > (, entonces i es un numero real para cualquier angulo ¢,

r
asi que el dominio de f(t): sin ¢ es el conjunto de los nimeros reales. Un razonamiento similar

permite afirmar que el dominio f(t) =costes R.

En el caso de la funcion tangente, se tiene que tant = Y con x = 0, asi que si la abscisa x del
by

punto P en el lado terminal de ¢ es 0, no existe tant . Esta situacion se da si el lado terminal de

t estd en el eje y, que es el caso de los angulos cuadrantales de 90° zma’y 270° 3—ﬂrad Y

todos los dngulos coterminales con estos dos angulos. Es decir para todos los angulos de

. s . i .
medida un multiplo impar de Eno existe la tangente.

En suma, el dominio de la funcion tangente esta constituido por los nimeros reales diferentes a

e : /4
los multiplos impares de — .
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P(xy)

Figura 21. Angulo en posicién normal
Fuente: propia

La determinacién de los ceros de las funciones en consideracién se hace con base en la solucién
de las ecuaciones sint=0, cost=0 y tant=0. Estas ecuaciones se denominan
trigonométricas y existen procedimientos especificos de solucién. Por ahora, mediante un
analisis de la expresién se determina las soluciones de cada ecuacién. Asi, en el caso de sinz =0
, es preciso identificar los nUmeros reales (angulos medidos en radianes), para los cuales la
igualdad es verdadera. En lecturas previas hemos mostrado que sin0 =0y sinsz = 0. Asimismo
para todos los dngulos ¢ coterminales con estos dos angulos se tendrd sinz = 0. Esto quiere
decir que para todos los multiplos de sz la ecuaciéon se hace una igualdad verdadera. Luego, la
grafica de f intercepta al eje horizontal en los reales que sean multiplos de . Muestre un

razonamiento similar que le permita asegurar que los ceros de f(t):costson los multiplos
. i . . .

impares de — . Finalmente construya un argumento que le permita concluir que los ceros de
f(t) = tan ¢ son los mismos ceros de f(z‘)= sint.

El y -intercepto de cada una de las funciones estudiadas (si existe) serd la imagen de 0 mediante

cada funcién. Detallar por qué se declara que la funcién seno intercepta al eje vertical en (0,0),

la funcidn coseno intercepta al eje vertical en (O,l) y la funcién tangente intercepta dicho eje en

(0,0).
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La siguiente tabla resume los elementos que se han identificado para las funciones seno, coseno

y tangente.
Funcién Dominio Ceros y-
intercepto
Seno R {xER (X =nm,n entero} y=0
Coseno R =1
{xER:x=(2n+1)§,n entero} 4

Tangente ) = =0

J {xER:x¢(2n+l)%,n entero {XER/X T, 1 entero} Y

Tabla 3. Funciones

Fuente: propia

Aspectos particulares

Como previamente se ha determinado que las funciones seno y coseno tienen periodo 27 vy la
funcién tangente tiene periodo s, entonces se escogen los intervalos [0,27[] para las dos

primeras funciones y el intervalo [O,yr] para la funciéon tangente, con objeto de conocer el

comportamiento de cada funcién en ellos, trazar la grafica y replicarla al dominio de cada
funcién.

Para la funcién seno analizamos sus valores en cada uno de los cuadrantes del plano cartesiano.
Se recurre al siguiente razonamiento: Si t es un angulo del primer cuadrante se tiene de acuerdo

. T
con la figura 3 que sin¢ = Y ,con >0, r>0.Amedida que ¢ se acerque a E el valorde y
r

se acerca suficientemente a r, por lo tanto se puede afirmar que sin ¢ se acerca a 1. En resumen,
. T . ) . C
si 0 <t <— entonces 0 <sint <1, es decir, en el primer cuadrante la funciéon seno crece de 0 a
2

1. Mediante el mismo razonamiento se caracteriza el comportamiento de la funcién seno en los
demas cuadrantes y el comportamiento de la funcién coseno en los cuatro cuadrantes. La tabla
que se muestra mas adelante resume el comportamiento de las funciones en estudio, en cada
cuadrante.

Al analizar el comportamiento de la expresion tant = B en el primer cuadrante, se observa a
X

. T Y

medida que ¢ se acerca a E ,elvalorde y seacercaa r yelvalorde x seacercaa0,luego —.

X
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Crece hacia valores positivos grandes, es decir B o0, De la misma forma se procede a realizar
X

el andlisis de la expresiéon que define la tangente, para determinar su comportamiento en el
segundo cuadrante.

Funcién 1Q 11Q 111Q vaQ

Seno Crecede O a Decrece de 1 a| Decrecede Oa | Crecede -1 a

Coseno Decrece de 1 a Decrecede Oa | Crecede —1 a CrecedeOa

Tangente | CrecedeOa | Crece de —~ a

Tabla 4. Comportamiento de las funciones

Fuente: propia

Del comportamiento de las imagenes de cada funcién en los intervalos seleccionados se deriva
el rango de cada funcién, el cual para las funciones seno y coseno es [— 1,1] y para la funcién
tangente es R. Con la informacién obtenida y con apoyo en los valores de funciones para

angulos particulares se esbozan las graficas en los intervalos referidos y luego se replica al
dominio de cada funcioén. Las figuras 3 a 4 muestran dicho trabajo.

P
¥y

I8 y=8inx

v

++

Figura 22. Gréficade ) = SIn X en [0,27[]
Fuente: propia
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w2 stz 3%
-1.54
24
Figura23. y = SN X en su dominio
Fuente: propia
1 y=cosx
0.5+
‘ i
mo
-0.5¢
-1+

Figura 24. Gréficade ) = COS X en [0,2.71’]

Fuente: propia
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L dd

Figura25. ¥ = COS X en sudominio
Fuente: propia

Ejercicios:

1. Para la funcién f(t): cot?, determinar dominio, ceros (si existen) y y -intercepto (si existe).
Como se demostrd previamente que el periodo de esta funcion esz, establecer el crecimiento o
decrecimiento de f en los cuadrantes comprendidos por el intervalo [O,;r]. Luego, esbozar la

graficade f en [O, ;r] y finalmente replicarla a su dominio.

2. Para las funciones f(z):sect y f(t): csct, determinar dominio, ceros (si existen) y y -

intercepto (si existe). Como se demostré anteriormente que el periodo de estas funciones es 277
, establecer el crecimiento o decrecimiento de f en los cuadrantes comprendidos por el

intervalo [0,271]. Luego, esbozar la gréfica de las funciones en [0,2;1] y finalmente replicarlas a
su dominio.
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yv=tanx

+H

-0t

em——e A
RO~ 5
[i%)

A

Figura 26. Gréficade ) = tan xen [O, JZ]

Fuente: propia
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y=tanx
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Figura27. y = tan xen su dominio
Fuente: propia

Graficas de funciones que contienen expresiones trigonomeétricas

Se asumen como modelos bdésicos las funciones trigonométricas cuyos elementos
fundamentales, aspectos particulares y graficas se han descrito en los parrafos anteriores. Por lo
tanto, con base en estos modelos y con ayuda de los movimientos geométricos de traslacién,
reflexion y homotecias se pueden esbozar las gréficas de funciones que contienen expresiones
trigonométricas.

Para graficar una funcién con base en los elementos referidos, esta debe tener la forma
y=Af(B(x—C))+ D, donde f es una funcion trigonométrica y A es real y B, C, D son
numeros reales positivos.

Asi que para trazar la grafica de g(x) =-3 sin(2x - Jr) —1, hay que transformar la expresion que
. T
define la funcion. Al factorizar 2 en la expresion sefialada, se g(x)= -3sin Z(x—E) -1. Las

transformaciones sucesivas de f(x) = SIn x para obtener g son:
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Las figuras 9 a 12 muestran los movimientos geométricos que permiten bosquejar la funcién g.

Como f(x)=sinx tiene periodo 27 se dibuja su grafica en [0,2;;]. En cada una de las
transformaciones se muestra un ciclo de la nueva funcién.

Una forma alterna de trazar las graficas de funciones que contienen expresiones
trigonométricas, se refiere a la identificacion de dos elementos propios de estas funciones: el
periodo y el desfase. El periodo ha sido explicado anteriormente. El desfase se refiere a un valor
del dominio de la funcién desde el cual se puede replicar un ciclo del modelo basico que se
asume para graficar este tipo de funciones. Se consideran en este andlisis funciones del tipo

y= f(Kx + M) con f unafuncion trigonométricay K un real positivo.

Se presenta la forma de determinar el periodo y el desfase de una funciéon del tipo
f(x)=sin(Kx+M) .Como el modelo bésico a usar para grafica f es y=sinx, se ha
demostrado que su dominio es 2. y se ha escogido el intervalo [0, 2n] para dibujar un ciclo del
modelo. Esto significa que para y = sin xse tiene que 0 < x < 2. Asi que se desea conocer
como varia x en el caso de la funcion f .
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Figura 28. Gréfica de f(x) =sinx
Fuente: propia
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Figura 29. Gréficade ) = SIN| X — E

Fuente: propia
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Figura 30. Gréficade ) = SIn 2 x - E

Fuente: propia
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Figura 31. Gréficade y = 3sin|2| x - 5

Fuente: propia
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Como la funcién seno tiene periodo 2z se afirma que 0= Kx+ M =<2m, por lo tanto
27

M M .
-M=Kx<2m-M yporconsiguiente——sxs?——.Asiquesiun ciclode y =sinx

) ) M
empieza en 0, se asegura que un ciclo de f(x) = sm(Kx+M)com|enza en — ra A este valor

se le denomina el desfase de f . Ahora el periodo de f es la distancia entre los extremos en los
2 M M . 27 )
que se mueve x es decir — — — + —, 0 sea que el periodo de f es —. Note que el periodo
K K K
y el desfase que se han determinados, son validos para funciones f* cuyo modelo base sea una
funcion de periodo 27 .

T
Para graficar f(x)=?>cos(3x+5)+2, se determinan el periodo y el desfase de

4 . . .
y= cos(3x + 5) que de acuerdo con los resultados del parrafo anterior son respectivamente

2T T
T y g Asi que dibujamos un ciclo de la funcidn coseno en el intervalo —g,— . ;Por qué

razon el extremo superior de este intervalo es sz ? Para completar la gréfica de f se recurre a
movimientos geométricos de la funcién esbozada. Las figuras 9 a 12 muestran el procedimiento.
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Introduccion

Uno de los aspectos importantes en el estudio de nociones en matematicas es la
comprensién y utilizacién de formas como se valida una afirmacion dentro de la
disciplina. Una de estas formas se refiere al proceso para mostrar que una igualdad es
valida para cualquier valor de la variable o variables que contengan la expresion. Se
propone entonces una mirada a las identidades trigonométricas y un examen cuidadoso
de la diversidad de conocimiento matematico que se pone en juego cuando se trata de
demostrarlas.
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Recomendaciones metodoldgicas

Las identidades trigonométricas son fundamentales en la formacion matematica de
todo ingeniero, es por eso que se recomienda al estudiante realizar un analisis muy
cuidadoso del documento aqui presentado, el adecuado analisis requiere que se
refuerce los principios algebraicos estudiados aqui o que haya tratado en cursos
anteriores, especificamente se requiere respecto a los procedimientos algebraicos de
factorizacion y racionalizacién, los cuales son de vital importancia frente a los elementos
considerados en esta cartilla. Se recomienda ademas la verificacion de los calculos
numéricos y procedimientos presentados, de tal manera que pueda ganar mayor
confianza hacia lo que sigue en el estudio del curso.
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Desarrollo tematico

Las identidades trigonométricas

Una identidad es una igualdad que es valida para todos los valores que admita la variable
o variables que aparecen en la expresion. Por ejemplo x = x es una identidad pues si se
asume que x es un numero real, la afirmacién de igualdad es valida para todos los
numeros reales. Note que una ecuacidon también es una igualdad, pero que no
necesariamente es valida para todos los valores que puede tomar la variable o variables
de la expresion.

En la ecuaciébn y-3=2, y representa un numero real cualquiera. Sin embargo
Unicamente si y =5 laigualada se vuelve una afirmacién verdadera.

En lecturas previas han aparecido algunas identidades e incluso se ha hecho un
o c sin

procedimiento para demostrarlas. Tal es el caso de la demostraciéon que tana = ,0
cosa

que sin’a +cos’ o =1. Las demostraciones consistieron en uso de definiciones de
funciones trigonométricas y en la utilizacion de operaciones entre expresiones
algebraicas. De forma amplia, estos son los elementos que se usan al demostrar
identidades trigonométricas.

De forma precisa, el proceso consiste en elegir unos de los lados de la identidad y
mediante el uso de identidades trigonométricas ya conocidas, en combinacién con las
operaciones de reales, o utilizaciéon de propiedades de operaciones, lograr obtener el otro
lado de la identidad. Se asume que se conocen y usan con propiedad una serie de
identidades conocidas como basicas. Las identidades que se demostraron en la presente
lectura se consideran identidades de este tipo.

Ejemplos N.1:

Se muestran a continuacién diferentes procedimientos que se utilizan en la demostracion
de identidades trigonométricas. No se intenta agotar dichos procedimientos, si no, por el
contrario generar ideas acerca de posibles acciones a realizar cuando se quiere demostrar
una identidad. Unicamente el trabajo amplio en demostracion de identidades, brinda la
experiencia para abordar en cualquier momento que se requiera el recurrir a identidades
trigonométricas como medio para simplificar expresiones o para transformarlas.

A. Demostrar que (1 + cot’ a)0052 a = cot’ . Uno de los procedimientos sugeridos

en la demostracion de identidades es expresar las funciones trigonométricas en
términos de seno y coseno. En este caso se escoge el lado izquierdo para empezar
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el proceso de demostracion. Es usual mantener el otro lado de la igualdad sin
expresion alguna, debido a que no se efectia trabajo alguno con ella.

. (l+ cot? a)0052 a=cot’a

2
cot” coso
"l l+——— cos’a = Uso de identidad bdsica: cot o = —
sm” a sma
.2 2
sin” o +cos” « ) . .
. — cos” a = Suma de fracciones algebraicas
sin” o
. —2) cos’a = Identidad fundamental: sin® o + cos” o =1
sin” o
cos’ &
"l —|= Multiplicacién de fracciones algebraicas
sin” a
2 2 ) . . coso
mcot"a=cot” a Uso de identidad bdsica cota = —
Sin &
sin’ x + cos’ x
B. Demostrar la identidad | ————— |=1-sinxcosx. Esta identidad permite

sin x + cos x

ver el uso de la factorizacion en la demostracion de identidades.

sin® x + cos® x .
-~ —|-sinxcosx
sin x + cos x

Al factorizar la suma de cubos del numerador se obtiene:
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(sin x + cos x)(sin2 X —sin xcos x + cos’ x)

sin x + cos x

Ahora, al utilizar la identidad fundamental sin* « + cos® a =1, se tiene:

(sin x + cos x (1 — sin x cos x)

sin x + cos x

Finalmente, se simplifica el factor sin x+cos x

1—-sinxcosx=1-sinxcosx

C. Lademostracion de identidades trigonométricas requiere en muchas
circunstancias el uso de propiedades de operaciones de los nimeros reales. Al

—sin4 _ cosA

cosd 1+sind’

efecto, veamos la demostracién de la identidad !

Note que no hay posibilidad de factorizar cualquiera de las expresiones de la
identidad. Una forma de proceder se muestra a continuacion.

l-sind  cosA4

cosd  1+sind

1+sin 4 - .
Se expresa 1 de laforma iy se multiplica asi:

1+sin 4
l-sinA\ 1+sind)
cos 4 1+sin 4

Al efectuar la multiplicacién de fracciones, se obtiene:
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1-sin® 4 B
cos A(1+sin A4)

Y mediante el uso de la identidad fundamental sin® & + cos® & =1, se tiene:

cos” A4 B
cos A(1 +sin A4)

Al simplificar el factor cos 4 se llega a:

cosd  cosd
l+sin4 1+sin4

Ejercicios:

Demostrar las siguientes identidades, mediante el uso de identidades trigonométricas
basicas, y propiedades de las operaciones de nimeros reales.

-1
1 1. %zcsc/l
1-sinx

2) 2. tana +cota =cscaseca
3) 3.tan* 4+2tan’ A =sec* 4-1
4) 4.sin(- A)=—sin 4

5) 5. cos(—A):cosA

secx tan z —sin x
6) 6 =

"l+cosx  sin’x
7) 7. (1-cosO)1+sech)cot =sin@

1+cosA_1—cosA
"l1-cosA l+cosA

=4cos 4
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9) 3Sll’1x—.f-8080X :§+2cs02 .
4sin x

10) tan B —cot B = (sin B — cos B)(sec B + csc B)

) tanz—1 sec’z—2

tanz+8 tan’z+9tanz+8

12) cotﬂLnﬂ:csc,B
l+cosf

1 1
=+ =
l+sin4 1-sin4

13)

14)Si o € IQ demostrar
15) [csca —cota  1-cosa
csca +cota sina

Identidades trigonométricas de dos dngulos

Se propone a continuacion el estudio de identidades trigonométricas para dos angulos,
las cuales generan férmulas de gran utilidad para el estudio de las mismas funciones
trigonométricas y en aplicaciones en el calculo diferencial e integral.

La demostracion de la identidad cos(4 + B)= cos 4 cos B —sin Asin B, se hace con base

en el grafico de la figura 11. Elementos a tener en cuenta de la figura son: los &ngulos 4,
A+ By (—B) estan en posicion normal.

Los segmentos OP, OQ, OR, OS se asumen de medida 1. Nétese que de acuerdo a estas
condiciones se tiene que si O(x,y) es un punto en el lado terminal de 4 entonces

X . . . . .
cos A === es decir cos 4 = x. De la misma forma, se tiene que sin 4 = y. Asi que las

coordenadas de Q se pueden escribir de la forma (cos A4,sin A).
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P(Cos(A+B) , Sen(A+B))

+Q(Cos A, Sen A)

Is(Cos(-B) , Sen(-8))

Figura 1. Coseno de la suma de dos angulos
Fuente: propia

Mediante un razonamiento similar se afirma que las coordenadas de P son
(cos(4+ B),sin(4 + B)) y las coordenadas de S son (cos(— B),sin(~ B)).

Ahora, al comparar AOPRy AOQS se concluye que son congruentes, porque tienen dos

pares de lados congruentes (opr, 00, OR, OS) y el angulo comprendido entre ellos
también es congruente. Asi que PR = QS . Estas distancias son calculables mediante la
féormula de distancia entre dos puntos, asi:

PR=0S

Jlcos(4+ B)—1F +sin>(4+ B) = y/[cos 4 —cos(— B[ + [sin 4 +sin(- B)]
Al elevar al cuadrado y hacer uso de identidades conocidas, se tiene:
[cos(4 + B)—1]" +sin?(4 + B)=[cos 4 —cos B’ +[sin 4 + sin BJ’
El desarrollo de las operaciones en cada lado de la igualdad permite simplificar asi:
cos’(A4+B)—2cos(A+B)+1+sin*(4+B)=

cos® A—2cos Acos B +cos®> B +sin’® A+ 2sin Asin B +sin’> B
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La utilizacion de la identidad sin* x + cos” x =1 simplifica la expresién a:
2 - 2cos(A + B)=2 —2cos Acos B+ 2sin Asin B
— 2c0s(A + B)z —2cos Acos B+ 2sin Asin B
Al dividir los dos lados de la ecuacién entre —2 se obtiene:
cos(4 + B)=cos Acos B —sin Asin B
Ejemplos N. 2:

a.La demostracién de la validez de cos(4 — B)=cos Acos B + sin 4sin B se plantea a partir
de resultados conocidos y demostrados como el de cos(4 + B), de la siguiente forma:

cos(4 — B)=cos(4 + (- B)) = cos 4 cos(— B)—sin Asin(~ B) = cos 4 cos B + sin Asin B

b. Asimismo la demostracion de la validez de cos(90° —A):sinA es sencilla, pues
cos(90° - A): c0s90° cos 4 +sin90° sin 4 =sin 4. Note que en el ultimo paso se han
usado los valores de cos90° =0 y sin90° =1.

c. La demostracion de la identidad sin(90° - A): cos A presenta una forma interesante
de aplicar identidades conocidas. Note que
cos A= cos(90° -90° + A): cos(90° - (90° - A)) Observe que la intencion de la
transformacion es usar la identidad conocida para cos(90° - A). Asi que
c0s(90° — (90" — 4))=cos 90" cos(90° — 4)+ sin 90" sin(90° — 4)=sin(90° — 4).

d. Una transformacion semejante a la realizada en el ejemplo anterior permite demostrar
que sin(A + B)z sin Acos B + cos Asin B. De acuerdo con el ejemplo b se afirma que
sin(4+ B)=cos(90° — (4 + B))=cos((90° — 4)— B) .(;:Como explicar este ultimo paso?). La
utilizacion de  identidades conocidas permite la  demostracién  asi:
c0s((90° — 4)— B)=cos(90° — 4)cos B +sin(90° — 4)sin B = sin Acos B + cos Asin B.
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Ejercicios:
Demostrar cada una de las identidades enunciadas.

s1n( )— sin Acos B —cos Asin B
2. cos(t+27)=cost
3. sin(t +27)=sint

4. tan(t + 7r) =tant

tan A +tan B

> tan(A i B)= 1—tan Atan B

6. cos(—%+ SAJ =sin54

7. Si Ay Bsonéangulos complementarios, entonces cos(34 + 8B)=—cos 5B

sin6bx cosb6x
8. + =cos2x

csc4x secdx

9. sin(a - ﬁ)sin(a + ﬂ)= cos’ f—cos’ a
10. cos(a + nz)=(~1)" cosa
11.sin(z — M — N)=sin(M + N)

Identidades trigonométricas de angulos dobles y angulos mitad

Las identidades para sumas o diferencias de angulos se usan para demostrar identidades
para un angulo que es el doble de un dngulo dado, o para un angulo que es la mitad de
un angulo especificado. Estas identidades son de uso corriente en técnicas de integracién
y se espera que su estudio genere una adecuada simplificacion o transformacion de
expresiones donde aparezcan.
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Ejemplos N. 3:

A. Demostrar que sin2A4 =2sin Acos A, requiere simplemente expresar 24 como
A+ A de tal manera que se tiene que
sin24 = sin(A + A) =sin Acos A+ cosAsin A=2sin Acos 4. Planteamiento

similares  permiten  demostrar que  cos24=cos’ A—sin’° Ay  que
2tan A

tan24=————.
1-tan” 4

B. Si asumimos que se ha comprobado que cos2A4=cos’ A—sin’> 4, se puede
demostrar una identidad importante en el célculo integral, cos24 =2cos* 4 —1.
Note que es preciso expresar sin’ 4 en términos de cos’ 4, lo cual se logra

haciendo uso de la identidad fundamental es decir sin® x+cos> x=1, de la
siguiente manera:

cos2A=cos* 4—sin’? A=cos> A—(l—cos2 A):cos2 A—-1+cos’ A=2cos* A—-1

A partir de la identidad que define cos24 también es sencillo demostrar que
cos2A=1-2sin’ 4.

C. Lasdos identidades que expresan cos2A4 en términos de sin 4 y cos 4 permiten

: X X : .
hallar expresiones para s1n5 y cosE. Para la primera de ellas, en la expresiéon

cos2A=1-2sin* 4 se toma x=2A4 con lo cual se obtiene cosx=1-2sin>

X

2
. 1-

Luego se procede a despejar sing . Asi que se concluye que Smgz + f <3208x .

D. Un tipo de identidades permite expresar suma y diferencia de funciones
trigonométricas en términos de productos de funciones trigonométricas. Una de
estas situaciones se muestra a continuacion.
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sin(A + B)— sin(A — B)= sin Acos B +cos Asin B — (sin Acos B —cos Asin B) =

sin Acos B + cos Asin B —sin Acos B + cos Asin B=2cos Asin B

Por lo tanto se asegura que sin(4 + B)—sin(4 — B)=2cos Asin B. De donde es

correcto afirmar que cos Asin B = % sin(4 + B)—sin(4 — B).

Funciones trigonométricas inversas

Restriccion de funciones

En lecturas previas se ha afirmado que una funcién tiene inversa o es invertible si es uno
a uno. Para el caso de las funciones trigonométricas, debido al hecho que son periddicas,
es correcto afirmar que ninguna de ellas es uno a uno, por lo tanto no se podria hablar de
la existencia de la inversa.

Sin embargo, mediante una restriccion del dominio de cada una de las funciones
trigonométricas es posible considerar la existencia de la funcién inversa. Restringir el
dominio de una funcién consiste en seleccionar un subconjunto del dominio de la
funcion, en el cual la funcién sea uno a uno y que contenga (en este caso), la informacion
de los posibles valores de imagenes de la funcién estudiada.

Usualmente el dominio de f(x)=sinx se restringe al intervalo {— %,%}, pues en dicho

intervalo la funcién seno asume todos los valores posibles, es decir los numeros reales
entre —1y 1yademas la funcién es uno a uno.

Asi que la funciéon seno restringida a dicho intervalo se escribe f(x): sinx, con
——<x< 5 En este escrito para referirnos a la funcién restringida, se hard mediante la
notacion: f(x)= sinx. (La diferencia est en el tipo de letra usado y en la negrilla de los

caracteres). Note que el dominio de f(x)= sinx es [—%,%}y surango es [—L1].

Las figuras 1y 2 muestran las graficas de f(x)=sinx y f(x)=sinx.
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Figura 2. Gréficade ) = sin x

Fuente: propia
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-1+

Figura 3. Gréfica de f(x) = sinx
Fuente: propia

Mediante razonamientos similares se construyen las demds funciones trigonométricas
restringidas. En el caso de f(x)= cosx sudominio serestringea [0, 7]y para f(x)= tanx

. . . T
se considera como dominio el intervalo (—E,EJ

Las figuras 3 a 6 muestran las funciones trigonométricas coseno y tangente en su dominio
y las funciones f(x)=cosxy f(x)=tanx.

Se invita al lector para que esboce las graficas de las funciones cotangente, secante y
cosecante restringidas de tal forma, que se conviertan en funciones uno a uno.
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- T 3f/2 2m

Figura 4: Gréficade ) = COS X
Fuente: propia

Figura 5. Gréfica de f (x ) = cosx
Fuente: propia
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Figura 6. Graficade ) = tan x

Fuente: propia
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Figura 7: Gréfica de f(x) = tanx

Fuente: propia

Las funciones trigonométricas inversas

Una vez definidas las funciones trigopnométricas restringidas en su dominio, de tal forma
que sean funciones uno a uno, es posible determinar y estudiar la funcién inversa de cada
una de ellas.

Si f(x)=sinx, entonces la funcién y =sin™' x se denomina la funcién inversa de x. La

expresion y =sin"' x.

Equivale a afirmar que x =sin y. La funcién inversa de f(x):sinx también se escribe
comoy = arcsin X.
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Como se tiene que D, = [—%,%} yque R, = [— 1,1], note que el dominio de y =sin~' x

T . :
es [-1,1] y surango es [—5,5} Los ceros de la funcién inversa se tienen para valores x

tales que 0 =sin"' x. Esto quiere decir que sin0 = x, 0 sea que x =0. El intercepto de la

gréfica de y =sin~' x con el eje vertical se encuentra mediante la imagen de 0, es decir
- . . T T . ..

y=sin" 0, lo que significa que siny =0 con —ESySE, es decir, y=0 es el unico

angulo que en este intervalo cumple la condicién. Con esta informacién y algunos puntos
dela funcién obtenidos con la equivalenciaentre y =sin™ x y x =sin y (como se muestra
en las tablas) se esboza la gréfica correspondiente, ;qué se muestra en la figura?

Valores para x =sin y Valores para y =sin"' x
x| 7| 7© |07 |7 x | -1 J2 10 2 |1
R 2|2
-1 B Q 0 Q 1 T T 0| x T
7 2 2 Y| T2 | 4 4 |2

Ejemplos N. 1:

A. Como f(x) =sinxy y =sin"’ (x) son funciones inversas, entonces se cumple que
sin(sin‘l(x)): x o también que sin(arcsin x)= x con la condicién que —1< x<1.

Asimismo se tiene que sin'(sin y) = y 0 en forma equivalente arcsin(sin y)= y
siempre que =y <y< S Es importante construir con las demas funciones

trigonométricas restringidas y sus inversas, igualdades similares a las indicadas,
con las condiciones necesarias para cada una de ellas.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina  [KES




3/
/21

/44

-mt/4+¢

-m/21

“3m/4+

Figura 8. Grafica de f(x) =arcsin x

Fuente: propia
Es correcto afirmar que sin[sin" (%D = g pues se tiene que —1< % <1.Sin

o . . 5w . .
embargo al evaluar la expresion sin 1(S1n? es incorrecto afirmar que se

. Sx . T
obtiene o pues este valor no pertenece al intervalo 35 En este caso se
evalua en primer lugar la expresién s1n? y luego se evalua la expresion que
. .. . . 4 . S« .41 V4
contiene la funcion inversa. Se procede asi: sin s1n? =sin 5 = e Note

T . T T
que — pertenece al intervalo | ——,— |.
6 22
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B. Para determinar el valor de la expresion cos 1[tanT , €s usual proceder de la

- . . _ 3z
siguiente forma. Se nombra la expresién, por ejemplo como 4 = cos 1(tan7j y

se evalda la funcién trigonométrica, obteniéndose la expresién 4 = cos™'(~1).Esta

igualdad equivale a cos4=-1con 0<A<x. Asi qued=r. En este tipo de
evaluaciones se recurre a valores de funciones trigonométricas de angulos
particulares y conocidos (cuando se quiere expresar en forma exacta el valor de la
expresion) o a una calculadora para hallar valores aproximados.

L . . 43
C. Ladeterminacién del valor preciso de la expresion s1n(cos IZ se hace con base

en la definicién de razones trigonométricas de angulos agudos de un triangulo
rectdngulo, o con base en la definiciéon de las funciones trigonométricas de un
angulo en posicién normal. Una forma de proceder consiste en nombrar la
expresion que contiene la funciéon trigonométrica inversa, por ejemplo

3 S )
B=(cos‘1 Zj en este caso. Esto significa que cosB=~= por lo cual el célculo

3
4
pedido se reduce a determinar el valor de sin Bcon 0 <
este caso B es un angulo agudo. (;Por qué?).

B < r.Es decir que en

D. Es habitual simplificar expresiones que contienen funciones trigonométricas
inversas y escribirlas en términos algebraicos de las variables que aparecen en la
expresion. Para simplificar la expresion tan(arcsin x) en términos de x se procede
en forma similar a la realizada en el ejemplo anterior. Si se asume x > 0, se nombra
la expresién que contiene la funcién trigonométrica inversa y se representa la
situacidn en un tridngulo rectangulo.
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Ejercicios:

1. En la discusion tedrica se ha mostrado una forma de esbozar la grafica de la funcién
y=sin"" (x) Sequir este procedimiento para graficar las demdas funciones trigonométricas
inversas.

2. Calcular cada una de las expresiones dadas. Use calculadora si es necesario.

a) cot"(tan zj
4

C Uno de los angulos agudo se
nombra como B . Por lo tanto el
cateto adyacentea B mide 3y la
4 b hipotenusa mide 4.

Para determinar el valor de sin B
se determina la medida del cateto

B 3 A opuesto a é .

Figura 8. Tridnguo Rectangulo
Fuente: propia

Se tiene que 4° = bh* +3? . Asi que
7 =b*y por lo tanto

b= \/7 Esto significa que

V7

sinB=—
4

b) cot™ (tan %}

c) sin'(sec0)

3. Calcular cada una de las expresiones dadas. Use triangulos rectangulos o angulos en
posicidon estandar para ilustrar las situaciones.

A. sin[cos_1 0]

_ Fundacién Universitaria del Area Andina
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E. sin| sin” 12 —cos![ > . Sugerencia: Nombre 4 =sin"' 12 y B=cos” 3
13 5 13 5

F. sin 2sin1(iﬂ
5

4.Six >0, escriba en términos de x cada una de las expresiones dadas.

A. cos(tan_l x)

B. b) csc| cos™ al
{ (\/xz + 4D

C. s1n(2 tan~ x)

D. d) cos(% cos™ xj
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5. Trazar la gréfica de cada funcion. Utilizar movimientos geométricos sobre funciones

trigonométricas basicas.

a) y=cos'(x—1)+2

b) y =-3sin"' 2x

AT B

Figura 9. TridnguloRectangulo
Fuente: propia

Ecuaciones trigonométricas

Sea arcsinx = 4. Esto
significa que sinx = 4. Por lo
tanto para simplificar
tan(arcsin x), basta determinar
el valor detan 4 . De acuerdo
con el grafico se tiene que el

cateto opuesto a 4 mide x y
la hipotenusa mide 1.

Asique 1’ =x* +¢”. Porlo
tanto, ¢ =+/1—x? . Se sigue
X

que tan 4 =
1+x

2 -

Expresiones de igualdad que contienen funciones trigonométricas cuyos angulos estan
expresados en términos de variables y que son verdaderas para algunos valores de la
variable, se denominan ecuaciones trigonométricas. Se propone el estudio de formas de
determinar soluciones de ecuaciones trigonométricas. Se hard uso del conocimiento
sobre solucion de ecuaciones como las lineales, cuadraticas, racionales, etc. Asi como
también se recurre al uso de identidades trigonométricas.

Es comun plantear dos escenarios para la solucién de una ecuacion trigonométrica. Uno
de ellos es aquel donde se asume que la variable admite cualquier valor real condicionado
ala funcion trigonométrica en consideracion y otro donde se especifica un intervalo en el
cual se quieren hallar las soluciones de la ecuacion. En general, el intervalo para la

segunda situacion es [0,27:].
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Asi que la solucion de cosx = 5 en [0,277] se obtiene teniendo en cuenta que cosx = 5

: a1 - : . :
equivalea x =cos™ 5 lo que significa que es necesario hallar x dngulo en radianes cuyo

coseno sea 1. Note que x es un angulo del primer cuadrante o del cuarto cuadrante. De

. . T 1
acuerdo con el estudio en lecturas anteriores se ha mostrado que cos— =—.

Este angulo es del primer cuadrante y a la vez es el angulo ¢ de referencia para hallar el
angulo x del cuarto cuadrante que también es solucidon de la ecuacion. Se tiene que

, T Sm . L -
t=2mr—x,asique x=2rx 3 = 3 Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacion es

T 5w

==

33
Ahora, si se asume que la ecuacion se soluciona en R basta usar la periodicidad de la
funcion coseno (que es2z) y expresar el conjunto solucion como

{x:x=%+27zk, 0 x=5?7[+27zk,con keZ}.

Ejemplos N. 2:

a. El procedimiento para solucionar la ecuacién 2sinx +4sin’ x =0 en [0,27z]se apoyaen
el uso de propiedades de los reales, de la siguiente forma:

2sinx+4sin’x=0 Factorizacion del binomio.
2sin(1 +2sin x) =0 Propiedad de los numeros
reales.

2sinx=0,0, 1+ 2sinx=0 , .
Despeje de sin xen cada

. ) 1 ecuacion.
sinx=0,0, sinx = _E

xX= sin"l(O), o, x=sin" = (— %j Despeje de x.

Las soluciones de x =sin”' 0 en [0,271']50!’1 x=0,7,27. ;Porqué?
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Para obtener la solucién de x=sin"'(~1) en [0,27], hay que tener en cuenta que de

. e s s /A
acuerdo con la definicién de la funcidn inversa del seno, x {—5,3}

Asi que utilizando valores de dngulos particulares estudiados antes o una calculadora se

obtiene que x = —%.

Para hallar la solucién en el intervalo especificado, se asume que el angulo de referencia

T, .
es t=€y como x debe ser un angulo del tercer cuadrante o del cuarto cuadrante

. Vs T ]
entonces se tiene que r=x—x,0 t=27—x, por lo tanto—=x-1r, g:2n—xy asi

V4
X=—,0x=——.
6

6

] . . s Tr 11
Asi que el conjunto solucién de la ecuacion es {0, ﬂ,?ﬂ,?ﬂ-,zﬂ'}.

b. Para solucionar la ecuacién sin® x = 2cosx — 2 en [0,27], se tiene en cuenta que al usar

la identidad sin®x+cos’x =1 se logra escribir la ecuacién en términos de cosx y se
obtiene una ecuacién cuadratica. Se procede entonces de la siguiente forma:

. 2 2
sin” x =2cosx—2 sin“ x=1-cos” x
l1—cos’x=2cosx—2 Igualar la ecuacioén a 0.

cos? x4 2cosx—3=0 Factorizacion del trinomio.

(cosx+3)cosx—1)=0 Propiedad de los reales.

Despeje de cosx.
cosx=-3,0,cosx=1

Despeje del angulo.

x=cos'(~3),0, x=cos (1)
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Observe que la ecuacién x =cos™(~3) no tiene solucién, pues la funcién inversa del
coseno tiene como dominio el intervalo [-1,1]. La ecuacién x = cos™'(1) tiene solucién en
x=0,0 x =7.Luego, la solucién de la ecuacion dada es {0, 7 |.

c. Un procedimiento para resolver la ecuacion sin 2x = tan xsin 2x en [0,277]requiere un

manejo particular en cuanto se consideran diferentes tipos de dngulos. Una forma de
determinar el conjunto solucién de la ecuacioén es:

sin 2x = tan xsin 2x

sin2x —tanxsin2x =0

) Igualar la ecuacioén a 0.
sin 2x(1 - tan x) =0 9

) Factorizacién del binomio.
sin2x=0,0,1-tanx =0

Propiedad de los reales.
sin2x=0,0, tanx =1

2x =sin'(0), o, x = tan"'(1)

Note que el angulo en la ecuacién sin2x=0 es 2x, asi que se realiza la siguiente
consideracion para determinar los valores x que hacen verdadera la ecuacién: Como se
tiene que 0 < x <27, entonces 0 <2x <4z m. (;Cudl es la razdén de esta afirmacion?). Asi
que se determinan dngulos entre 0y 47 para los cuales el valor de la funcién seno sea 0.

Entonces se tiene que 2x =0,7,27,37,47 y por lo tanto x = 0,%,%,%,27[ .

Las soluciones de tan x =1 son dngulos del primer cuadrante y del tercer cuadrante. En el
primer cuadrante se tiene que x=, que a la vez es el dngulo de referencia t para
determinar el dngulo x soluciéon del tercer cuadrante. Como se tiene que ¢ = 7 — x para
x en el tercer cuadrante, entonces x =57 . En suma el conjunto solucién de la ecuacién

es {O,E,%,ﬂ' 5—7[ 3—7[ 272'}

94’29

4
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