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MATEMATICAS - SEMANA 1

\ FUNDACION UNIVERSITARIA

DEL AREA ANDINA

‘ Personeria Juridica Res, 22215 Mineducacion Dic. 9-83




UNIDAD

.

En esta cartilla se aborda la construccion del conjunto de los ntimeros reales,
con los diferentes subconjuntos que lo componen, las caracteristicas y las pro-
piedades operativas.

Es importante leer cuidadosamente el contenido de la cartilla. Al interpretar
cada una de las expresiones, le permite comprender los elementos expuestos
para asi aplicar los contenidos y asimilarlos.

Frecuentemente, para solucionar situaciones cotidianas, se requiere diferenciar

los conjuntos numéricos sobre los cuales se esta trabajando y con ellos sus pro-

piedades.

Fundacién Universitaria del Area Andina




METODOLOGIA

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La pri-
mera hace referencia a la lectura completa del médulo, realizando la respectiva interpretacion,
analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el contenido
del mismo. La tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones generales,
particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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- MAPA CONCEPTUAL '

DEL MODULO
b .
NabGurales EnGeros Racionales Irracionales
N

Poseen unas

Operaciones

Propiedades Ejemplos
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OBJETIVOS Y COMPETENCIAS

Objetivos

Comprender el conjunto de los nimeros reales, sus subconjuntos, operaciones y propiedades

5.1 Identificar los subconjuntos que conforman los nimeros reales

B Identificar las caracteristicas de los elementos que conforman los subconjuntos de los na-
meros reales.

Relacionar las caracteristicas de los nimeros de cada uno de los subconjuntos que confor-
man cada uno de los conjuntos de los nimeros reales.

B Entender que los conjuntos numéricos se diferencian entre si.

Aplicar los subconjuntos que conforman el conjunto de los niimeros reales a la solucion
de situaciones sencillas

Competencias

5.2.1 Diferencia los elementos que conforman los subconjuntos de los nimeros reales.

5.2.2 Entiende las caracteristicas de cada uno subconjuntos que conforman el conjunto de los
ntmeros reales.

5.2.3 Aplica los subconjuntos que conforman el conjunto de los nimeros reales a la solucion de
situaciones dela cotidianidad.
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DESARROLLO TEMATICO

61 Componente Motivacional

En la cotidianidad este tema sirve para solucionar situaciones reales o ideales de manera efi-
ciente, aporta herramientas teoricas para identificar apropiadamente los conjuntos numéricos
con los cuales se ha construido y se soluciona la situacion, su estructura y sus propiedades.

Por ejemplo, identificar la diferencia entre las fracciones y los enteros, permite comprender los
mecanismos procedimentales para la aplicacion de las operaciones basicas y con ellos la solucion
de situaciones cotidianas.

6.2 Recomendaciones académicas

La presente cartilla contiene la fundamentacion tedrica de los nimeros reales, su estructura, los
subconjuntos que lo conforman y las propiedades de este conjunto numérico. Encuentra, ademas
de la fundamentacion teorica, ejemplos a situaciones como orden de los nimeros, localizacion de
los ntimeros en la recta real, construccion de fracciones, expresion de fracciones como decimales,
concepto y organizacion de intervalos, diferenciacion de racionales e irracionales y la identifica-
ci6n de las propiedades de los reales.

La matematica es mas sencilla de lo que nos parece. Es la utilizaciéon y aplicacion de normas o
leyes denominadas propiedades. Cuando se aprende apropiadamente estas propiedades, puedo
afrontar de manera correcta cada una de las situaciones o ejercicios que nos solicita, por esto
la matematica no es dificil, lo que resulta complicado es comprender y aplicar las propiedades
que orientan el desarrollo de la misma asignatura.

Cada uno de nosotros puede llegar a manejar la matemdtica cada dia de mejor:

Todos, de una manera u otra podemos llegar a manejar, cada dia mejor la matematica, situa-
ci6n que por experiencia les puedo mostrar que es verdad.
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6.3 Desarrollo de cada una de las unidades tematicas

COMPETENCIA GENERAL

COMPETENCIA ESPECIFICA

El estudiante aprende las caracteristicas de
los subconjuntos de los nimeros reales.

El estudiante diferencia las caracteristicas
de cada subconjunto de los nimeros reales.

El estudiante relaciona las caracteristicas

El estudiante escribe niimeros de acuerdo

de los nimeros de cada uno de los subcon- | a caracteristicas de los mismos.
juntos que forman los nimeros reales.

El estudiante entiende que los subconjun- | El estudiante entiende las caracteristicas de
tos numéricos tienen caracteristicas parti- | los subconjuntos numéricos.
culares.

NUMEROS REALES

Para iniciar el trabajo propuesto para esta cartilla, es importante establecer un concepto de na-
mero. Se considera nimero a la expresion de la cantidad con relaciéon a una unidad especifica,
los cuales se organizan en conjuntos numéricos o en sistemas numeéricos, para el caso se trabaja
sobre el sistema de los nimeros reales. Es un sistema porque, al operar los nimeros con las ope-
raciones basicas, se comportan los resultados de una manera particular.

El sistema de los nimeros reales es una creaciéon de la mente de la humanidad que se ha de-
sarrollo durante un periodo de miles de afos, se representa con Ry esta conformado por el
conjunto de los nimeros naturales {0,1,2,3...} que, con sus inversos aditivos {...-3, -2, -1}
conforman el conjunto de los nimeros enteros.

Todos y cada uno de los elementos del conjunto de los ntimeros enteros que se puede expresar
como una razén conforman el conjunto de los nimeros racionales. Al unir el conjunto de los
racionales con los irracionales se construye el conjunto de los nimeros reales.

Subconjuntos de los nameros reales

Dos forma de representar los subconjuntos y las relaciones de contenencia entre los subconjun-
tos que conforman los nimeros reales son.'

1- GUSTAFSON, D. (2006).Algebra intermedia. México, D.F. México. Thomson editores.
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NUMEROS REALES

NUMEROS IRRACIONALES

NUMEROS RACIONALES

NUMEROS ENTEROS

FRACCIONES NO ENTERAS

NUMEROS ENTEROS NEGATIVOS

NUMEROS ENTEROS POSITIVOS

NUMEROS NATURALES
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Numeros naturales N

El conjunto de los nimeros naturales sirven para designar la cantidad de elementos con-
tenidos en un cierto conjunto. Este conjunto de nimeros representado con N, es un con-
junto de infinita cantidad de nimeros o conjunto infinito que se puede escribir como:
N=1{0123456,..}

Definicion de niimeros reales R?
Se define el conjunto de los ntimeros reales como el conjunto de los niimeros P que estan si-
tuados sobre una recta L, de tal manera que cada elemento de R est4 a una distancia P de un

punto fijo O.

Consideremos la recta L, localicemos un punto en L el cual se denomina Po y seleccionado un

segmento arbitrario AB cuya medida se llamara la unidad y se representa como m(AE) = 1

A
< > ——

Iniciando en el punto Po, se coloca de manera consecutiva, a lo largo de la recta, el segmento

AB.

L Po P1 P2 P3

| | l
| | | -

< L I
A

2- APONTE, G. (1998). Fundamentos de Matematicas Basica. México. D.F. México. Addison Wesley
Longman.
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De esta manera queda determinado un conjunto de puntos {Peo, P1,P2,.. Pn} de
modo que la distancia entre cualquier par de puntos consecutivos es la unidad. Esto es

m(PoP1)=m(P1P2 )= m(P2ZP3 )= m(P3P4)=-+= 1 Se establece una corres-

pondencia entre los puntos Po, P1, P2, P3,..... y el conjunto {0,1,2, 3,...} en la siguiente
forma:

a Po le asignamos el numero 0.
a P1 le asignamos el numero 1.
a P2 le asignamos el numero 2.

a P3 le asignamos el numero 3.

a Pn le asignamos el numero n.

Esta es una correspondencia uno a uno, es decir, cada elemento del conjunto determina un Pn
en la recta y cada punto Pn en la recta determina un elemento del conjunto. El niimero n aso-
ciado al punto Pn se llama coordenadas del punto Pn.

Si el punto P esta a la derecha de O, P es positivo y st P esta a la izquierda de O es negativo. Si
P coincide con O es cero, el cual es un niimero que no es positivo ni negativo.

Lo planteado anteriormente construye el conjunto de nameros enteros que esta formado

por el conjunto de los nimeros naturales y por el resultado de restar un natural con otro mayor,
o los que se denominan inverso aditivo.
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Orden de los tles

La definicion le asigna a los nimeros reales una propiedad de direccion, lo que significa que un
cambio en los signos de un nimero real invierte la direcciéon de la distancia representada por
tal nimero (con respecto del 0), Esto es, -(-a)=a, ademas se plantea la relacién mayor que (>) o
menor que (<) que son el mismo signo interpretado de dos maneras y de acuerdo a la posicion
de los valores. Es el caso de a mayor que b (a>b) que si leo de derecha a izquierda es b menor
que a (b<a) Siempre lo que esta en la parte ancha del signo es mayor que los que lo que esta en
la punta.

Por ejemplo, menos uno menor que tres se representa -1 < 3 y leido en direcciéon opuesta tres
mayor que menos uno se representa 3>-1. Segtn el punto que representa b, estd a la izquierda
de a 0 a esta a la derecha de b.

Intervalos en los reales 3

Lo establecido permite desarrollar el concepto de intervalo que corresponde con los puntos de
un segmento o de una semirrecta en la recta real. Todo intervalo se puede expresar como una
desigualdad, lo cual pueden ser:

Abierto: (ab) = {xeER/a<x<b}

_M—

a b

Los extremos no pertenecen al conjunto

Cerrados: [a,b] = {xeR/a<x<h}

—M—

a b

Los extremos pertenecen al conjunto

3- APOSTOL, M. (2006). Matematica. Barcelona, Espana. Editorial Reverte.
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Abierto por la derecha: [a,b) = {x ER fa<x <b}

_M_

a b

El extremo izquierdo pertenece el derecho no

Abierto por la izquierda:(a.b] = {x ER fa<x =<b}

_M_

a b

El extremo izquierdo no pertenece, el derecho si

Es importante anotar que de acuerdo a la escritura de la desigualdad se escribe el intervalo
abierto: mayor que > o menor que <, con paréntesis y cerrado, mayor o igual que = o menor
o igual que < con corchete.

Propiedades de los intervalos

Sea I la familia de todos los intervalos de la recta real, se incluye en F el conjunto vacio @y los
puntos a = [a,a] tiene los intervalos las siguientes propiedades:

La interseccion de dos intervalos es un intervalo, por tanto:

Si A€ F,BeFentoncesAnBeF

La unién de dos intervalos no disjuntos es un intervalo, por tanto:

Si A€ EB €Fentonces AY Be F
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La diferencia entre dos intervalos es un intervalo, por tanto:

Si A€EB e EA¥ B,B% Aentonces A-BEeF

Ejemplo

Sean A = [2,4), B=(3,8). Entones An B = (3,4, AYB=[2,8A B=[2,3,B-A=[4,8)

Numeros Racionales Q

Observe que entre cada dos puntos que corresponden a dos nimeros naturales consecutivos,
hay un nimero infinito de puntos a los cuales no hemos asignado nimero natural alguno. Ade-
mas, hay otros niimeros que no son naturales a los cuales no les hemos asignado ningtin punto
de la recta. Esto sugiere que se amplia el proceso, de modo que a cada punto entre los nimeros
naturales se les asigna un nimero fraccionario en Q+.

Se define como ntimeros racional a todos los nimeros que se pueden expresar como el cociente
de dos nimeros enteros, siempre que el divisor sea un nimero diferente de cero. Como todos
los nimeros enteros n se puede expresar comon + 1 expresado como n/ 1, los nimeros enteros
forman parte del conjunto de los nimeros racionales.

Podemos asignar a '/ si dividimos el segmento (PoPT) en dos partes iguales (bisecamos el seg-
mento), podemos asignar a "2 el punto medio del segmento (PoPT),

0 P2 1

| | ] | |
! ! | ! ! -

Po1ij2 P1
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Si tomamos a [Pﬂplfﬂ) como la unidad, quedan determinados los puntos que corresponde a
Yo, 2/2,3/2,4/2,5/2,6/2..., segin se ilustra a continuacion

El punto 4 es la mitad del segmento [PQFL@) y al tomar el segmento [:.F'GPL.-‘;) como unidad
se pueden determinar los puntos s, 2/4, %1, 4/4, 5/4, 6/4,7/4.... Al hacer uso de la geome-

tria, se puede determinar el punto en la recta numérica a cualquier ntimero de la forma a/b
Ejemplos

Localizar en la recta numérica el punto P11 Lo que corresponde a 11/8.

___
a b

El extremo izquierdo no pertenece, el

’ . 3 . . e ey
Se puede expresar 11/8 como el nimero mixto 1 s (Se calcula al realizar la divisiéon de 11

en 8 quedando un entero y un residuo de 3 que se escribel E)
Esto significa que el punto que corresponde al 11/8 se encuentra entre P1y P2, los puntos

. 3
asociados con los enterosunoy dos, estoes 1 =<1 == 2

Se localiza el punto en el segmento (P1P2 ) al dividir el segmento en ocho partes iguales,
donde cada una representa 1/8. Se cuenta a partir de P1, para la derecha, tres de las ocho

partes. El valor que se asocia es 3/8 de unidades de P1 y corresponde a 1 %

Se localiza el punto P__ . que corresponde a 11/8

11/8

0 1 13/8 2 3
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Asi como se localiza de manera consecutiva el punto medio entre dos segmentos, se puede di-
vidir el segmento en tres partes localizando €l P, a la derecha de 0. Cualquier otra fraccion se

. o . . .y 3
localiza en la recta numérica de la misma manera que la localizacion del -

De acuerdo con las reglas de la aritmética la suma, la diferencia, el producto y el cociente
(siempre que el divisor no sea cero) de dos nimeros racionales son también nimeros racionales.

Los ntimeros racionales se pueden expresar en forma de numero decimal, los cuales pueden

ser finitos l= 3.5 o infinitos 1= 2,333333..= 2,3 ) vy estos altimos son periédico (que tiene
3 y p q

nimeros que se repiten de manera infinita). Para calcular el decimal equivalente al racional a/b
se calcula el resultado de dividir a en b.

El procedimiento para determinar la fraccion equivalente a un decimal es un poco mas com-
plejo por tanto se presentan varios ejercicios posteriormente.

Numeros Irracionales Q.

Existen lugares o puntos de la recta numérica que no se pueden definir como la particion del
segmento o expresado como una fraccién, a estos nimeros se le identifica como niimeros irra-
cionales Q. Se le llamo irracional por no poderse escribir como una razén o fraccion.

Se definen los nimeros irracionales como nimeros que poseen infinitas cifras decimales no
periodicas, razén por la cual no se pueden expresar como una fraccion. Estos nimeros son
descubiertos al tratar de resolver el longitud de la diagonal de un cuadrado de lado uno segin

el teorema de Pitdgoras siendo el resultado /2, siendo este el ejemplo mas claro.

Los ntmeros irracionales corresponden a las raices no exactas como
— = = = s~ , . , ,
V2,4 3,V5+47,V9, V4 ... Otro nimero representante del conjunto de los racionales es el nu-

mero Pi representado por la letra 7 es aproximadamente 3,1415926535..., donde su valor es el
cociente entre la longitud o perimetro de la circunferencia y la longitud de su diametro, del cual
se han calculado millones de cifras decimales y atin sigue sin ofrecer un patréon de periodicidad.

Al tener la raiz cuadrada no exacta de un nimero, como V' 13 se puede localizar sobre la recta
numérica de la siguiente manera.

Usando el teorema de Pitagoras se organizan el valor 13 unidades como hipotenusa, que
corresponde a un triangulo de catetos 2 y 3 unidades, tal como aparece en el siguiente grafico.

Al realizar la construccion del tridngulo sobre la recta numérica y con un compas, con una
apertura del tamario de la hipotenusa, se traza un arco que corte a la recta numérica lo que

localiza un segmento a partir de cero igual a ¥/13. Por tanto se localiza el nimero /13, asi:
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Un niimero que comparte caracteristicas similares al nimero anterior, es llamado nimero de
Euler, que representado por la e se le han calculado varios millones de nimeros decimales y no
se ha encontrado repeticion periddica alguna. Sus primeros decimales son 2,718281828459...

o phi también
es muy utilizado por artistas, en especial es conocido por las proporciones corporales usadas por
Leonardo da Vinci, que tiene un valor aproximado de 1.618033988...

Y otro niimero irracional es el aureo o razén de oro representado por la letra

Orden de los numeros

Los nimeros sobre la recta numérica estan organizados en orden dependiendo de la posicion
en la cual se encuentra, a esto se le ha denominado orden de los nimeros reales. Para encontrar
la relacién de orden, se pueden localizar los niimeros sobre la recta numérica y con esta infor-
macion asignar una comparacion entre ellos de mayor o menor que. Por ejemplo, ordenar los

siguiente nameros reales, -3, 2/3, — V23 , 3.45, V16

Examinemos cada nimero, el menos tres es tres unidades a la izquierda del cero por estar nega-
tivo, el segundo nimero 2/3 es positivo, por tanto esta a la derecha de cero, pero para localizar
el punto P2/3 que es donde esta localizado el niimero 2/3 tomo la unidad que esta a la derecha
de cero la divido en tres partes iguales y tomo el segundo segmento a la derecha del cero.

El lugar de — V23 ¢s a la izquierda de cero por ser negativo. Es importante aclarar que no
estoy calculando la raiz cuadrada de un numero negativo, es negativo el resultado de la raiz
cuadrada de un nimero positivo que es 25, por ello si se puede calcular. RECUERDE QUE
EN LOS REALES NO HAY UN NUMERO QUE MULTIPLICADO POR SI MISMO DE
UN NUMERO NEGATIVO, EN OTRAS PALABRAS, LOS NUMEROS NEGATIVOS
NO TIENE RAIZ CUADRADA EN LOS NUMEROS REALES.

Retomando la localizacién del — V22 recordemos que la V22 es 5 y como esta multiplicado por

~losea= V2S¢ negativo, queda a 5 unidades a la izquierda de cero.

Para localizar 3,45 en la recta numérica se realiza hace la conversion del decimal a fraccion de
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la siguiente manera: como es un numero decimal finito se cuenta en nimero de digitos deci-

males, que en este caso es 2, se multiplica y divide por la potenciade 10 ala 2 (102 = 10* 10 =
100 _ 345

100), asi: ~ ~° "0 weal simplificar queda,

345 _ &9

100 20. Esta fraccién tiene una caracteristica especial, el numerador es mayor que el deno-
minador, a lo que se le denomina fraccion impropia. (Cuando el numerador es menor que el
denominador se le denomina fraccién propia.)

b

S . , . a -
Por ser fraccion impropia se puede expresar como un nimero mixto, de la forma = = que
b

L @t - , . = . .
significa ¢ donde a esta a un numero de unidades de 0 y ¢ es una porcion de la siguiente
unidad.

6%

Para el caso de 20 se calcula la divisién de 69 en 20 quedando 3 enteros y un residuo de 9 que
5 £

se escribe ~ 20. Por tanto, por ser positivo, 20 queda a 3 unidades a la derecha de cero vy la si-
guiente unidad se divide en 20 partes y se toman los nueve primeros segmentos a partir de la
unidad tres.

Al localizar los nimeros sobre la recta real se tiene:

5 4 3 2 -1 0231 2  33asd

Valor absoluto

Otra definicion o identificar, es el de valor absoluto. Se denomina valor absoluto de un niimero
a la magnitud o nimero de unidades que hay entre la posicion del ntimero y el punto cero.

asia =0
la|l = .
—asia <0
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Esta interpretacion es explicada de manera que el valor absoluto de un ntimero real positivo es
el nimero mismo, en tanto el valor absoluto de un nimero real negativo es el nimero mismo
multiplicado por menos uno, el cual se representa por |P|. Esel casode |-5| =5, |3| = 3.

Se puede identificar también como la longitud de un segmento AE de tal forma que si se tiene
la grafica

Propiedades de los nimeros reales*

——
—

a 5]

Se denominan propiedades de los nimeros reales a postulados que no requieren demostracio-
nes y forman parte de reglas fundamentales. Si p, q y r son tres nimeros reales cualesquiera se
pueden plantear las siguientes propiedades:

Clausurativa de la suma: la suma de dos ntimeros reales es otro nimerorealp+q=r
El elemento idéntico o neutro: ¢l numero 0 es el inico elemento que conserva la identidad
de la operacion de la suma. Se menciona que todo numero sumado con cero o al sumar cero

con cualquier numero el resultado es el numero p+0=0+p=p

Asociativa de 1a suma: al realizar la suma de tres nimeros, se agrupan de cualquier manera
sin afectar el resultado. p+(q+r) = (p+q) +r

Conmutativa de la suma: el orden en que se realiza la suma no se afectan los resultados
ptq=q+p

En la operacion multiplicacion se consideran las siguientes propiedades:

Clausurativa de la multiplicacién: la multiplicacion de dos nimeros reales es otro nimero
realp*q=r

El elemento idéntico o neutro: el nimero 1 es el tinico elemento que conserva la identidad
de la operacién de la multiplicaciéon. Se menciona que todo numero multiplicado con uno o al

multiplicar uno con cualquier numero el resultado es el numero p * 1=1 * p=p

Asociativa de la multiplicacién: al realizar la multiplicacion de tres nimeros, se agrupan

4- JIMENEZ, J. (2005). Matematicas 1. Jalisco México. Editorial Umbral.
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de cualquier manera sin afectar el resultado. p * (q*r) = (p*q) * r

Conmutativa de la suma: el orden en que se realiza la suma no se afectan los resultados p*q
=qp

De la misma manera que los nimeros reales poseen propiedades relacionadas con las opera-
ciones de la suma, la resta y la multiplicacién, estan las propiedades de la igualdad que estan
relacionadas con expresiones que se construyen con operaciones, variables y valores reales lla-
madas ecuaciones.

Las propiedades a las que se hace referencia son:

Propiedad reflexiva: se establece que toda cantidad o expresion es igual a si misma. Si X es
una expresion o cantidad, se puede asegurar que X =X, 2m =2m,6+5=6+ 5.

Propiedad simétrica: consiste en variar el orden de los miembros sin que la igualdad se
altere, s1 39 + 11 = 50, entonces 50 =39 + 11, sia+ b = ¢, entonces ¢ = a + b.

Propiedad transitiva: consiste en que si dos igualdades tienen un miembro en comun los
otros dos miembros también son iguales, es el caso de:

Sia=bya=centoncesb =c
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6.31 Ejemplos, ejercicios o casos de aplicacion practica.
EJEMPLOS Y EJERCICIOS

Los numeros se pueden clasificar de acuerdo a los elementos que lo caracterizan en naturales,
enteros, racionales o irracionales.

Ejemplo.

En el siguiente cuadro indicar con una x a que conjunto pertenece el numero

Numero Natural Entero Racional Irracional
V7 X

5 X X X

—+/9 X X

1,245 X

0,1616 X

1. Completar la siguiente tabla, marcando con x el conjunto al que pertenece ya sea naturales,
enteros, racionales o irracionales.

Namero Natural Entero Racional Irracional
-3

2,7
3/7

V16

V2

2,33333.....

Vs

4/7

5
3.3555
0.12
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Para clasificar un ntimero en cada uno de los subconjuntos de los reales, requiere identificar las
caracteristicas de los mismos, por ejemplo -7 es un nimero entero por ser el inverso aditivo de
un natural, es racional porque se puede expresar de la forma a/b por ejemplo -21/3

2. A cada nimero indicar porque se identifica como elementos de un determinado subconjunto

a. V36
b.3,21212121...
c.5/3

d. %

e. M

f.9,6

g.__ 'I'E

h.17

3. Escriba dos niimeros que cumplan las condiciones planteadas.

a. Racionales que no sean naturales. ,

b. Entero que no sean naturales. ,

c. Real que no sean enteros. ,

d. Decimal finitos. ,

e. Decimales infinitos. ,

f. Real que no sea irracionales. ,

g Real que no sea racionales. ,

h. Decimales finitos. ,
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4. Localizar sobre la recta numérica real los siguientes valores y escribirlos en forma ascendente:

3/8,—2,2.35,5.4,—3/27.0.16
a. 5

b ‘ﬁ;ﬁ,—g, 1.25,3.5,—3/234,0.26

227,2,1.25,6.4,3/81,0.15,2 ,2
C. 4 25
4 VeLZ,1115,-54, V32,0218,% 2
—+9,2,-1035,— 6.4,— ¥81,2.115,3 2
e. 4 4 '3

5. Utilizando la notacion apropiada, escribir las siguientes afirmaciones:
a.a es menor que b

b. a no es menor que b

c. a no es mayor o igual que b.
d. a es mayor o igual que b

e. 3 es menor o igual que 2+1
f. 1 no es mayor que 3.

g b es menor que 7

h. 11 no es menor que 11

1. 5 no es mayor o igual que 12.
J- p es mayor o igual que q

k. m es menor o igual que n

1. r no es mayor que t.
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6. Colocar entre los siguientes pares de numeros el signo adecuado a la relacion entre los mismos:

a. 3...-9

b. 8%...7

c. 3%...9
d.-4...-8
e.-5....3
f-n..n/2

g 5.7

h. -4%...-11
1.-3%...-9
j.-14..8
k.-15/3....-5
l.-3e....n/2

7. Calcular

a. |3-5]|

b. |-8] +|3-1]
c. |[-3+35]

d. |2-5]-14-7]
e. [-3-6]

£13+ |-1-4|-3-]-8

g -2[-[-6[O)[]-2]-1]-6]]
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h.|3-7]-|-5

L -1-5]]

8. Indicar la propiedad que se aplica en cada enunciado

a.7+5=5+7

b.3+(5+2)=3+(2+5)

c.(6.3.1=6(3.1)

d.5.(8+4=5.3+5.4

e.7.1=7

£12+0=12

g. Vo=1
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6.3.2 Sintesis de cierre del tema.

NUMEROS REALES

Posee
OonfO?rr.xado de l
m NGmeros
m NUmeros . Orden
- NGmeros Intervalos
- NGmeros
Propiedades
ANB
AUB

=] Localizacion en la recta

= Valor absoluto

- Propiedades de los

Clausurativa
Idéntico
Asociativa
Conmutativa
Distributiva
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6.3.3 Actividades auto-evaluativas propuestas al estudiante.

1. Completar la siguiente tabla, marcando con x el conjunto al que pertenece ya sea naturales,

enteros, racionales o irracionales.

Nimero Natural Entero

Racional Irracional

4

-3,5

3/3

/25

3e

2. A cada namero indicar porque se identifica como elementos de un determinado subconjunto

a.—V9
b. -4,161616161...
c.4/3

d.2/7

e. 3]

3. Escriba dos nimeros que cumplan las condiciones planteadas.

a. Un nimero racional que no sea natural.

b. Un nimero entero que no sea natural.

)

c. Un ntimero real que no sea entero. ,

d. Un ntimero decimal finito. ,

e. Un decimal infinito periodico puro. ,
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4. Localizar sobre la recta numérica real los siguientes valores y escribirlos en forma ascendente:

,—3.15,6.8,—164,1.16

Efme 3
V27,

,—1.17,-634,Y625,13, 2, -

%fﬁ,—la—:, —1.5,11.5, —3125,10.26666 ...

5. Utilizando la notacién apropiada, escribir las siguientes afirmaciones:

a. p es menor que
b. m no es menor que c

c. k no es mayor o igual que L.
d. r es mayor o igual que t

e. 9 es menor o igual que 5 + 4

6. Indicar entre los siguientes pares de nimeros el signo adecuado a la relacion entre los mismos

(<, >, =):

a. 2...-7

b. 4%....12

c. 5%...25

d. - 10....- 4*5
e.-5....13
f-e....3/2
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. Calcular

a. |-3-11]
b. [-7| + |4-5]
c. |-6+(-5)|

d. [12-5] - |14-7]

[oe]

a.b5+3=3+5

b.2+(7+4)=2+(7+4)

. Indicar la propiedad que se aplica en cada enunciado:

c.(3.25=3(2.5)

d.42+3)=4.2+4.3
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REMISION A FUENTES
COMPLEMENTARIAS

B https:/lwww.youtube.comlwatch?v=x2EEmTWVhq8

B https:l/lwww.youtube.comlwatch?v=TC8d0KH]Dpw

B hitps:llwww.youtube.comlwatch?v=0f2wQohpbZo

B hitps:llwww.youtube.comlwatch?v=MOM Kv-8p-g
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UNIDAD

.

En esta cartilla se abordan las operaciones fundamentales entre los niimeros
reales, la suma, el producto, la potenciacion y logaritmo con las diferentes pro-
piedades relacionadas a cada operacion.

as propiedades, a las que se hace referencia, son los fundamentales para la
L dades, a 1 h f . los fund tal 1
posterior interpretacion y construccion de la generalizacion, informacion que
conocemos como algebra.

Ademas de la generalizacion, las propiedades juegan un papel importante en la
comprension de situaciones operativas complejas, como despejar términos en for-
mulas, hacer apropiadamente calculos y resolver ecuaciones de orden superior.
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METODOLOGIA

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La pri-
mera hace referencia a la lectura completa del modulo, realizando la respectiva interpretacion,
analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el contenido del
mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones generales,
particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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- MAPA CONCEPTUAL '

DEL MODULO
Operaciones
2N
Suma Multiplicacion Pobtencia Logaribmo
A b
Asociativa Distributiva

Elemenbto neutro

Opuesto o
inverso aditivo

Clausurativa
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OBJETIVOS Y COMPETENCIAS

Objetivos

I® Aplicar las propiedades de las operaciones con los nimeros reales.
I® Aprender las propiedades de las operaciones de los nimeros reales.
I Relacionar las propiedades de las operaciones de los nimeros reales.

I Entender las caracteristicas de las propiedades de las operaciones con nimeros reales y su
aplicacion en la solucién de situaciones cotidianas.

Competencias

(Cada unidad tematica debe describir claramente minimo tres objetivos de aprendizaje / com-
petencias correspondientes a la unidad, tema y subtema.

5.1 Diferencia las caracteristicas de cada una de las propiedades de las operaciones de los na-
meros reales.

5.2 Aplica las propiedades de las operaciones de los ntimeros reales.

5.3 Entiende las caracteristicas de las propiedades de las operaciones de los reales.
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DESARROLLO TEMATICO

6.1 Componente Motivacional.

Un conocimiento necesario en la construccion de la matematica, para avanzar en el despeje
de términos, solucion de ecuaciones y manejo apropiado de los nimeros son las operaciones
suma, producto, potencia y logaritmo de los nimeros reales y con ellas las propiedades que en
estas se aplican.

Este conocimiento es fundamental para estructurar la denominada factorizacion, temas, que en
muchos momentos, ha sido considerado de elevado grado de complejidad. Considero que tra-
bajar muy bien las propiedades de las operaciones suma y producto, permiten comprender los
elementos basicos de la factorizacion por ser esta una generalizacion de actividades particulares
como el uso de propiedades

6.2 Recomendaciones académicas.

La presente cartilla contiene las propiedades de las operaciones suma, multiplicacion, potencia,
radicacion y algoritmo de los nimeros reales, las propiedades clausurativa, asociativa, conmu-
tativa, del modulo y la distributiva de la multiplicacion respecto a la suma, ademas de ejemplos
relacionados con el tema, que permiten orientar el desarrollo de ejercicios para promover un
aprendizaje apropiado del tema.

Durante esta semana, se pretende que aprenda, ademas de las propiedades, la aplicacion de
estas, su apropiacion y su interpretacion en el orden operativo.
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6.3 Desarrollo de cada una de las unidades tematicas

COMPETENCIA GENERAL

COMPETENCIA ESPECIFICA

El estudiante aprende las propiedades de las
operaciones de los nimeros reales.

El estudiante diferencia las caracteristicas de
cada una de las propiedades de las opera-
ciones de los niimeros reales

El estudiante relaciona las propiedades de las
operaciones de los nimeros reales.

El estudiante aplica las propiedades de las
operaciones de los nimeros reales.

El estudiante entiende las caracteristicas de
las propiedades de las operaciones con nu-
meros reales y su aplicacion en la solucion
de situaciones cotidianas.

El estudiante entiende las caracteristicas de
las propiedades de las operaciones de los
reales.

OPERACIONES DE LOS REALES'

En el conjunto de los nimeros reales se identifican varias operaciones: suma, multiplicacion,

division, potenciacion y radicacion.

La suma de los nimeros reales, es una operacion que se efectiia entre dos nimeros, pero se

puede considerar la suma de mas de dos nameros.

El conjunto de los nimeros reales en la suma cumple las siguientes propiedades:

a+(b+c)=(@+h)+c ASOCIATIVA
a+b=b+a CONMUTATIVA
a+0=a NEUTRO O NULO
a+ (-a)=0 INVERSO

1- BELLO, I. (2005).Algebra. México, México, D.F. Cegange Learning Editores.
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En tanto la multiplicacion de los nimeros reales, también es una operacion que se efecttia entre
dos ntimeros, se puede considerar el producto en mas de dos factores. Al efectuar la multiplica-
ci6n se debe tener en cuenta la regla de los signos:

El producto de dos niimeros del mismo signo siempre da un valor positivo.

El producto de dos ntimeros de diferente signo siempre da un valor negativo.
Sia>0,b>0,a*b=c,conc>0

Sia>0yb<Ooa<Oyb>0a*b=cconc<0

Por ejemplo 3%(-2 )= -6 (-4 ¥ 7=-28 5% 4= 20 (-4)*(-9) = 36

En la multiplicacién de los nimeros reales se cumplen las siguientes propiedades:?

a*b*c)=(@*)*c ASOCIATIVA

a*b =b*a CONMUTATIVA

a*l=a NEUTRO O NULO

a* (1/a)=1 INVERSO MULTIPLICATIVO.

Propiedad distributiva
a(b+c)=a*b +a*c=ab +ac

Con el fin de estudiar las operaciones con los reales, es necesario examinar la forma de operar
en algunos subconjuntos, como es el caso de los nimeros racionales

Numeros racionales. Caracterizacion.
Recuerda que un nimero r es racional cuando se puede escribir de la forma a/b, en forma de
fraccion, donde a y b son niimeros enteros y b no puede ser cero, a corresponde al numerador

y b corresponde al denominador.

(Cada nimero racional puede representarse por un tnico nimero decimal (exacto, con un niimero
Jimato de decimales o con infinitas cifras decimales periddicas) o por infinitas fracciones.

Por gemplo 0,333333.... =1/3=3/9

Convertir una fraccién en expresion decimal

2- CONSEJO NACIONAL DE EDUCACION PARA LA VIDA Y EL TRABAJO. Propiedades de las operaciones con
nameros reales. México. D.F. México. Consultado en http://www.conevyt.org.mx/colaboracion/colabora/
objetivos/libros_pdf/sma3_ullecc7.pdf el 15 de agosto de 2013.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Sila fraccion es r =a/b, para transformarlo a decimal se debe efectuar la division decimal de a
en b.

Por ejemplo 23/9 = 2,7777777....= 2,7
Todo nimero racional al calcular su equivalencia en nimero decimal da un niimero finito o
un namero decimal infinito periddico. Si el numero decimal es infinito y no es periddico este

corresponde a un nimero no racional, es un nimero irracional

En otras palabras, se puede asegurar que cualquier nimero decimal periodico (incluidos los
ntmeros o con un numero decimal finito) se puede expresar en forma de fracciones

De la expresion decimal a la expresion fraccionaria.

Cualquier nimero decimal periodico (incluyendo ntimeros exactos o con un nimero decimal
limitado) se puede expresar en forma de fraccion a/b.

Si F es un numero racional escrito en forma decimal, es decir de la forma F=a,bccc.., con a, b,
¢ nimeros naturales entonces:

Sic = 0, se dice que f es un nimero decimal con un nimero finito de decimales. Por tanto
e Fio0™ . , ;- .
F=-=—3 siendo m el niimero de digito decimales de E
. 31456 x10° _ 31486 _ 15728 _ 7864 _ 3832 o
Por ejemplo 31,456 = = = = = implifica h.
or ejemplo 31, s 1000 o0 p— = que se simplifica hasta

llegar a la minima expresion.

Sic# 0yb =c,sedice que F es periddico puro de periodo c. Entonces

e __FuwMm-F . , , .
F = —=—_; ,siendom el nimero de digitos de c.

71.25462546T555 = 10% — 71,254625467538 __ 712475

Por ejemplo71,254625462546....= 10° 1 soog

Sic # 0yb #c decimos que F es periédico mixto de periodo c. donde

a _ F1gMm*— pag™
b 1M+ —q g™

F= , donde m es el nimero de digitos de b y n el nlimero de digitos de c.

. — 32,25136T36 « 10° 15— 32,2513 6T36 = 107 3221511
Por ejemplo 32,25136136 = _ i =
jemp ! 102 +5— 1% 559500
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OPERACIONES CON RACIONALES®

Cuando efectuamos operaciones con numeros racionales, es conveniente utilizar las fracciones
bl
para conseguir resultados exactos, para ello examinemos:

La suma de racionales

Para sumar dos racionales del mismo signo (llamado cominmente suma), o sumar dos niimeros
de diferente signo (llamado resta), existen dos casos diferentes. El primero es cuando los deno-
minadores son iguales (fracciones homogéneas) y el otro cuando las fracciones tiene diferente
denominador (heterogéneas)

En el primer caso se suman los numeradores y al resultado se le asigna el mismo denominador.

. 3 a  z 3+4-2 5
Por ejemplo = —— == ==-=1
jemp 5+5 5 5 5

En tanto cuando los denominadores son heterogéneos se busca el minimo comtn maltiplo (el
multiplo mas pequeno de varios nimeros) para construir fracciones equivalentes con el mismo

denominador.

. 1,5 7 . T ;
Por ejemplo para sumar PR calcula el m.c.m. (minimo coman multiplo) asi:

Por tanto el m.c.m. es 2 * 2 * 3 = 12 es el menor nimero que se deja dividir de manera exacta

por4, 6y 12.
4 B 12| 2
S I
N ]
J J U

l

|
|

Por tanto se calculan fracciones equivalentes a cada uno de los suman-
dos de tal forma que el denominador sea el m.c.m que para este caso es 1. Se busca un niimero
que multiplicado con el denominador dé el m.c.m y se multiplica numerador y denominador

1 1«3 _ 3 5 52 10 7 7

por esta cantidad asi: == —= —, —= = , —=
4 4.3 12" & B2 12 12 12

Se sustituyen las fracciones por las equivalentes, se suman como fracciones homogéneas y si el
resultado se puede simplificar se hace. De la siguiente manera:

3- SCHAAF, Wy PETERS, M. (2007).Algebra Y TRIGONOMETRIA. Barcelona, Espana. Editorial reverte.
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3 10 7 3+10-7 6

1
TS 12 12 2

Como se observa la sustraccion de fracciones no es mas que la suma entre una fraccion positiva
y una negativa.

Multiplicacion de racionales

La multiplicacién de racionales es muy sencilla. Se identifican los numeradores y los denomina-
dores, se multiplican los numeradores formandose el numerador del resultado de la multiplica-
ci6n y la multiplicacion de los denominadores forman el denominador del resultado. Siempre
busca simplificar, dejar la fraccién en la minima expresion.

a ¢ a=c
—_ . — =
b d b=d
. 4 5 _ 45 _ 4s5_ 20 _ 10
Por ¢jemplo-* == === — = — = —
3 & 36 3«6 18 5

Division de racionales

En tanto la division de racionales no es mas que el cociente entre dos racionales, cuando se tiene

&8 | € . . .. .
5 & 7se puede identificar su procedimiento de las siguientes maneras:
a
a B , , asd
-+ == % realizando producto de medios producto de extremos .
d &
a |, . 1 divi £ . ltinli . d . 1 e ey 1
3 T 7 scsusttuye e divisor ~ por en mverso multiphicativo —yse sustituye la division por la
. g ., e d s
multiplicacion quedando - = — =
b c b we
. 5 . 2_ 53 _ 5:3_ 1%
Por ejemplo— + == —% == = —
4 3 4 2 42 B

Potencia de enteros y racionales

es de presentar las propiedades de las potencias de los racionales es necesario recordar las
Antes d tar 1 dades de 1 t de 1 1 dar 1
propiedades de las potencias de los niimeros enteros.

3- APOSTOL, M. (2006). Matematica. Barcelona, Espana. Editorial Reverte.
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Al elevar un nimero a una determinada cantidad, significa que la base se multiplica por si mis-

ma tantas veces me indica el exponente, asi: a®" = a*ag*a*a*a*a*ag

n vecas

Por ejemplo 25 = 2% 2= 2% 2= 2 = 32 (—=3) =(-3)=(-3)=9

Es importante considerar que todo nimero elevado a un nimero par siempre da un valor po-
sitivo. Cuando la base es negativa y se eleva a un ntimero impar el resultado da negativo. Por

jemplo (—3)° = (=3) = (=3) = (—3) = —27

Las siguientes propiedades son aplicadas posteriormente en otras propiedades y otros conjuntos
nameros.

Todo nimero elevado a la cero da unoa” = 1; 5° = 1; (=3)"=1; —(4)" -1

El producto de dos términos iguales de diferente exponente da por resultado la base elevada a

la suma de los exponentes. @™ = a® = a™ " Ejemplo 3% = 3% = 37 = 2187

La potencia de una potencia implica la base elevada al producto de las potencias, por ejemplo
(23]4 — 2334 — 212 ((_3]3]2 — (_3]6 = 729

Elproductode potenciasdel mismo exponente es otrapotenciacon el mismo exponentey cuyabase
eselproductodelasbasesa™ # b™ = (a = b)™ Porcjemplo 3% = 2% = (2= 3)° = 6° = 7776

Propiedades de los exponentes de racionales*

S1 un nimero racional posee distintos exponentes para distinto numerador y denominador

m
. , . . . . o .
solo se procede a potenciar cada término y se simplifica si se puede. Por tanto: = Por ejemplo

3 33

_ %
5]

A e |
& LELEL

Cuando el término de una fraccién se cambia de numerador a denominador o de deno-

. . . . i _ e 1 &t .
minador a numerador la potencia cambia de signo — = —/—; — = | Por ¢jemplo:

—1 1 2 —
3‘=—..:—5_=E°?‘5-:El
3= 5

Cuando es la misma base la que esta en el denominador y en el numerador, con distintos ex-
ponentes, se traslada la base con menor exponente a multiplicar la base con mayor exponente

2 1 1 1

aplicando la propiedad anterior. Para este desarrollo se procede asi:z—5 = ELoE e

A=
r

ra

Al elevar un racional a una potencia, se eleva cada término de la fraccion a dicha potencia. Asi:

4- GUSTAFSON, D. (2006).Algebra intermedia. México, D.F. México. Thomson editores.
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(a)” _a® ol (2)4 * 16
—| = mporejemplo|{-| = 7= —
b pr POT JEMPIO | 5 ¥ o8

En caso de que la potencia corresponda a un valor negativo, se movilizan los términos y da
la impresion de generar la inversion de los términos abajo y el de abajo para arriba. Asi:

()" = () porciempio (3) "= (3) = = =%

Operaciones con nameros decimales mencioné anteriormente, los racionales se pue-
den expresar como nimeros decimales, los cuales se operan de particular manera. Por ejemplo
para sumar se deben organizar acorde a la posicion de la coma, término bajo término. Asi por
ejemplo para sumar 324,3578con 2,3457 y con 0,32456676 se organizan teniendo en cuenta
la coma de la siguiente manera

3 2

4,
2,
0

7

www

5
4 5 7

2 4566 76

Los ultimos digitos no tienen aparentemente nimeros, recuerde que son ceros quedando la
suma asi:

324 35780000

2, 3457 0000
+ 0, 3 2 45 6 6 7 6
327,02 806 6 76

La coma sigue en la misma posiciéon que traia los nimeros anteriores.

La multiplicacién que se desarrolla entre dos nimeros se realiza la multiplicacion de las ex-
presiones y se desplaza la coma de derecha a izquierda un niimero de posiciones igual que el
numero de decimales tiene los multiplicandos. Por ejemplo multiplicar 3,25 con 8,3. Como son
tres decimales se correr la coma tres posiciones, quedando 26,975

3, 2 5
X 8, 3
9 7 5
2 6 0 0
2 6, 9 7 5
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Ya para la division de dos nimeros decimales se examina la cantidad de nimeros decimales que
hay en cada término y se multiplican los dos términos para que queden del mismo namero de
decimales y se procede a realizar una division normal. Por ejemplo a dividir 34,25 en 2,1578.
Comparemos el nimero de decimales en cada termino, el primero tiene dos el segundo cuatro
por tal razoén los organizo dividendo sobre divisor y multiplico por 10* para desplazar la coma
hasta hacer de los dos nimeros enteros. As:

3 4 2 5 x_10°
2, 51

7 8 x 10¢

7

Quedan las expresiones

3 4 25 00
2 517 8

Que al dividir da 13,603145603...

Propiedades de los radicales®

Si r €R es un ntmero real, se cumple que r =y < r= " Este conjunto numérico
cumple las siguientes propiedades. Es importante recordar que las raices pares de los nimeros
negativos no se pueden calcular en los nimeros reales por no existir un nimero que multipli-
cado por si mismo de un numero negativo, Para ser la multiplicaciéon de dos nimeros negativa
se requiere que un numero sea negativo y el otro positivo por tanto son dos nimeros diferentes
no el mismo namero.

El producto de raices iguales de términos distintos, es la raiz del producto de los dos términos

Va= Vb = Ya=b, porejemplo

En un cociente de términos diferentes con raices iguales se puede expresar como un cociente de

- _— —_
. , a n|a . §T7 527 3
una misma raiz, = = — por ejemplo = ==
’ f B f
v WP VE A 8 z

n

. . . m — . N ——
Existe una relacién entre el radical y el exponente Va™ = am por ejemplo V5% = 5

m |

5- APONTE, G. (1998). Fundamentos de Matematicas Basica.. México. D.F. México. Addison Wesley
Longman. p. 343.
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Racionalizacién®

Se denomina racionalizacién a reducir las raices de los denominadores de una expresion,

1
por ejemplo para racionalizar — se debe tener en cuenta que V2 = 2~ como se pretende am-
plificar la fraccién de tal manera’ que el denominador quede un nimero sin raiz, se recuerda que

a® g™ = rxmﬂfy como 21 # 21 = 2 | entonces se multiplica numerador y denominador por la

misma cantidad 2=

Por tanto

" | L
(=
B
(=

[ o=} ,_"’I"
-

ra | il

<
r-:|'|| =
[
k1
[
1
-

. . . . 1 EE 1
Si se quiere racionalizar 7= se recuerda que V5= 5=y como ;T
Y .

w1 | k3

3
=3 = len otras palabras

lo que le falta a 1/ para ser 1 es 2/3 se multiplica 5% con 5% en el denominador y numerador, asi:

. N . 1
Cuando se quiere racionalizar una expresion de la forma =5 S¢ debe recordar que
3

(a+b)a—b)=a*—b*loque perm1te reducir las raices cuadradas en un término y si es con raiz
cibica (a—b)(a*+ab+ b*)=a*—b? y (a+b)(a®—ab+ b*) = a®*+ b® para
reducir expresiones que tiene raices cubicas en los términos del polinomio. Estas expresiones son las
conocidas como conjugadas.

Por ejemplo, racionalizar —— se determina que su conjugada es 3 + V2 expresion que multiplicamos

-z
. , 1 3+/T 3+7 3447 3437 ., .
numerador y denominador, asi: s s es o LT quedando la expresion raciona-
: W< W — L
lizada.

6 APONTE, G. (1998). Fundamentos de Matematicas Basica.. México. D.F. México. Addison Wesley
Longman p 351.
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q1 |

Logaritmos y sus propiedades ’

Para inicial los logaritmos vamos a examinar el siguiente cuadro de informacion:

PROPIEDAD

EXPONENTE

RADICAL

LOGARITMO

COMO SE ES-
CRIBE

a® =b

Vh=a

log_b=n

COMO SE LEE Aelevado alanda | A es el resultad de | El logaritmo base a

b calcular la raiz n de | de b esigualan
b

COMO SE IN- | a multiplicado por | El nimero que mul- | Cuantas veces se

TERPRETA si mismo n veces da | tiplicado por si mis- | multiplica a por si
b o cual es el resul- | mo n veces da b mismo para que dé
tado de multiplicar b o que exponente
a por si mismo n debe tener a para
veces que al desarrollarlo

deb
EJEMPLO 28 =38 g =2 log,8 =3

Es importante anotar que potenciacion, radicacion y logaritmacion guardan una estrecha rela-

ci6n en los términos que lo componen.

Los logaritmos cumplen las siguientes propiedades

El logaritmo del producto de términos es la suma de los logaritmos de cada termino,

log,(a*b)=log, a+ log, b

Ejemplo log; 943 =log; 9 + log;+/3 =2+ % =2

ba |
Il
ba |

El logaritmo del cociente de términos es la resta de los logaritmos de cada término

lc"gn [:a.";b] = 1Dgn & —

log, b

7- REES, P.y SPARKS, F. (1998). Algebra. México. D.F. México. Editorial Reverté.
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(o — 1
log,8/v2=1log,8 — log,v2 = E_E:_

El coeficiente de un logaritmo se puede expresar como el logaritmo elevado a este coeficiente
nlog_x =log_x"

Los logaritmos se pueden obtener en cualquier base a, a partir de los logaritmos

decimales o neperianos de las calculadoras, ya que de la formula del cambio de

. . 1
base de lo logaritmos, para cualquier bases a y b se cumple log_ x = lng—bx con dos valores en
0Ey @
. 1 1
particular parab=o0b = e por tantolog _x = l':'ﬁ log x = ln—x
oga na

COMBINACION DE OPERACIONES

Es comun que en una misma expresion aparezcan varias operaciones para realizarlas, razon
por la cual se deben tener en cuenta las siguientes condiciones:

Prioridad de operaciones u orden operativo: cuando en una expresion aparecen varias opera-
ciones no necesariamente se efectiian en el orden que estan escritas, se debe tener en cuenta el
orden de relacion entre ella, por ejemplo:

PRIMERO, las operaciones con raices o exponentes

SEGUNDO, las multiplicaciones y divisiones

TERCERQO, las sumas y las restas

Otros plantean:

PRIMERO as expresiones que estan entre paréntesis

SEGUNDO, se multiplica y se divide

TERCER, se suma o se resta
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Realmente el orden lo da la misma expresion en la manera que esta escrita, examinemos estos
ejemplos para tener una guia

a.2+3x4=2+12=14
b.(2+3)x4=5x4=20
.5.26-2.12 =526~ 4.41 = 0.85
c. (5.26 — 2.1)2 = 3.162 = 9.9856
f-5.36 - [2.04x 1.172 = (8.16 + 3.12)] =
-5.36 -[2.04x 1.172 + 11.28] =
-5.36 — [2.04 x 1.3689 + 11.28] =
~5.36 — [2.792556 ~ 11.28]
-5.36 - 0.247567 =

—5.607567

Una segunda situacion es la aplicacion de la distribucion o propiedad distributiva, donde la
multiplicacién se distribuye respecto a la suma o la resta. Esto quiere decir que si un nimero
multiplica a una suma (o resta), el resultado es el mismo que si se multiplica el nimero por cada
uno de los sumandos y luego se suman ambos productos. Es decir, si a, b y ¢ son tres nimeros
reales, la distributividad de la multiplicacion con respecto de la suma y a la resta dice que:

a*b+c =(a*b) +(a*c

a*(b—c)=(a*bh)—(a*c)
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Por ejemplo

5.01 *(3.18 + 2.21)

5.01 * 5.39

27.0039

Se puede resolver de la forma
(5.01 *3.18) + (5.01 * 2.21)
15.9318 + 11.0721

27.0039

“1L1*[6.3(-2.4)]
“11*[-6.3 + 2.4]
~1.1*%(-3.9)

4.29

y también

[1.1%(-6.3)] — [1.1*(-2.4)]
6.93 — 2.64

4.29

12-10 1:2

1/2 % (4/5 —2/3)= Vo (B2 ) = 1/%9/15 =
1z 2=15

=1/15,
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y también

(1_4) (1_2)_1*4 1=2
2 5 2 3/ 2=5 2s 3

4 2 12-10 2
—— = =—=1/15
10 6 30 30

La distributividad es una propiedad que utilizamos algunas veces para facilitar algunos calcu-
los. Por ejemplo, multiplicar por 90 puede ser engorroso, pero no lo es asi multiplicar por 100 y
multiplicar por 10, y como 90 = 100 — 10, podemos transformar una multiplicaciéon por 90 en
una multiplicacién por 100 meno su multiplicacion por 10. Asi, por ejemplo:

126.15 x 90 = 126.15 x (100 — 10) =
=126.15x 100~ 126.15x 10 =
= 12615 1261.5 =

=11353.5
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6.31 Ejemplos, ejercicios o casos de aplicacion practica.

EJEMPLOS Y EJERCICIOS

Escriba la expresion aplicando la propiedad de los nimeros reales

a. Propiedad conmutativa x+3;x+3=3+x
b. Propiedad asociativa de la multiplicacion 7 (3x); 7(3x) = (7*3)x
c. Propiedad distributiva 4(a + b); 4(a + b) = 4a + 4b

d. Propiedad distributiva 5x + 5y; 5x + 5y = 5(x + )

Aplique las propiedades de los niimeros reales para escribir las expresiones sin paréntesis

a. 3(x +vy); 3(x +y)=3x + 3y
b. 4(2m); 4(2m)=(4*2)m

.~ 3/2 (2x — 4y); — 3/2 (2x — dy) = -3%2x/2+ 3*4y/2
d.(a-b)8;(a-b)8 =8a—8b

e. 4/3 (-6y) ; 4/3 (-6y)= -4*6y/3

f. (3a)(b + ¢ —2d); (3a)(b + ¢ —2d)= 3ab +3ac -6ad
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Efectuar las operaciones indicadas

3 4 3 4 3=3 4:2 ] =] 5+8 17
. + —_— = + = = = —

q. 10 15° 10 15 10+3 15x2 30 30 30 30

1 1 1 1 1«5 12 5 = 3+4 £l
ba s 375 s a2 w2
2 3 2 3 2« 33 10 3 _1w-% 1
c.3 5 3 5 35 53 15 15 15 15
2 3 2 2x6 2 3
“(6-2) z(6—3)=""—2x; =4-1=3
d. 3 2 3 2 3 3 2
1 = 1 1:24 33 1=4 24 15 4 24+15—4 33
1+2-2, 142- 2= T ==
e & g & 1=24 =3 Bxd 24 24 26 24 24

1 1 4 1 1 4 1«3 1:2 1«5 4 3 2 5 4 1 9 ]
G- G-D0D-E- DEED-C-DED-1i-3
£ 2 3 5. 2 3 5. 2=3 3=l 1«5 = 2] =] 5 5. & & 3o

Realizar los siguientes ejercicios

a.53-22+4/2;  53-2+4/2=15-4+2=13

b. 3(4-2) + 2(5-8);  3(4-2) + 2(5-8) = 3*2+ 2% (-3)=6-6=0
. 10- (-4)1+ 12/(3-2);  10- (-4)+ 12/(3-2) = 10 + 4 + 12 = 26
d. 342(4-5)42.3;  342(4-5)42.3 =3 + 2-1)+6 = 3-246 =7

e. 2+3(4(-1)- (3-7)); 2+3(4(-1)- (3-7)) = 2+3(-4+4)= 2+3%0 =2
£(5-3,43)6,38 - 4); (5 3,43)(6,38 - 4)= 1,57 * 2,38 = 3,3766

g 8- 22+3)-22+3; 8- 22+3)-2.2+3 = 8-2%5-4-3=8-10-7=-9

$1 &
Zx=—=2 /=
.3 3 ’;5’

2
3

ol | =
i

5 5 4
22 = S2ro = -
& El -] El

h

; {xﬁ - w’i}{w’i + x-"i}; {1‘."5 - x-"i}{x-"§+ xﬁj} =4y6+3-2—-46=1

Fundacién Universitaria del Area Andina



Calcular las siguientes operaciones

a.-30+10-5+7-15; -30+10-5+7-15=17 — 50 = -35

b.60-(5-9+2—(-3); 60—(5-9+2—(-3)= -(5-9+2+3)=-(-9)=9

.5 (5)+5); 5 (-5)+5)=(+5-5=10-5=5

d. =11+ (10)-(-8)); -11+ (10)-(-8)=-11+ (10 + 8)=-11+18=7

e. 432+ 4(1-7)+6—(-5; 4-32+4(1-7)+6—(-5)=4 3 (2 +4(-5)+6+5
4-3(2-20)+11 =4~ 3 (-18)+11 =4 + 54 + 11 = 69

£92(32— (4+8)+4/2; 22(3—(4+8)+4/2=4(9-12+2=4(-3)+2=-12+2=-10

@ 2(3)4(-5)/6 + 225 23)4(-5)/6 + 22 = -20 +4 = -16

4,2 _&.2.5 1.3
ho¢ 3 5 3 3 4 5’

4 2 4 2+5 1 3 4 3 4_3+5 1 5 3 6 5 5
i0 3 5 3 3 4 5 10 2 5 2 3 4 3 5 5 3 12
36 ?2+1nn 25 36—72+100—25 39 13

60 60 60 60 60 60 20

2 . E_})_E+__E+E' 2 . E_E)_"+E_E+E

lll} 3 5 4 5 10 3 5 3 3 2 5

2 (10 3) 2 5 15 2 7 2+5 5 14+1 5

5 \15 15 3 43 5 15 3 3 12 75 12

3
56 . 300 125 213 71
300 300 300 300 100
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Calcular la fraccién equivalente al siguiente nimero decimal

_927-92 835 _ 167

a.9,27777.... S
S0 S0 1g
14371-143 14228 7112 3557
b. 14,371717.... = ==
5900 5900 2950 2475

324 162 21

. 4 = = = —
¢ 3’2 100 50 =S

Expresar como radical

d (1035)“ —10F = 10% «10: = 102+ ¥10°
& . .
(13?)"= 1320 = 13w = *§/133
€.

Expresar como un exponente fraccionario y simplificar

*Ei = 22+ 32

&= [

20TE _ e _ Iy g
4B = B = (23)a = 2a= 2
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Realizar las siguientes operaciones, simplificar y racionalizar.

1 B i1 B T—27 0 1 Eﬁ Eﬁ'ﬁ
= = == . = EE W
fs ~ b = Bz - = H == =555=E: —_— =
a GeE & &
4 2 4 2 12 —14 2 = 2= iiTs
et 2 x_= == - 1 Bz1 Bz1 BY
5?755=5? =52‘_ =52‘_=—z ?z—z
b 521 531
A= 27 —
V310 = 105) = 10= = %10
C.
NEE] 20 5
d VT =N
Racionalizar
3 3 7T 37T T
a_ —'_ = T * —‘_ = = —_—
W7 7z o 7 7
E 7=
4 4 57 4455
— =% — =
= 2z z 5
b * 57 57
& & WIHT O s(WIRE) = =
—— = —— & ——— = = 63+ 642
c.VIZ  VII JAHE 3-2
z 5 — =z _ _ =
2 o (wEN-wEvms(vE) ol(vE) -3ms(v))
— — = — — ¥ T '5 =
EELES ETLES — —_ — - A
d R +"\-£ '\-5+ WS [5\'.5} _ 5\'55\'.2 +[§¥.2:} 542
5+34E  5+3/Z 3 B4E+3E
e '\."i - '\."i '\."i - 3
WI+3 J243 . V743 J1E3-3E450T-53F VIE-E43T-543
£VTEE 0 VTR VTN 7-3 - 4
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Resolver la siguiente expresion aplicando las propiedades de logaritmos

1 1 1 2 1 1
3::_9;;—10g39; -= logs 3-; ;—210g33;;—2; = x

[

a.
b 2* =16;x = log,16; x = log,2*; x= 4log,2;x =4

c logygy 10201 = x; logyp 1012 = x;2 logygy 101 =x;2=x
d log,4=2; a=+4; a=2

o logg243=5;a= Y243 ;0=3

log,1=0; a*=1 Como todo niimero elevado a la cero da uno, a puede ser cualquier numero
diferente de cero

Silogx = %loga 4+ 3loghb — ; (loge + 2 logd)expresa x en funcién de a, b, c y d

1 1
logx = Elnga + 3logh — g(lngc + 2logd)

L 1 .
logx = logaz + logh?® — g(lngc + logd?)

L 1 .
logx = lng(az ® ba}— Elug[c =d")
logx = log (aj * ba) — log(c = dz:ﬁ

lng(ai = ba)

logx = -
log(c*d?)=
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Calcular

a log: 625 — logy 243 + log, 256 ;

log:5* — log;3° + log,4* = 4log:5— 5Slog,;3+ 4log,4=4—-5+4=3

b log; 1 +log, 64 + log; 9 + log- 49

0+ log, 2%+ logy3*+ log, 7" =6+2+2 =10

logs - log:0,2 + lngei — log,0,5
c. 5 &

log;1— log;9— log:1 +log:5+ log,1— log,6— log,1 + log,2
=0-2-0+1+0—-1-0+1= -1

Fundacién Universitaria del Area Andina



6.3.2 Sintesis de cierre del tema

SUBCONJUNTO
NUmeros reales Naburales
Enteros

0 ; Hacllonales
Irracionales
Suma Multiplicacion Pobtencia Logaritmo
| | |
Asociabiva Distribubiva
Elemento neutro
Opuesto o
inverso aditivo
Clausurativa
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3.3 Actividades auto-evaluativas propuestas al estudiante.

Escriba la expresion aplicando la propiedad de los nimeros reales

a. Propiedad conmutativa  x -5
b. Propiedad asociativa de la multiplicacién 4 (6x)
c. Propiedad distributiva 7(p — q)

d. Propiedad distributiva 5x + 5y; 5x + 5y = 5(x + )

Aplique las propiedades de los niimeros reales para escribir las expresiones sin paréntesis
a. 5(t-k)

b. 6(4m)

c.—3/2 (2x —4y); — 3/2 (2x — 4y) = -3*¥2x/2+ 3*4y/2

d.(a-b)8;(a-b)8=8a—8b

e. 4/3 (-6y) ; 4/3 (-6y)= -4*6y/3

f. (3a)b + ¢ —2d); (3a)(b + ¢ —2d)= 3ab +3ac -6ad

Efectuar las operaciones indicadas

3,04 3,4 33 42 3 B _5+8_ 17
g 10 157 10 15 10:3 152 30 30 30 30
1,1 15 14 5 4  5+: 5

2t ittt et T T T ®
h. 4 4 5 45 5+ 20 20 20 20

2 3 2 3 25 3.3 10 5 10-%
i3 5 3 5 385 53 15 15 15 15

2 AN 3 _ 266 2 3

“(6-2) z(6—3)="—Zx2=4-1=3
k.3 2/ 3 2 i3 2
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s 1 1=24 5=3 1x2 24 15 2 24+15—4 35
1+ -—— == +——t = =
g -] 1=24 =3 Bxd 24 24 26 24 24

LG () G99 =GR D= G-I G+ =5i=%

Realizar los siguientes ejercicios

a.53-22+4/2,  53-22+4/2=15-4+2=13

b. 3(4-2) + 2(5-8);  3(4-2)+2(5-8)=3*2+ 2% (-3)=6-6=0
. 10- (44 12/(3-2);  10-(4)+ 12/(3-2)= 10 + 4 + 12 = 26
d. 342(4-5)42.3;  342(4-5)+2.3 =3 + 2-1)+6 = 3-246 = 7

e. 2+3(4(-1)- (3-7)); 2+3(4(-1)- (3-7)) = 2+3(-4+4)= 2+3%0 =2
f.(5-3,43)6,38-4); (5 3,43)(6,38 - 4)= 1,57 * 2,38 = 3,3766

g 8- 22+3)-2.2+3; 8- 22+3)-22+3= 8-2%5-4-3=8-10-7=-9

d 1 &
g TN Jeg
3 3 /%

§.1 58
3

| =
(3%
I
I
I
]
(3%
#*
|
I
el

h

: {1‘."5 - x-"ij}(x-"i + 1..-"5}; {xﬁ - x-"i} {x-"i + xﬁ} =y6+3-2-4B6=1

Calcular las siguientes operaciones

a.-30+10-5+7-15; -30+10-5+7-15= 17 — 50 = -35

b.60-(5-9+2(-3); 60-(5-9+2 (-3)= -(5-9+2+3)=-(-9)= 9
(5 (B)+-5); B (B)H5)=(5+55=10-5=5

d. =11+ (10)-(-8)); -11 + (10)-(-8)) =-11 + (10 + 8) =-11 + 18 =7

€. 4-32 + 4(1-7) + 6 (-3); 4-3(2+4(1-7) +6—(-5)= 43 (2 +4(-5)+6+5

4-3(2-201+11 =4~ 3 (-18)+11 =4 + 54 + 11 = 69
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£92(32 (4 +8)+4/2; 22(32—(4+8)+4/2=4(9- 12+ 2=4(-3)+2 =-12 +2 = -10

o 23)4(-5)/6 + 225 23)4(-5)/6 + 22 = -20 +4 = -16

4,2 4 2.5 1.3,
h, 1o 3 3 3 4 5’

4 2 4 2+5 1 3 4 3 4_3+5 1 5 3 6 5 5
10 3 5 3 3 4 5 10 2 5 2 3 4 3 5 5 3 12
36 ?2+1nn 25 36-72+100—25 39 13

60 60 60 60 60 60 20

4 z_1 2,5 1,3 & ,f 1 2,5 1.3
IE_(E_E)_E_'_E_:}TE' 15'(3 5) at3717s

2 /10 3 2 5 1 5 2 7 2 5 5 14 5
—+(———)——+———*—= e 4o —= 41—
5 \15 15 3 4 3 5 15 3 3 12 75 12

Calcular la fraccién equivalente al siguiente nimero decimal

527-52 B35 _ 167
a.9,27777....= ===
50 50 18
14371143 14228 7114 3557
b. 14,371717.... = = =
3500 3500 4950 2475

324 162 @
c.3,24 = = =—

100 50 25

Expresar como radical

= 35:3i:“{!3

&
—
Ll
1
L
=

Fundacién Universitaria del Area Andina



Expresar como un exponente fraccionario y simplificar

z ] £ g 1 . _
3'_5 = {23}4 = 24: 24* 24 = 2‘* {."2

2 S E i @ g ge BT
B +Or =60 T= B0 e =0 8= =—7= — =
a B&E
4 2 12 z = i 22mm
—= === - 1 531 521 5/5Y
5'—55=5‘E~=5:‘._ :55-:_1*j:_=
b sz sm s
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Racionalizar

3 3
a 7 7z = 7 7
= Ti s
4 2 &7 4455
ETZ2TET s
b ¥ 57 =5
& & WIHVI O B(WIERE) = =
— =k —— = = B4/3+ 642
C. W32 w3—2 3+ 2 3-2

= T = -
d ¥5) - ¥5yVZ+(37) 5+2
5+3WE  5+3WE | W 5E+EE
e +3 - W3 -3 - 3
VI+3d 243 . VT=4E  VIE3-E+3T-34F  T-+/B+3/T—-343
f '\.'?4' '\."ﬁ - '\.'? '\.'i '\.'?— '\."i - 7-3 - 4

Resolver la siguiente expresion aplicando las propiedades de logaritmos

E 1 1 2 1 1
3.-:_9;;— log; 9 ; o= log;3 ;;—210g33;;— 2;

B3|

a.
b 2* =16;x = log, 16; x = log,2*; x = 4log,2 ;x =4

c logipy 10201 = x; logypy 1017 = x; 2 logygq 101l = x;2=x
d log,4=2; a=V4; a=2

o Joga243=5;a= Y243 ;a=3

log,1=0; a®=1 Como todo ntimero elevado a la cero da uno, a puede ser cualquier numero
diferente de cero

Silogx = %lnga + 3logh — ; (loge + 2 logd Jexpresa x en funcién de a, b, cy d

1 1
logx = Eloga+310gb - E[lngc + 2logd)
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: 1 "
logx = logaz + logh?® — g[logc + logd”)

z 1 .
logx = log (az * E}E) - Elng[c =d<)
logx = log (r:r; ® ba) — log(c = dzjé

logx = —lng(ﬂj - ba-_}
log(c=d?)=

Calcular

a log; 625 — log; 243 + log, 256 ;

log: 5% — log;3° + log,4* = 4log.5— Slog,3+ 4log,4=4—-5+4=3

b logz; 1+ 1log; 64 +logg 9 + log, 49

0+ log, 25+ log;3°+ log, 7" =6+2+2=10

log, o log: 0,2 + llzng.g,E —log,0,5
C. 5 &

log;1— log;9— logc1l +log. 5+ log,1— log,6— log;1 + log,2
=0-2-0+4+1+0—-1-0+1= -1
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REMISION A FUENTES

COMPLEMENTARIAS

W Jutp./ /S www.youtube.com/walch?o =kz FFQuhSNZE

W Lutp:/ Swww.youtube.com/watch?o=TC8d0KH] Dpw

W Lith.//www.youtube.com/watch’o =13 PmSi8eSNU

W Lith:/ S youtube.com/watch?y=qu2xaDVi3Y 0
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UNIDAD

En esta cartilla se abordan las ecuaciones lineales, las ecuaciones cuadraticas, las
ecuaciones cubicas y la resolucion de los mismos.

Se trabajan las estructuras basicas de cada una de estas ecuaciones, los elemen-

tos que las caracterizan, la forma como se solucionan cada una de las ecuaciones
y la forma como se resuelven situaciones expresadas con este tipo de ecuaciones
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Metodologia

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La
primera hace referencia a la lectura completa del médulo, realizando la respectiva interpreta-
ci6n, analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el con-
tenido del mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones
generales, particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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Objetivos y Competencias

Solucionar ecuaciones lineales cuadraticas y ctibicas

1. Aprender a identificar y resolver ecuaciones lineales, cuadraticas y ctibicas.

2. Relacionar las caracteristicas de las ecuaciones lineales, cuadraticas y cubicas y su re-
solucion.

Comprender que la solucion de las ecuaciones lineales, cuadraticas y ctbicas permiten
comprender situaciones de la vida cotidiana.

Soluciona ecuaciones lineales cuadraticas y ctibicas
1. Aprende a identificar y resolver ecuaciones lineales, cuadraticas y cibicas.

2. Relaciona las caracteristicas de las ecuaciones lineales, cuadraticas y ctbicas y su res-
lucion.

Comprende que la solucién de las ecuaciones lineales, cuadraticas y cubicas permiten
comprender situaciones de la vida cotidiana.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Desarrollo tematico

Identificar las caracteristicas de las ecuacio-
nes, ya sean lineales, cuadratica, ctibicas o de
las inecuaciones, son elementos importante
en el analisis, interpretaciéon y modelacion
de situaciones de la cotidianidad.

Estos elementos son muy importantes en el
desarrollo de procesos de andlisis e interpre-
tacion de situaciones.

En esta cartilla se abordan las ecuaciones li-
neales, las ecuaciones cuadraticas, las ecua-
clones cubicas, inecuaciones y la resolucion
de los mismos.

Se trabajan las estructuras basicas de cada
una de estas ecuaciones, los elementos que
las caracterizan, los cortes que cada una de
ellas tiene con respecto a cada uno de los
ejes, la forma como se solucionan cada una
de las ecuaciones y la forma como se resuel-
ven situaciones expresadas con este tipo de
ecuaciones o inecuaciones.

Se debe profundizar en las caracteristicas
de las inecuaciones y de las ecuaciones, los
procedimientos para su solucion, sus formas
de representacion y de las caracteristicas que
cada una de ellas tiene.

Una ecuacion es una igualdad en la cual
hay términos conocidos y términos descono-
cidos. El término desconocido se llama in-
cognita y se representa generalmente por las

Ce_ 9% Ce_ 9 9

ultimas letras del abecedario: “x”, “y” o “z”,
y los valores conocidos se llaman constantes.

23 +x=—-12
123 =4x— 31

x + 144 =96 -24

3x+5y—2=0
5—ab =ax—hy
5x + 7 =9x — 22

0=b5xy+ 15x—3
3/5x + 6/10y = —32

Las ecuaciones pueden clasificarse desde di-
ferentes puntos de vista.

1. Por la parte literal. Se clasifican en:

a) Numérica. Es una ecuacion en la que apa-
recen las letras de las incognitas acompa-
nadas de constantes numéricas

Por ejemplo la ecuacion 3t +5 =9t -6
b) Literal. Es una ecuacién en la que ade-

mas de las variables aparecen otras letras
que representan cantidades conocidas.
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Por ejemplo la ecuacion 12y —4c = 4a + dy

2. Por la forma de presentacion de las varia-
bles. Se clasifican en:

a) Entera. Es aquella en la que ninguno de
sus términos tiene denominador

Por ejemplo la ecuacion 3z — 5 = 29

b) fraccionaria. Es aquella en la cual algunos
de sus términos tienen denominador, es-
tos pueden ser:

c) Racional. Es aquella en la que las incog-
nitas tienen raices cuadradas ni cubicas.

d) Irracional. Silas incognitas no tienen raiz
cuadrada exacta

3. Por el término de mayor grado. Se clasi-
fican en:

a) Lineales. Cuando el mayor exponente de
la variable o variables es 1. Ademas se
les llama asi porque al graficar la ecua-
cién se obtiene una linea recta

Por ejemplo la ecuacion 2t —7 = 5t + 3
es lineal con una sola variable: t

Por ejemplo la ecuacion 7x — 4y = 8 es li-
neal en dos incognitas: x, y. La repre-
sentacion grafica de la ecuacion lineal es
una recta.

b) Cuadraticas. Cuando el mayor expo-
nente de la variable es 2. Al graficarla
se obtiene una figura que se llama pa-
rabola.

Por ejemplo la ecuaciéon z2 — 6z — 8 = 0 es
cuadratica porque el mayor exponente
de la variable z es 2.

c¢) Cubicas. Cuando el mayor exponente de
la variable es 3.

Por ejemplo la ecuaciéon 2r3 —9r + 3 = 2 es
de grado 3 o ctbica.

Para ecuaciones de grado 4, 5 y 6, etc, se
nombra solo diciendo el grado.

4 Por el nimero de incognitas.

a) Ecuaciones de una sola variable: cuando
solo interviene una cantidad desconoci-

da.

Por ejemplo la ecuacion 5x2 +15 =0 es de
una variable: x

Por ejemplo la ecuaciéon 0.3t —4 = 0.75 es
de una variable.

Cabe resaltar que aunque son ecuaciones de
una sola incégnita, el grado es diferente.

b) Ecuaciones de dos o mas variables: cuan-
do intervienen dos cantidades desconocidas.
Si hay igual nimero de ecuaciones que de
variables, entonces se llama n ecuaciones

con n variables.

Por ejemplo la expresion 2x — 6y + 8 =0 es
una ecuacion de dos variables x e y

Por ejemplo la expresion
5.6x— 15y = 90

347x + 0.35y = 24
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se llama sistema de tres ecuaciones lineales en tres variables

Podemos combinar las diferentes notaciones para ecuaciones y ver lo que resulta como se evi-
dencia en los siguientes ejemplos.

Ejemplo, la ecuacion ax” + dx + e = 0 es cuadratica literal.
Ejemplo, la expresion 5x* — 4y* = 120 y

8x*+ 6y* = 15
se llama sistema de dos ecuaciones cuadraticas en dos variables

Por ejemplo la expresion 3x* —5/4x + 12/7 =21 se llama ecuacion fraccionaria cuadratica.

RESOLUCION ECUACIONES DE PRIMER GRADO?

Se considera, para solucionar ecuaciones de primer grado:

Quitar el paréntesis

Reducir denominadores

Agrupar los términos de las variables y los términos independientes.
Reducir a términos semejantes

Despejar la incognita.

Por ejemplo, 3x = 6

Al despejar la variable x = 3/6 = 1/2

Si3x—4= 16+x

Se agrupan los términos semejantes

Agrupamos los términos semejantes, los independientes y sumamos:
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3x—x=16+4

X=10

Si23x—4)=5+x

Quitamos paréntesis:
bx—8=5+x

Agrupamos términos y sumamos:
6x —x = 5+8

5x =13

Despejamos la incognita:

X=13/5 4

Se amplifica la expresion para simplificar el denominador, para lo cual calculamos el minimo
comun multiplo, m.cmde 6y 2es6

Al multiplicar toda la ecuacion por 6 queda x-1 —3(x-3) = -6

Y al quitar los paréntesis, agrupar términos y sumar términos semejantes, queda

x-1-3x+9=-6 9—-1+6 =3x—-Xx 14 =2x 142=x x=7

Siz(2x+4)=x+19
Se rompen paréntesis y simplificamos quedando

é ]
—x+ —=x+19 —x+3=x+19
4 4 2

Amplificando para simplificar los denominadores se tiene

3x+6=2x+38 3x—-2x=38-6 x=32

Fundacién Universitaria del Area Andina



Siz— [-2(x+1)— 1:3] = =2,
3 2x Ex—3
. 2— (—2x—2-22)= = +3
Al quitar los corchetes queda ( * 2 ) 3 12 *
x—3 __ Ix Bx-3 ,
Al quitar los paréntesis S 12 3x

Al amplificar se tiene, 24+ 24x+24+6(x—3)=8x—(5x—3) +36x

Al agrupar términos se tiene 2% * T 6x — 8x+5x —36x=3—24—24+ 18

Al sumar algebraicamente —9x = —27

que al dividir toda la igualdad en -9 queda
X =3

Por ecuacion cuadratica

Una ecuacién cuadratica es una ecuacion de la forma ax= + bx + ¢ =0 donde a, by c son
numeros reales, por ejemplo:

7x>+ 5x + 10 a=7,b=5,c¢=10
5x? - 9x a=,b=-9,¢c=0

-7x*+ 10 a=-7,b=0,c=10

Hay tres formas de solucionar la ecuacion cuadratica o hallar las raices de la ecuacién:
Por factorizacion.
Completando el trinomio cuadrado perfecto

O por la formula cuadratica.

Por factorizacion
La factorizacion simple consiste en convertir la ecuacion cuadratica en un producto de bino-

mios. ax’ + bx +¢ = 0 (px+q)(rx+s)=0 Luego, se busca el valor de x de cada binomio. X =
-q/p yx=-s/r
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Por ejemplo
x*+2x-8 =0 a=1 b=2 c¢=-8

como el primer término tiene raiz cuadrada exacta x, se organizan dos paréntesis asi:

(x )x )=0 porque x*x = x*

Se buscan dos términos que multiplicados den -8 y sumados algebraicamente den 2, estos son
4y -2 quedando:

(x -2)x+4)=0 yaltenera*b =0 entoncesa =0y b =0, por tanto

(x-2)=0 (x+4) =0entonces x=2 y x=-4 soluciones o raices de la ecuacién cua-
dratica.

Completando el cuadrado

Para utilizar este método la ecuacion debe ser de la forma ax= + bx + ¢ = 0 con la constante

. . cy a 2 b c
a = 1. Cuando esto no ocurre se divide toda la ecuacion en a, quedando - x=+-x + = =0
@ @ [rd

-

Expresando b/a = dy c/a = e, al sustituir queda la expresion x~ + dx + e = 0 se reescribe la

expresion quedando de la forma x* +dx = —e

-

Se realiza el calculo de [f—) “valor que se suma a ambos lados de la igualdad quedando

5 dy’ dy’
oae (e (§
2 2
Con esta informacién se completa el trinomio cuadrado perfecto con los términos de la izquier-

da quedando [x + f—): = —e+ {g):

)

Se despeja x quedando las expresiones x + % = :ﬂqll—e + G)_

Por tanto se tiene por solucion cualquiera de las dos alternativas de:
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Por ejemplo si se tiene la ecuacion 4x* + 8x — 12 = 0 se divide todo en 4 quedando

4 o9 B 12 _ . 2 _ _ .
- x~+—-x— — =0 por tanto se transforma la ecuacion a ¥~ + 2x — 3 = 0 se organiza la

4

informacién de la siguiente manera x~ +2x +( ) =34+ ()

Se toma el coeficiente de x que en este caso es 2 y lo divido en 2 y se eleva al cuadrado,
este valor, que es uno en este caso, se coloca en los paréntesis quedando la expresion como
x*+2x+(1)=34+(1) seorganizalaexpresion de la izquierda con el método anterior
(x+ 1)(x+ 1) =4 entonces (x + 1)> =4

Sedespejax +1= + yq por tanto x = —1 £ 2 lo que determina dos valores para x:  x
=3 yx=1

Formula cuadratica

Para este método se debe identificar los valores de a, by c,en ax® + bx + ¢ = Oque reempla-

—b++Wb " —4ac

zados en la ecuacion x = y permiten calcular el o los valores de x.

2a

Por ejemplo al solucionar 4x* + 8x — 12 = 0 utilizando este método a= 4, b = 8y ¢ = -12 valores
que al reemplazarlos queda

-8+, /87— 4+4+(—12)

x =
2% 4
-84.E1F152 _ —8+/IFE _ -8%16
Entonces x = = =
2:4 2 2
-5+16 -5-16 o .
De donde se dan dos resultados x = —— =1 yx= ——= —3sinimportan el método

utilizado siempre los resultados son iguales.
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Factorizacion®
Factor comuan

Cuando los términos de un polinomio tienen un factor comun se escribe el término como factor
comun de los restantes términos del factor.

a*+2a=ala+2)
10b+ 30 ab® = 10 b (1+ 3a)

Factorizacion por productos notables

Se identifica que a’— b* =(a+b)(a — b],por lo tanto la diferencia de cuadrados, es igual
al producto de dos binomios conjugados.

9x% — 16a’ = (3x —4a)(3x + 4a)

25x% — 64a’b? = (5x —8ab)(5x + 8ab)
Factorizacidon del trinomio cuadrado perfecto

Un trinomio cuadrado perfecto, es un trinomio de la forma

x% 4+ 2bx + b? o x% — 2bx + b*

Donde esta ordenado el trinomio y se cumple la condicién que el primer y segundo término
tiene raiz cuadrada y el segundo término es dos veces el producto de las raices.

x2 4 2bx 1+ b? x? — 2bx 4+ b?
x b x b
2bx 2bx

Al ser cumplida la condiciéon queda factorizada la expresion asi:
x* 4+ 2bx+ b = (x+b)° x?—2bx + b* = (x—b)*
4x% — 20xy+ 25v? = (2x)* =2 (2x)(5v) + (5v)°

-
(2x — 5y)°
http://books.google.com.co/books?id=K1M4iJHKS1UC&pg=PR4&Ipg=PR4&dq=M%C3%A9todos+Num%C3%A9ricos+en+qu%C3%ADmica+con+Matla

b+osorio&source=bl&ots=IEN-cM3GsP&sig=kN_YqHcCZVBrBQIdyDLyOg8EkSg&hl=es-419&sa=X&ei=Ht- UUuuRAfShsQS7p4CwBw&ved=0CDMQGBGAEw
Ag#v=onepage&q=M%C3%A9todos%20Num%C3 %A9ricos%20en%20qu%C3%ADmica%20con%20Matlab%200sorio&f=false
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LA ECUACION CUBICA*

Laecuacioncabicaoconocidacomoecuaciondetercergrado,esaquellaecuacionqueobedeceaun
polinomiodetercergradodelaformaax3+bx2+cx+d=0dondeaesuncoeficientediferentedecero.
Su  solucion se debe al matematico italiano Niccolo Fontano  Tarta-
glia, pero muchos afirman que este realmente copi6 el método de un alum-
no del profesor Scipione del Ferro quien nunca publico nada al respecto.

La historia parece castigar a Tartaglia ya que fue Gerolamo Cardano, después de enganarlo, el
que se encargaria de escribir el método de solucion en su famoso libro “Ars Magna”.

Métodos de solucidon de la ecuacién cubica.

Lo primero es dividir la ecuacion completa por el primer término “a”

. b ., ¢ d
ax®+bx*—cx+ecd=0 - x*+—-x*+-x+-—=0
a a a

. . . , b c c . oy
Al tener las siguientes equivalencias j = = k= = y 1= —se reescribe la ecuacion quedan-
i i

dodelaformax®+ jx?+kx+1=0

. .. . ., J <
Se realiza la siguiente sustitucion x = z -3 (*) quedando la ecuacién de la forma

(=2 +1 (-9
3 '2 3

2] A% J . J
f-3z"=+3 (—)—(—)+ -2z —+
s = 3 = 3 2.'_} 23

-
r

+k (z - }E) +1 =0 Aldesarrollar la expresion nqueda

. j
— 4+ kz—k=4+1=0
3 g+z 3+

4- OSORIO, R. Métodos Numéricos en quimica con Matlab. Recuperado de http://books.google.com.
co/ books?id=K1M4iJHKS1UC&pg=PA74&dq=resolver+LA+ECUACI%C3%93N+C%C3%9ABICA&hl=es-
419&sa=X&ei=wSIRUrPYHKWO2AXAtYHQBA&ved=0CCA4Q6AEWAA#v=0nepage&q=resolver%20LA%20
ECUACI%C3%93N%20C%C3%9ABICA&f=false. El 16 de junio de 2013
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it 250 j
i+ k- kZ+1=0
z 23+2?+ Z 3-|-

o B X
% - J;—j + 1quedalaexpresiondelaformaz® + pz+ g = 0

que corresponde a la ecuacién cuibica reducida.

Alexpresarp = — % +k g=

Ahora, si z= u +v en la ecuacién reducida queda

(u+v)¥+u+vlp+g=0-uv® +3uv+3ur’+ v¥+ (utv)pt+g=0
W+ v+ Bur+p)lutv)+g=0

La Gluma ecuacion se hace 0 si

w+vi= —g Ec1l

3
uy = ~3 que equivale a u*v? = —— Ec2

27

Se tiene el sistema de ecuaciones con dos incognitas, cuyas soluciones son:

2 3
q q= P
R R
N
4' i
2 3
q q p
v=|-3- [T%
L N

—\: s
Alreemplazaren*z=(—%—|— ||q—-|- )+(_E_ ||‘T__|_F’)

. i
Cuy valor nos sirve para encontrar x dado que x = z — 3
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Pero de esta forma solo obtenemos una raiz (solucion de la ecuacion) y como la ecuacion es de
tercer grado debemos encontrar 3 soluciones (lo cual se garantiza gracias al teorema funda-
mental del algebra) entre reales y complejas.

Para encontrar las dos soluciones restantes se procede a dividir a la ecuacion cibica reducida
por Z - Z,. Siendo

[CH R

La division es exacta ya que z, es solucion de

Dividiendo se tiene

Z—E - r]r——z:—zz—[z:—jl - z¥+pz+
1 1 +p Z Pz +q
Z— Z

= (z— 31:'(22212 + (zf + P:'}
por tanto (z — z,) [z:zlz + (z7 + pj} = 0 donde centramos la atencion en el segundo fac-
tor (z — z,) [z:zlz + (z7 + p]} ya que del primero sabemos que si z = z, la ecuacién se hace

cero (z — z4) [z:zlz + (z5 + pj} = 0 es una ecuacion de segundo grado con soluciones

( z ([(Z\2 @
1 1
= —=+ [|l=) +—
{
= -2 @)+l
3

w |
w |

q |¢* p°

5 N
2 4 2-?? 2 .\‘_4 2-?,
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2 I
|
R
Z1 | (Z1\" |, 4
e -3 (B
2 [\2) T3,
Yy
Se recuerda que x = z — j/3 la raiz que contiene a = + f—_ nos ayuda a determinar cuantas

soluciones reales o complejas posee la ecuacion.

. g pt ., < .
S1 — + == 0 entonces la ecuacién posee una solucion real y dos complejas

.q® | p° . .
Si=— + == 0 las tres raices son reales, donde al menos dos son iguales

27

.q% , P .
S1=—+ == < 0 las tres raices son reales.

Por ejemplo
Determinar las raices de 2x3+5x*+4x+1 =0

Se procede por identificar los términos a=2, b=5, ¢¢=4 vy d=1
Luego se calculan j, k y | que son los que nos permiten encontrar p y ¢

J = b/a = 5/2, j = 2.5
k = c/a = 4/2, k = 2
I=d/a=1/2,1=05

N S _ s 1
D = 3 K enLomnces p = 3 . P = 12
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2j%  kj 2(2,5)* 2(2,5) 1
q=—— —+lentonces q = — +05 ~ g=———
27 3 27 3 108

Se procede con el calculo de Z,,Z,y Z,

L= 7 T 4 27 2 4 T3
Za_—§
e ) Y, )
z Z\? 7 Tos - 3 108 1
n=-24 |(F) s 7)) =
2 Z, 2 6

Como x = z — j/3 tenemos que sustituir cada una de las zetas encontradas para encontrar las
raices de la ecuacidn

~i/3;%,=1/3-2.5/3,x,=-1/2

X, =2,
X,=2,-j/3;x,=-1/6-2.5/3,x =-1
X,=2,~j/3;x,=-1/6-2.5/3,x, =-1
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Tenemos una ecuacion cubica con tres soluciones reales donde dos de ellas son iguales. Lo cual

i ., . g z :JE
se sabia antes ya que para esta ecuacion en particular— + — =0

SISTEMAS DE ECUACIONES®

Cuando las ecuaciones tiene mas de una variable se organizan en sistemas de ecuaciones, los
cuales pueden ser:

Sistemas de ecuaciones lineales, que a su vez pueden ser de dos por dos, tres por tres.
Sistemas de ecuaciones no lineales.
Sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas

Existen varios métodos para solucionar un sistema de ecuaciones dos por dos, entre los cuales
esta sustitucion, igualacion y reduccion.

Meétodo de sustitucion

La aplicacion de este método en un sistema de dos ecuaciones con dos variables, lleva a la apli-
cacion de pasos generales para su desarrollo.

Se despeja una incognita en una de las ecuaciones.

Se sustituye la expresion de esta incognita en la otra ecuacion, obteniendo un ecuaciéon con una
sola incognita.

Se resuelve la ecuacion.
El valor obtenido se sustituye en la ecuacion en la que aparecia la incégnita despejada.
Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Apliquemos los pasos en el siguiente ejemplo

{51‘ —6y =—12
Jx+ 6y =18

Despejamos una de las incognitas en una de las dos ecuaciones. Elegimos la incégnita que
tenga el coeficiente mas bajo.

3x =18 — 6y al dividir en 3 quedax = 6 — 2y
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Sustituimos en la otra ecuacion la variable x, por el valor anterior:
5(6-2y)-6y = -12

Resolvemos la ecuacién obtenida:

30-10y-6y = -12 -16y = -42 entoncesy =42/16=21/8
Sustituimos el valorobtenido en la variable despejada.
X=6-2%¥21/8=6-21/4=(24-21)/4 entonces x = 3/4

Solucionx = 3/4, y = 21/8 que identifica el punto donde se cortan las rectas que
representan la grafica de las dos ecuaciones (3/4,21/8

M¢étodo de igualacion

Para aplicar el método de igualacion se tienen los siguientes pasos:

a. Se despeja la misma incognita en ambas ecuaciones.
b. Se igualan las expresiones, con lo que obtenemos una ecuacién con una incognita.
c. Se resuelve la ecuacion.

d. El valor obtenido se sustituye en cualquiera de las dos expresiones en las que aparecia
despejada la otra incégnita.

e. Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Apliquemos el método en el siguiente ejemplo

{31‘ — 4y =—6
2x+ 4y =16
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a. Despejamos, por ejemplo, la incognita x de la primera y segunda ecuacion:

—6 + 4y
Jxr= —6+4y xT'

16 —4v
2x =16 —4y r=—

b. Igualamos ambas expresiones:

—6+4y 16— 4y
3 2

c. Resolvemos la ecuacion:

2(—6+4y) = 3(16 — 4y) — 12+ 8y =48 — 12y
8y +12y=48+12 20y = 60 y=3
d. Sustituimos el valor dey, en una de las dos expresionesen las que tenemos despejada la x:

—6+4%3 _ —6+12
3 B 3

x = ry= 2

e. Solucion: x=2 y= 3 entonces (2,3)

Método de reduccion

La solucion del sistema de ecuaciones utiliza los siguientes pasos:
a. Se preparan las dos ecuaciones, multiplicandolas por los nimeros que convenga.
b. La restamos, y desaparece una de las incognitas.

c. Se resuelve la ecuacion resultante.
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d. El valor obtenido se sustituye en una de las ecuaciones iniciales y se resuelve.
e. Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Apliquemos el método en el siguiente ejemplo

{31‘ — 4y =—-6
2x + 4y =16

Por la estructura de las expresiones es facil reducir y, de este modo no tendriamos que prepa-
rar las ecuaciones. Para reducir la x, se realiza el producto por 2 y por -3, asi:

-
2

3x —4y=—-6 —
+ (-3)
2x +4y =16 ——

Restamos miembro a miembro y resolvemos la ecuacion:

{ 6x — 8y =—12

—6x — 12y = —48

20y =-60 y=3

Sustituimos el valor de y en la segunda ecuacion inicial.
2x+4*¥3 =16 2x+12=16 2x=4 x=2

Solucion: x=2 y=3

Sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas

Método de Gauss®

Este método consiste en utilizar el método de reduccion de manera que en cada ecuacion
tengamos una incégnita menos que en la ecuacion precedente.Para aplicar este mé-
todo se tiene los siguientes pasos

a. Ponemos comoprimera ecuacién la que tenga como coeficiente de x, 1 6 -1, en caso de que
no fuera posible lo haremos con y o z, cambiando el orden de las incognitas.
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b. Hacemos reduccién con la 1* y 2* ecuacion, para eliminar el término en x de la 2° ecua-
cion. Después ponemos como segunda ecuacion el resultado de la operacion.

c. Hacemos lo mismo con la ecuacion 1* v 3* ecuacion, para eliminar el término en x.
9

d. Tomamos las ecuaciones2” y 37, trasformadas, para hacer reduccion y eliminar el término
eny.

e. Obtenemos el sistema equivalente escalonado.

f. Encontrar las soluciones.

Apliquemos el método en el siguiente ejemplo

Ix+2yv+=z=1
Sx+3v+dz=2
x+y—z=1

a. Se traspone como primera ecuacion la que tenga el coeficiente de x: 1 6 -1, en caso de que
no fuera posible lo haremos con y o z, cambiando el orden de las incognitas.

x+y—z=1
Jx+2v+z=1
Sx+3v+4z=2

b. Hacemos reduccién conla 1"y 2 ecuacion, para eliminar el término en x de la 2 ecuacion.
Después ponemos como segunda ecuacion el resultado de la operacion: E’, = E, -3E,
Jx+2v+z=1

—3x —3y+3z=-3

—y+4z=-2
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c. Hacemos lo mismo con la ecuacion 1y 3" ecuacion, para eliminar el término en x. E’, =
E, -5E,
{ Sx+3v+4z=2
—5x —-5v+5z=-5

—2y+9z=-3
Quedando
x+y—z=1
—y+4z=-2

d. Tomamos las ecuaciones2* y 3, trasformadas, para hacer reduccion y eliminar el término
b R— b b
eny E”, =F, -2F,
—2y+9z=-3
2y—B8z =4

z=1

e. Obtenemos el sistema equivalente escalonado.

x+y—z=1
v+ dz=-2
z=1

f. Encontrar las soluciones. Como z =1 al reemplazar en la segunda ecuacion,
-y + 4%1 = -2 entoncesy =6

X+6—-—1=1 entoncesx=-4

Sistemas de ecuaciones no lineales

La resolucion de estos sistemas se suele hacer por el método de sustitucion, para ello seguiremos
los siguientes pasos:
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a. Se despeja una incognita en una de las ecuaciones, preferentemente en la de primer grado.
b. Se sustituye el valor de la incognita despejada en la otra ecuacion.
c. Se resuelve la ecuacion resultante.

d. Cada uno de los valores obtenidos se sustituye en la otra ecuacion, se obtienen asi los valo-
res correspondientes de la otra incognita.

Apliquemos el método en el siguiente ejemplo

{1‘3 +y?=125
x+v=7

La resolucion de estos sistemas se suele hacer por el método de sustitucion, para ello seguiremos
los siguientes pasos:

Se despeja una incognita en una de las ecuaciones, preferentemente en la de primer grado. 'y
=7-x

Se sustituye el valor de la incégnita despejada en la otra ecuacion.
x*+ (7-xP7=25

Se resuelve la ecuacion resultante.

x*+49-14x +x* =25

2% - 14x+24 =0

X*-7x+12=0

_?:1,"4‘5‘—‘1-8_ ?:l_ {;-,_-_1 =4
o 2 2 |x,=3

T

Cada uno de los valores obtenidos se sustituye en la otra ecuacion, se obtienen asi los valores
correspondientes de la otra incognita.

x=3 y=7-3 y=4 (34

x=4 y=7-4 y=3 (4,3)
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A. Clasifica las siguientes ecuaciones seguin sean literales o numéricas
1. 2x-6a+3y=y+3x—2b Numéricas
2. z—6+3y =3Numéricas
3. 5(x—9)+ 3( 3+ 2x) =2x — 3Numéricas
4. a+3b—x=3x-4b Literal

5. x+y—c=3x+ 6y Literal

B. Clasifica las siguientes ecuaciones segun sean enteras o fraccionarias

1. 2t—8=5t+7 Entera

2. 8y +3x =10 Fraccionarias

7 5

3. x+y-z=28 Entera

4. 7 + 2 =16 fraccionarias

x-4 x+8
5. 2y- 2x=23 entera

C. Segtin el exponente clasifica a las siguientes ecuaciones:

1. 3w-7=12 lineal 6. X3 -7x%y +5xy?+y*=3 cubicas
2. 8x>~5x+21=1 cuadraticas 7.127* +47° = 12 cuatro
3.3y—-6x=2 lineal 8.2t — 5t=2 cuadratica

4. 122 -472+3z="17 cubica 9. x(8 +2x) = 2x — 4 cuadratica

5. 4y® + Sy*x — 9y*x3 +6yx* — x° = 12 cinco 10. 3x — 6 = 4x + 3 lineal

D. Segtin el nimero de incognitas y la cantidad de ecuaciones clasifica las siguientes expresio-
nes:

2x - 2y= 17 2x2 3t - 2r=17 2x2

5x+ 8y =14 Tt+6r= 2
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6x -9y -5z=11 3x3
O9x +2y—-3z=27

Sx+8y—-7z2=10

2x— Ty—4z +2w=12 4x4
2x+7y+3z - 3w= 5
10x +8y—7z - Tw=10

8x+3y—-2z + w= 1

E. solucionar la ecuacién x*+2x’4+x+2 =0

0.7x*-5.2y*= 231 2x2

9.1x*+ 0.2y* =—-0.12

“Ax+T7y—-2z=-15 3x3
-2x-2y-3z= 16

5x+8y+2z= 19

Se identifican los términos de la expresibona=1,b=2,c=1yd=d

Se calcula los valores de j, k y 1 para calcular py q

j=bfa=1/1,j=2
k=c/a=1/1,k=1

I=d/a=2/1,1=2
=——:—k entonces p = —(ij:—E P ==
P 3 P 3 " P 3
2j% kj 2(2)7 1=2 52
g=——— —+lentoncesq= ——— — + q==
27 3 27 3 27

Se procede con el calculo de Z,Z,y Z,

1

¢ J@ @V [ @ [a: er
Z‘-:(_Eti x T 2?)+(_T_ ¢ T 27

&) &) (=3 %) |2
Z-z(_zJ’{-tJ’z? A S
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_(_26, |675
217277 729

1

5

26

675

729

26 5 .\ 2% 5
2= (-57+3%3) + (-7~ 5%9)
B —26+153 [—26— 15,3
= 27 + 27

i
—2 +4/3¢
z, = 27 +

—2 .3 )
27

1

;
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Para determinar los valores de x se sustituyen en la expresion x = z-j/3 asi:

j 4 2 )
X, =z, — - = —-—— - —= -
o7t g 3 3

] 2+1 2
X =5, — — = — —_ — =1
Tt 3 03 3

j 2 L 2
Xg =g — — = — — —_—_—= -1
iTi 3 3 3

La ecuacién ctbica posee una solucion real, dos imaginarias vy dos comple-
jas conjugadas, lo que se evidencia porque para esta ecuacibn se observa que:

2 3
q 2
—+—=0
4 27

E Solucionar el sistema de ecuaciones lineales utilizando el método de sustitucion, igualacion
y reduccion

Sustitucion
3x
EY +y=11 (1)

v
—=7 2
x+2 (2)

3x
(1j?+}'= 11

Jx

de 1 se obtiene y=11-— ?(3]
11- =

reemplazo 3en2 asi x+ T‘= 7

3x
multiplico todo en 2 quedande 2x+ 11— = =14
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se multiplica nuevamente por para reducir el denominador 4x+ 22 — 3x

=28
x=6
3x
reempalzo ax=6en 3 y=11—?
3%6
y=11-— = 11—-9 = 2
v=2 R (62)
Igualacion
3x
?1‘}?:11 (1)
x+2=7 (2)
2
de 1 (3) 3x+2y=22
de 2 (4) 2x+y =14
22 — 2y 14 — v
comog x = ———— v x =
3 2

22— 2y 14 —v
igualando 3 = 3

Al solucionar 2(22—2y) =3(14—y)
44 — 4 vy =42 — 3y

44— 42 =4y — 3y

2=y
Reemplazo y =2 en (4) 2x+y =14 entonces2x +2 =14
2r=12+ x=6 R (62)

Eiry=11 (1)
Reduccion ¢ 2 .
x +E =7 (:2:}
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3x 1
?"‘ y =11 Semultiplica por (_E)
d 3¢y 11 s
queda —— = -2 =—— (3)
3« y_ 11
4 2 2
¥y
x + =—=7
2
x 3
i ——
4 2 (4)
3x 3%6
reemplaxo 4en 1 —5+y:11 > +y=11

9+ y =11 =~ Y=2 R(62)

G. Solucionar el sistema de ecuaciones 3x3 por el método de Gauss

x+v+z=4

{ x—y+tz=2
2x +2v—z= —4

x—y+z=12
x+v+z=4
2x +2y—z = —4

1 -1 1| 2 fl_}fj_
1 1 14 f=(-1D+ f=>Ff
2 2 —1l—4 A=(-2)+ =1

1 —1 1l2 hH—=h
1

0 2 ol2 e (5)- 5

0 4 -31-8 fi=(-2)+fi—=Ffa

1 —1 1]2 r+ A=A

0 1 01 = f

0 0 -—3]-12 L*=(—1/3)= f;

1 0 13 f=(-1)+ fi—=hf

0 1 0/1 =1

0 0 1|4 =

1 0 ol-1

0 1 olt wox=-1,  y=1Z=4

0 0 1|4
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EJERCICIOS
a. Clasifica las siguientes ecuaciones segun sean literales o numéricas
1. 3x—7Y-6X6=4x -y +9x
2. 3z-5-6x=10
3. 5(x+7)+4(5+10x)=9x -3
4, r+3t—x=bx—-4C
5. 6x+ 7y +5x =3x+9y.
b. Clasifica las siguientes ecuaciones seglin sean enteras o fraccionarias
1. 7t+18=t+7
2. 8/5y +6/5x_=17
3. 2/5x+3y+6z=06,25
4. 6/(4x-12) + 5/2x+7)=6
5. Ty-5x=1

C. Segun el exponente clasifica a las siguientes ecuaciones:

1. 5x3+11 =2 6. X4 -8x%y? +15xy+y’= 13
2. 9x—-15x+2=15 7.12z+4z =12

3. Sy—-5x*=4 8.7t —8t=2

4. 5z6-322+2z=10 9.x(8x)=-9x—-4

5. 5y’ + 6y*x? -7 x*—2x°=- 11X’ 10. 3x — 9= 5x + 5x?

D. Segtin el nimero de incognitas y la cantidad de ecuaciones clasifica las siguientes
expresiones:

2x+ 2y= 17 5t - S5r=17

6x +8y=4 6t-4r=1
3x+2y—-T7z=1 12.7x* - 5.2y*= 1.31
Ox +5y—-3z=2 4.1x*+ 32y*=-5.12
X-6y—9z=12
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2x -5y —4z +4w =12 “Ax +T7y—-2z=-15
2x-4y+3z - Sw= 5 -2x-2y-3z= 16
6x + 6y — 8z - 97w =10

E. solucionar las ecuaciones cubicas
a.x3-3x+2x-3=0
b. -3x3+2x?-6x-7=0

c. 2x3+4x =0

F. Solucionar por igualacién, sustitucion y reduccién el siguiente sistema de ecuacioén.

{x—?j;= 8
3x+5y=3

H{Ex—lz}r—'j
4x —-5=y+6
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6.3.2 Sintesis de cierre del tema.

Parte literal
Numérica
Literal

Presentacion de variables
Entera

Fraccionaria (racional e irracional)

'

Nimero de variables Por el grado
Una variable Lineales
Dos, tres o més Cuadraticas
LV

|

AN

Resolucion




a. Clasifica las siguientes ecuaciones seguin sean literales o numéricas
I. 5x—-5Y-3x=x-2y+4x
2. 4z-12+3x=12
3. 3(x—7)-2(4+12x)="Tx +93
4. pt+3q—x=ax—-4b
5. 4x+ 5y -3x=13x+9yB.
b. Clasifica las siguientes ecuaciones seglin sean enteras o fraccionarias

1. 2t—-8=5t+7

2. 9/6y +2/4x_=-16

3. 2/3x+5y—-8z=8,25
4. T/(x-5)+ 2/(xt9)=6
5. 6y+ 3x=12

C. Segun el exponente clasifica a las siguientes ecuaciones:

. 3w*-7=12 6. X4 -8x%y3 +15xy+y3 =13
2. 8x-5x+21=1 7.12z +4z =12

3. 3y—-6x>=2 8.2t*—8t=2

4. 226 —-472+z=17 9.x(6 -x)=-2x—-4

5. 4y’ + 5y*x3 +6x* —x° = 12X’ 10. 3x — 6 = 4x + 3x?

D. Aplicar la factorizacion a las situaciones planteadas en los puntos a, b y c.

a. Segun el nimero de incognitas y la cantidad de ecuaciones clasifica las siguientes

expresiones:
x-2y= 17 3t - 2r=17
7x+ 18y =4 8t+5r=12
6x +9y —5z=11 2.7x*-3.2y*= 0.31
7x+3y—-2z=2 0.1x>+ 32y*=—1.12
X-6y—-9z=12
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2x — 7y —4z +2w=12 “Ax+T7y-2z=-15
2x+T7y+3z - 3w= 5 2x—2y-3z= 16
10x+8y -7z - Tw=10 S5x +8y+2z= 19

8x+3y-2z +w= 1

f. solucionar las ecuaciones cubicas
a. 2x3-3x24+2x-3=0
b. -x3+3x*-4x-1=0

c.X34+2x=0

a. Solucionar por igualacion, sustitucion y reduccién el siguiente sistema de ecuacion.

{ﬁx—S}r:—E
4x +3v =13

{x—1=y+4
x—3=3yv—-7

b. Solucionar por el método de Gauss

x+y+z=12
2x —v+=z=7
x+2yv—z=6
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UNIDAD

En esta cartilla se abordan el estudio a las inecuaciones ya sean lineales, cuadra-
ticas o racionales y la resolucion de las mismos.

Se trabajan las estructuras basicas de cada una de estas inecuaciones, los elemen-
tos que las caracterizan, los cortes que cada una de ellas tiene con respecto a cada
uno de los ejes, la forma como se solucionan cada una de las inecuaciones y la
forma como se resuelven situaciones expresadas con este tipo de inecuaciones.
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Metodologia

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La
primera hace referencia a la lectura completa del médulo, realizando la respectiva interpreta-
ci6n, analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el con-
tenido del mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones
generales, particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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Mapa conceptual
d

el madulo

l

Lineales

Cuadraticas

N

N
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Objetivos y Competencias

B Solucionar situaciones de la vida cotidiana aplicando las alternativas de solucion de las

mnecuaciones

1. Aprender a identificar y resolver inecuaciones.
2. Relacionar las caracteristicas de las inecuaciones y su resolucion.

3. Comprender que la soluciéon de las inecuaciones lineales, cuadraticas y ctubicas permiten
comprender situaciones de la vida cotidiana.

B Soluciona situaciones de la vida cotidiana aplicando las alternativas de solucion de las

inecuaciones

1. Aprende a identificar y resolver inecuaciones.
2. Relaciona las caracteristicas de las inecuaciones y su resolucion.

3. Comprende que la solucion de las inecuaciones lineales, cuadraticas y cibicas permiten com-

prender situaciones de la vida cotidiana.
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Desarrollo tematico

Identificar las caracteristicas de las inecuaciones, ya sean lineales, cuadratica, ctibicas o de los
sistemas de inecuaciones, son elementos importante en el analisis, interpretaciéon y modelacion
de situaciones de la cotidianidad.

Estos elementos son muy importantes en el desarrollo de procesos de analisis e interpretacion
de situaciones.

En esta cartilla se abordan los contenidos relacionados con las inecuaciones, las alternativas o
las formas de construir una solucién que estas tienen.

Se trabajan las estructuras basicas de cada una de las inecuaciones, lineales, cuadratica, con una
o dos incégnitas los elementos que las caracterizan, las formas como se construyen las solucio-
nes y la forma como se resuelven situaciones expresadas con este tipo de inecuaciones.

Se debe profundizar en las caracteristicas de las inecuaciones, los procedimientos para su solu-
cion, sus formas de representacion y de las caracteristicas que cada una de ellas tiene.

El estudiante diferencia las caracteristicas
de las inecuaciones.

El estudiante aprende a identificar y resol-
ver inecuaciones.

El estudiante relaciona las caracteristicas | El estudiante Aplica las caracteristicas de

de las inecuaciones y su resolucion.

las inecuaciones y su resolucion.

El estudiante entiende las caracteristicas de

las inecuaciones y su resolucion.

El estudiante entiende las caracteristicas de
las inecuaciones y su resolucion.
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INECUACION

Iniciamos estableciendo como desigualdad a una relacion de dos expresiones matematicas que
tiene cantidades conocidas y variables por medio de la expresion mayor que, menor que, mayor
o igual que o menor o igual que, donde la solucion de es un conjunto o intervalo de valores que

hace que la expresion sea verdadera.

Las desigualdades pueden ser de la siguiente forma:

5x+3 =2x—1 3x —5x+1=<0

x4+ 3

Las desigualdades pueden ser expresiones lineales, cuadraticas, de grado n o racionales y al re-
solver una inecuacion o consiste en transformar la inecuacién inicial en otras equivalentes mas
sencillas, hasta llegar a expresiones de la forma

x “Kx<K, =K ox>=k

Para solucionar una desigualdad, se basa en la transformacién de la inecuacién en una expre-
sion equivalente mas sencilla y se procede de manera similar a la de la igualdad, por tanto dos
inecuaciones son equivalentes y si a los dos miembros de la inecuacion se les suma o resta la
misma cantidad se obtiene una inecuacion equivalente.

a=bhb —= atc = b+c o a=h — atc = bt+c
a=x=b — atc = b+c o a=h —= a+c = b+rc

A partir de estas operaciones se establece lo que comtinmente se denominada trasposicion de
términos que esta acompanado de la denominada simplificaciéon de términos iguales: si a los
dos miembros de una inecuacion se encuentra un mismo término sumando, estos términos se
pueden simplificar sin que se altere la desigualdad.

Y si se multiplican o dividen los dos términos de la inecuaciéon por una misma cantidad posi-

tiva, se obtiene una inecuacion equivalente, con el mismo sentido de la desigualdad: st C > 0
entonces

a=hb — ax=¢ > b=c @ a=h — a=¢ =< b=c¢

a=hb —= a=¢ = b=gc 0 a=h — a+*c = b=c
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En tanto si la cantidad por la que se multiplica es negativa se procede a cambiar el sentido de
la desigualdad: si C < 0 entonces

a=hb — a*c< b*c @ a=h — a=c= b=¢

a=hb — ag=¢ < b=g 0o a=h — a+*c = b=c¢

Silos miembros de la inecuacion son positivos, al elevarlos al cuadrado el sentido de la desigual-
dad se mantiene

a=h = a*=b’ 0o ax<h = at<hb® o

a=b = a’=b 0 a<h = a®<bh’

Si los miembros de una inecuaciéon tienen el mismo signo, los inversos de los términos de la
inecuacion cambian de sentido en la inecuacion

1 1 1 1
sia=b>0 - —<— o sia<b=0 = —>=—
a b a b
1 1 1 1
Siaz=b=0 - —=<—- o sia=b=0 = —=—
a b a b

INECUACIONES DE PRIMER GRADO

Estas propiedades permiten establecer una inecuacién mas simple que indica el intervalo solu-
ci6n o valores que satisfacen la inecuacion por ejemplo:

—5x+3>8 sumando—3qgueda —5x =5 aldividiren—5queda x < —1

Se exponen en este ejercicio las propiedades que permiten solucionar una inecuacioén, quedan-
do como solucion

a.Elconjunto {x/ x ERyx< 1}

b. Como el intervalo (—2,1)

L)

c. O en la forma grafica
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Lo expuesto nos lleva a indicar cuatro formas de especificarse el intervalo
Intervalo abierto (a,b)

Intervalo cerrado [a,b]

Intervalo abierto cerrado (a,b]

Intervalo cerrado abierto [a,b)

El manejo de los intervalos, varia de acuerdo a los valores, razon por la cual se amplia su com-
prension en la medida que se trabajan los contenidos.

La inecuacion que se desarrollé anteriormente es una inecuacion lineal. Se conservan las mis-
mas caracteristicas de las ecuaciones lineales y el proceso de solucion es similar.

Examinemos este ejemplo.

3x-2 < 2x-8 aplicar el inverso aditivo de 2x quedando
3x—2x-2<2x—2x-8 operando las expresiones con variables
x-2< -8 aplicando el inverso aditivo de -2 queda

x -2+ 2 < -8 +2 operando las expresiones constantes

x< -6 por tanto

El intervalo es (-¢2, -6]

El grafico es

|

. . x x—1 . ., . . .
Examinemos otro ejemplo = +—— = = inecuacion lineal con coeficientes racionales. Al cal-

cular el minimo comuin mﬁftiplo de 6,9y 8 que seria 72.

| e

| R

T ? = = Se multiplica y simplifica la expresion por el m.c.m.
12x + 8(:}_ — l:l = 9=5 Operando y rompiendo parél’ltCSiS

12x + 8x — 8 = 45 Sumo términos con la variable

20x — 8 = 45 Aplicar el inverso aditivo de -8 a ambos lados de la inecuacion
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20x—8+ 8 = 45 + 8 Operando

20x = 53 Dividiendo todo en 20 i L
2 15/20
x = 53/20 Queda la desigualdad
13

El intervalo [E oo ] = [2—,m)

o’ ) 20

Con la grafica

INECUACIONES POLINOMICAS CUADRATICAS

Frecuentemente se encuentran inecuaciones polinémicas de la forma

-

ax -+ bhbx+eo==<=o0>=0

Para solucionar este tipo de expresiones se descomponen el polinomio en factores para desarro-
llar el procedimiento de inecuaciones de primer grado.

Por ¢jemplo x~ — 6x + 8 = 0 se expresa como (x — 2)(x — 4) = 0 se debe cumplir que la
multiplicacién de dos expresiones sea positiva, entonces los dos términos son positivos o los dos
términos son negativos, entonces

x—2=20nax—4 =0 x =2 Anx=4
al despejar
X — 2 E I:::I M x— ':1' "'_-: I::I X i: 2 M X E 4

y la representacion grafica es:

i ———————

0 2 4
———

0 2 4

Fundacién Universitaria del Area Andina



La unién de las dos situaciones lleva al conjunto solucion (—2,2] U [4,22) que se representa
graficamente asi:

El mecanismo utilizado anteriormente es una alternativa de solucion, examinemos otra alterna-

tiva con la misma expresiéon x~ — 6x + 8 = 0 se factoriza, (x — 2)(x— 4) = 0

Haciendo uso de la propiedad de la igualdad: si a*b = 0 entonces a=0 o b=0 se tiene que:

x—2z20 - x =12 x—4=0 = x =4
Que se representa graficamente como: — e
0 2 4
4 e
0 2 4
S S - HHH
. —®
o
! I
x-2  ----- S S i e
—— —
0 2 4
(X-4)(x-2) ++++++++ ettt

Se concluye como solucién el intervalo (—2,2] U [4,00)
INECUACIONES FRACCIONARIAS'

Un procedimiento similar a los expuestos anteriormente se aplica para el caso de tener una
fraccion en uno de los términos de la inecuacion. Silos dos términos de la inecuacion son frac-
cionarios se reduce de tal manera que una de las expresiones sea cero. Examinemos el siguiente
ejemplo
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x—3 . . .. . . . .

— = 0 este ejemplo tiene condiciones especiales por tomar la igualdad situacion que no puede
42 . . ., , .
cumplir el denominador por no estar definida la divisiéon en cero, ademas para que el cociente
de dos cantidades de negativo (menor que cero) uno debe ser positivo en tanto el otro es nega-

tvo.

Usando el primer método expuesto se tiene:

x—3 Z0Aax+2 =0 ¥ 3 Ax< =2
al despejar
x—3 =0 Ax+2=0 x =3 aA x> —2

La representacion grafica es:

O I P (j 110 hay interseccion

O (-2,3]
*

-2 0 3

La unioén de los intervalos define la solucion quedando (-2,3]
RESOLUCION DE SISTEMAS DE INECUACIONES CON UNA INCOGNITA?

Un sistema de inecuaciones con una incognita no es mas que un conjunto de dos o mas inecua-
ciones que satisfacen los mismos valores de las incognitas, siendo estos los valores solucion del
sistema.

Por esto, solucionar un sistema de inecuaciones nxn se trata de hallar el valor de las incognitas
que satisfacen las inecuaciones, para lo cual se soluciona por separado cada una de las inecua-
ciones, se representa las soluciones de cada inecuacién en una misma recta real y se determina
los elementos comunes a las inecuaciones como solucién del sistema. Examinemos el siguiente
ejemplo: solucionar la inecuacién compuesta

—5=Z3x+4=<7

—5=3x+4

Esta expresion equivale a decir { Iyt d<T

Fundacién Universitaria del Area Andina



De la expresion —5 = 3x + 4 se obtiene que —3 = x la solucién [—3,2) vy
De la expresion 3x + 4 << 7 se obtiene que ¥ << 1 la solucion es (—22,1)
Por tanto para determinar los puntos comunes

se determina la interseccién o sea

(—o0.1) 3 1
| {O—
[—3,00)
L :
[-3,1)

(-, 1)n[-3,w)=[-31)0 —3==x=<1
Graficamente se tiene para su solucion

INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS®

Un sistema de inecuaciones de primer grado con dos incognitas es cualquier inecuacion equi-
valente a:

ax+by+ c<0; ax+by+c=0; ax+by+c=0; ax+byc=0
En este caso, las soluciones son conjuntos de pares de nimeros, razon por la cual no se puede
representar sobre una linea recta, sino por un subconjunto del plano cartesiano. Es importante

recordar que la ecuacion general de una recta es

ax + by + ¢ =0 informacién que se utiliza para resolver las inecuaciones de primer grado con
dos variables.

Resolucion grafica

Como se plante6 anteriormente, la solucion de una inecuaciéon de dos variables son parejas de
numeros de la forma (x , y ), donde al dar valores a las incognitas satisfacen la inecuacion.

Para resolver una inecuacion de este tipo, se realiza la recta, se selecciona un puto que no esta
sobre la recta y se comprueba si al tomar el punto, que posee unas determinadas coordenadas,
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satisface las condiciones de la inecuacion, si es asi el punto esta en la zona soluciéon o que satisfa-
ce la inecuacion, si no es asi el punto esta en la zona de valores que no satisfacen la inecuacion.

Por ejemplo solucionar la inecuaciéon x + 2y + 6 >0 se escribe la expresion de la forma
x+2y+6=0 al despejar y tenemos y = - x/2 — 3 y los puntos de corte a los ejes son (0,-3) y (-6,0).

Seleccionado el punto (3,1) y reemplazado los valores en la inecuacion x + 2y + 6 >0 se tiene
3+2*1 +6=11>0

En tanto en el intervalo (-2,-3), al reemplazar los valores en la inecuacion x + 2y + 6 >0 se tiene

D 2%(3)+6=-2<0

ﬁﬁ%}éf '
-

MIUTHHTHHHit

\§
.

4- Grafica dey =-x/2 - 3 elaborada con el software Graphmatica.
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SISTEMAS DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

Un sistema de inecuaciones de primer grado con dos incognitas es un conjunto formado por

dos o0 mas inecuaciones de primer grado donde estas contienen dos incognitas.

De la misma manera, como en el sistema con una incognita, se resuelven las inecuaciones por

separado y se determina la interseccion de las soluciones de las inecuaciones como una sola

solucion. Por ejemplo la solucién del sistema

12x —3v+1=0
—5S5x—9y—-7=0

o

Esta conformado por los puntos sobre el plano cartesiano resultantes de la interseccion entre las

afica.

soluciones de las dos inecuaciones que se definen en la siguiente gr.

N

\
55

ote%s;
SRS
A oar ot a e ates%e
SRR AR

25
e Lsreialeletetetels!

)

S AR
A A A
KRR

Se establece como solucion los puntos del plano localizados a la izquierda estrictamente de la

=0

fica 12 x — 3y + 1 =0y abajo e incluidos en la recta -5x-9y-7

7

gra
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INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON DOS INCOGNITAS

Al considerar la solucién de una inecuacion cuadratica con dos ecuacion se determina la so-
lucién de la expresién como si fuera ecuacion ax™+ bx + ¢ =y se define un punto (x , y,) en la
parte superior y en la parte inferior de la grafica, se identifica si el valor satisface la inecuacion
o noy se define el o los intervalos de puntos que la satisfacen.

Es de anotar que las inecuaciones que comparten la igualdad hacen que se tomen como solu-
ci6n los puntos de la recta, en tanto si no toma la igualdad se aproxima pero nunca estos puntos
forman parte de la solucion.

Por ejemplo para solucionar la inecuacién x* — 6x + 8 = ¥ | se determinan la grafica de la
curva y se han tomado los puntos (5,2) y (3,1) fuera y dentro de la grafica. Al calcular los valores
por (5,2) quedad

x*—6x+8=y 5°—6=5+8 =2 situacion que satisface la expresion por ser 3 = 2
en tanto

x*—6x+8=y 3*—6+%3+8 =2 situacion que no satisface la expresion por ser

1% 2 entonces los puntos en esta zona no satisfacen la inecuacion

INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO Y UNA SOLA VARIABLE.

Para establecer la solucion de una inecuacion con valor absoluto, es importante relacionar las
propiedades

1. la| < b equivalea —b <a<b
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2. la] < b equivalea —b <a<bh
3. |al =bequivalea a<—b oa=bhb
4. l|a|l = bequivalea a=—-b oa=h
Examinemos el siguiente ejemplo

|3 —5x| =7

Al examinar se identifica la propiedad 3, quedando: —7 = 3 — 5x =7 al sumar todo por
-3seobtiene =7/ —3=3—-3—-5x =7 -3 — 10 = —5x = 4 al dividir todo en -5 se

obtiene 2 = x = ——siendo la solucion los valores contenidos en el intervalo [—= . 2] que gra-
o o
ficamente es

B

. . ., 3x
Solucionar la inecuaciéon — — 10 = &

3.—1 — 10 = 8 multiplico las expresiones por 4

4

3x — 40 = 32 sumando los miembros de la desigualdad por 40 queda
3x — 40+ 40 = 32 + 40 realizando la suma

3x = 72 dividiendo en 3 queda

v
b

x = 24 conjunto solucion (24,2

x+3 1
=7

4

. . ., 13
Solucionar la inecuacion — =

—_
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oy
78]
2

+3_ 1
T :-:" ::: _I . .
4+~ x-2 4 seseparan las dos inecuaciones

+3 . T ;. , s 1,0
= === se determina y multiplica por el minimo comun mdltiplo 4(x-2)
e

— al simplificar queda

13(4(x—2)) (x+3)(4(x-2

4 x—2

13(x — 2) = 4(x + 3) al aplicar la distributiva queda
13x — 26 = 4x + 12 agrupando términos

13x—4x = 12+ 26 sumando

9x = 38 dividiendo en 9

3z . . 3z
x = — conjunto solucion de esta parte (?J )
La segunda pate

+3 1 . o - , i,
=~— = =se determina y multiplica por el minimo comtn mltiplo 4(x-2)
[ =

T P 1Y
1#d{x—2

- al simplificar queda

fx+3)(2x—2))

=

=7

4(x + 3) =x-2 al aplicar la distributiva queda
4x + 12 = x-2 agrupando términos
4xr —x = —12 — 2 sumando

3x = —14 dividiendo en 3

. . 14
x = —14/3 conjunto solucién de esta parte (—?J o0)

Al calcular las dos partes se determina la interseccion de los dos intervalos

(5r00) 0 (-500) = G0

Fundacién Universitaria del Area Andina



Solucionar la inecuacién x* + 7x + 10 < 0

x*+ 7x+ 10 = 0 factorizando la expresion

(x + 5)(x+ 2) = 0 para que a* b sea negativo se dan que a>0y b<0 0 a<0y b>0
x+5=20nax+2 =0 x =—5 nx=-2

al despejar

x+5 =0 A x+2 =0 x -5 n x=-2

I

La representacion grafica

tn
1
[

[-5,-2]

b
[
|
Ln
e
I
|
(%]
B J

wa
I
|
i
b
W
[
Bd
B
9
=

Solucionar la inecuacion —3 =

-

s s . . . . ,
—~ <2 5 separo las inecuaciones y desarrollo la de la izquierda asi:
=+

—3

I

—3

I

“— se multiplican los términos por x + 2
P 2 4

—3(x+2)= % al simplificar y multiplicar queda

—3x—6=x—2 agrupando y sumando

—4 = 4x dividiendo en 4

I

—1

I

x el conjunto solucién parcial [—1,20)
De la segunda parte de la inecuacion

ﬁ < 5 se multiplica los dos términos por x+2
XT=

l:x-ii::-’ R (x + 2) simplificando y multiplicando
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x — 2 «5x + 10 agrupando y sumando

—12 =4x dividiendo en 4

QL

— 3=x el conjunto solucién parcial (—3,c0)

Solucionar el sistema de inecuaciones

(1) 3x—2y+5 <0
(2) —2x—3v—6=0

. . 3 5 iy
De la expresion 1 se tiene que ¥ = —x + = que es la ecuaciéon de la recta que pasa por

B 5 .- .
0.7) ¥ 3 0 | como se muestra en la siguiente grafica

_____________________________________ al
__________________ (-3r2) 2l
¢ (1,1)

of @ |

-4 -2 0 : 2
TR

Al reemplazar el punto (1,1) no se satisface la inecuaciéon. En tanto al reemplazar por (-3,2) el
valor satisface la inecuacion indicando que los puntos solucion son los que estan sobre la recta
y en la parte superior de la misma.
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126

2 que pasa por los puntos

............

2x
3

resiones se identifica en la siguiente
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entonces los valores que satisfacen la inecuacion son los que estan

o054
AR
Joieelel

4

Al evaluar la inecuacion en el punto (-2,1) los valores no la satisfacen, en tanto los valores del
= ——— 2. La interseccion de las dos ex

Al graficar la expresion 2 que se puede expresar como y = —

o
3]
Q
3 <
) =
L) n
ﬂ; <
p—
m B =
- & g
= 3: o
— X
[ @] ‘nl.aw
. 2 9%
=] > R
—t Q. 0 oo




EJERCICIOS

Determine la solucion a las siguientes inecuaciones

10.

11.
12,

13.

14.

15.

2x—3 =5

(x—1)(5—x)=0

Sx—2 x
2x+ 1 2x+ 3
-3 —5Sx
¥ ~ xi46

[1+3x]<5
|-5x—2| =2

1+21]3+2x| =6

G-2@x+2)

2x +3

3x+ 2y—12 <0
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2x
16. ?—3]?—11}—3

{3;:—2;:—? =0
%t —v—17

18 {x—y+5<:'.ﬂ
" 3x+2y—8=0

6.3.2 Sintesis de cierre del tema.

Inecuaciones

| Pueden ser de |
Una incgnita Dos incgnitas
A "
| | | |
Lineal  Polindmicas Llineal  Polindmicas
|
Puede formar

Sistemas de inecuaciones

N



6.3.3 Actividades auto-evaluativas propuestas al estudiante.

1. 2x+5 =8
2. (x+2)(6+x)<=0

8 5
3. —=—
x x+1
4, — g =54+ 5x <7
4 2x
5. =
x+3 —44+2x
x+3 2x
— :‘_‘}—
2x—2 3x— 43
5 —4x
7. — =

x x1—8
8.(x+2)(x—3)3+x) =0
2x 3

=

x+5 x-—1

2 5

=

1—5x x—2
11. |1 —4x| = 15

9.

10.

12. |-5x—4| =2
13. 5—6[3x4+2| =6

(x + 2}53;+ 2 _,

15. 4x—3y—12 <0

14.

2x
16. ?—5]?—1} —3

fx+3y+?éﬂ

17.
x*+y+17

x—3y—7<0
1&{ y

4x+6y—8=0
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INTRODUCCION

En esta cartilla se aborda los contenidos relacionados con el concepto de rela-
ciones de expresiones, funciones de variables reales, relaciones entre variables y
notaciones de funciones y relaciones.

Las funciones matematicas aportar herramientas para interpretar situaciones
cotidianas, para aprender estos elementos teoricos se deben leer los contenidos
del modulo, comprender sus procedimientos y manejar estos contenidos en la
aplicacion.
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METODOLOGIA

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La pri-
mera hace referencia a la lectura completa del modulo, realizando la respectiva interpretacion,
analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el contenido del
mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones generales,
particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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MAPA CONCEPTUAL

ELEMENTOS DE LA FUNCION REAL

NOTACION
VALORACION
DOMINIO
RECORRIDO
TRASLACION

FUNCIONES

CLASIFICACION

INYECTIVA

SUPRAYECTIVA
BIYECTIVA
PAR

OPERACIONES

SUMA
RESTA
MULTIPLICACION
DIVISION
COMPOSICION



OBJETIVOS Y COMPETENCIAS

Comprender el concepto de funciones en los reales

1. Aprender a identificar las caracteristicas de las funciones en los reales.
2. Relacionar las caracteristicas de las funciones en los reales.

3. Entender las caracteristicas de las funciones en los reales.

1. Aprende e identifica las caracteristicas las funciones en los reales.
2. Relaciona las caracteristicas de las funciones en los reales.

3. Entende las caracteristicas de las funciones en los reales.
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DESARROLLO TEMATICO

La construccion del concepto de funcion es muy importante en el desarrollo matematico de
cualquier profesional, en especial cuando se trata de areas del conocimiento como en la que
usted esta preparandose.

Es de relevante importancia identificar las caracteristicas de las funciones en los reales para
interpretar y comprender sus relaciones.

La presente cartilla contiene elementos fundamentales sobre funciones la notacién, el calculo
del valor de la funcién en un determinado elemento de la variable independiente, el dominio, el
recorrido o valores que puede tomar la variables independiente y dependiente de la funcién, la
forma como se identifica, desde la ecuacion el desplazamiento de grafica sobre el plano carte-
siano, la clasificacion de las funciones en inyectiva, biyectiva, suprayectiva, par o impar.

Ademas de lo expuesto se presentan las operaciones basicas que se desarrollan entre funciones,
suma, resta, multiplicaciéon division y composicion de funciones. Estos conceptos son funda-
mentales en la construccién de un pensamiento formal.

El estudiante aprende a identificar las carac- | El estudiante diferencia las caracteristicas
teristicas de las funciones en los reales. de las funciones en los reales.

El estudiante relaciona las caracteristicas de | El estudiante interpreta las caracteristicas
las funciones en los reales de las funciones.

El estudiante entiende las caracteristicas de | El estudiante entiende las caracteristicas de
las funciones en los reales. las funciones reales.
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FUNCIONES

Con el fin de iniciar el trabajo con funciones, es necesario presentar el concepto de relacion.
Se define como relacion entre X y Y como un conjunto de pares ordenados, de la forma (x,y),
donde x es un elemento del conjunto X (x € X) vy, y un elemento del conjunto Y (y € Y).

A partir de la definicién se plantea que una funciéon de X a Y es una relacion entre Xy Y con

la propiedad de que si dos pares ordenados tiene el mismo valor de x, entonces tiene el mismo

valor de y. fi¥X—Y

Es asi como se asocia a cada elementos de X, que se denomina dominio, un tnico valor de Y,
rango de la funcién. Entonces y = f{x)

fveVY,3x e Xtal que y= f(x)} = {f(x),conx € dom f}

El punto de coordenadas (x,y) esta formado por dos variables, x es la variable independiente, y
la variable dependiente (depende del valor asignado a x).

Las funciones se pueden escribir de varias formas, en forma implicita, explicita o en notacion de
funciones, examinemos el siguiente ejemplo:

X*+3x—4y-5=0 en forma implicita

y= 12(_,.:3 + 3%x—5) en forma explicita

flx) = 1[\:3 + 3x—5) notacion de funciones

La ecuacion es implicita cuando contiene la variable pero no esta despejada la variable depen-
diente que al quedar despejada se denomina ecuacién explicita.
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Una funcién se denota con una letra f o g o h que se utiliza para nombrar la funcién, que al
escribir f{x) se lee f de x, que significa el valor que toma la funcién cuando a x se le asigna un
determinado valor.

F(x)=3x+2, g(x)= g(x) =3InVx— 6+ 4x’

Se evaltia una funcién en un determinado valor cuando se calcula el valor de la funcion (valor
en el rango) cuando se examina en un valor del dominio.

Por ejemplo se evalta la funcion , si fix) = x* -4 calcular f{2), fla), fla+h), fla+h)- fla)

1.

f2)=2"—4
12)=8-4
f2)=4

fla) =a® — 4

flath) = (ath)’ —4 =a’+ 3a’h +3ah? + h*—4

flath)-fla)=(a+h)’*~4—(a® — 4) = a8 + 3a’h +3ah? + h* — 4 - a® + 4=3a%h +3ah* + h®

La funcién inyectiva es una funcion f: X — ¥ (uno a uno ) si a cada punto del dom f tiene
imagenes diferentes

xy,%, Edom f,axg #=x, = flx) # flx;)

En otros términos, f es inyectivasi ¥ x,vEdom f,f(x) = f(v)=x =¥

La funcién suprayectiva es una funcion f: X — ¥ (sobreyectiva) si todo punto de Y es la
imagen de un valor de X bajo f
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Yy €Y, 3x €dom f tal que y = f(x)

Por tanto f es supravectiva < im f =V

Se puede establecer a partir de la grafica que f : R = R es biyectiva si toda recta horizontal
corta a su grafica a lo sumo en un punto y es suprayectiva si toda recta horizontal corta a la
grafica por lo menos en un punto

Ejemplo: La funciéon f:X — ¥ definida como f{x) = x* no es inyectiva ya que

f{-x)=f[x), para todo x € R. Tampoco es suprayectiva, porque i f = [0,%0) = Rdefinida
por g(x)= x? si es inyectiva, ya que

x=0v=0x=v> = x=v

Es de anotar que si f y g son diferentes entonces el dom f # dom g por ser el dom gc dom
fy fix) = g(x) para todo x € dom g a lo que hace referencia la denominada restriccion de f
al conjunto [0,c0)

Una funcién f: X = ¥ es biyectica si dom X y f es a la vez inyectiva y suprayectiva

Una funcién f: X = ¥ es biyectiva si y solo si es invertible, es decir si y solo si existe
g Y =X
Tal que g[f(x]} =x WxEX ¥ f[g(xj}= v YVEY

Como se estableci6 anteriormente el dom f ¢ Xen tantolaranf ¢ Y se pueden establecer
los elementos de la variable independiente que intervienen en la funcién y de acuerdo a estos
los valores que intervienen en la variable dependiente.

Por ejemplo el dominio y el rango de flx) = Vri—1

Por ser una raiz cuadrada la expresion x-1 debe ser mayor que cero entonces

x—1>=0 portantox =1

es decir toma los valores [1,%) para el dominio o valores de x, mientras para y se tiene que
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Vx—1 =0 siempre es un valor positivo por tanto el recorrido o rango es [3,22 )1

e

U U U )

-X=z21

inio

Dom

U U XU U U U U U IO U U T ) I

U X U U [N

de determinar

ony se pue

7

ta puede estar definida por mas de una expresi

on compues

Ly

Una funci

el dominio y el rango de la misma a partir de la definicién misma de la funcion.

Por ejemplo determinar el dominio y recorrido de la funcién compuesta

six <1
=1

1 Six

1—x
vxn_

{

Examinemos la grafica vinculada a la funciéon compuesta

f(x)

1 Grafmatica. Sofware de uso libre.
2 LARSON, R. (2010).Calculo 1. México, México, D.F.: Mc Graw Hill.
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los reales

inio:

Dom

Como la funcién esta definida para  x < 1 yparax = 1 sudominio es todo el conjunto de

los nimeros reales. Donde la funcion es 1-x el rango siempre es positivo por estar definido en

el dominio ¥ <=1 ypara x* =1 siempre la imagen es positiva se tiene que el recorrido de

la funcién compuesta es [0,90)
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La grafica de toda funcién y =fx)esta constituida por todos los puntos (x, f{x)), donde x pertene-
ce al dominio, x € X, y pertenece al recorridoy € Y.

(x,f(x))
y= f(x)

x = distancia dirigida desde y £(x)

y = 1{x) distancia dirigida desde x

Se cumple que si corresponde a la grafica de una funcion, al trazar una recta de manera vertical
esta recta solo corta la grafica de la funcién en uno y solo un punto a la vez. Esto es lo denomi-
nado criterio de la recta vertical para determinar si corresponde a la grafica de una funcién. Por
tanto se puede observar en los siguientes ejemplos si son o no graficas de una funcion.

.............................................................

No es funciéon No es funciéon
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Es funcion Es funcion

A partir de funciones se pueden construir nuevas funciones por medio de la adicion, sustrac-
c16n, multiplicacion y division, por tanto:

Dadas dos funciones ' y g se tiene

La suma de funciones, donde (f + g)(x) = f{x) + g(x)
La diferencia de funciones, donde (f - g)(x) = f{x) - g(x)
El producto de funciones, donde (f * g)(x) = {{x) * g(x)

El cociente de funciones, donde (f / g)(x) = flx) / g(x) con g(x)# 0

En cada caso, el dominio de la funcion es constante de aquellos valores de x comunes a los
dominios de las funciones { y g, con el caso adicional de excluir los valores que hacen de g(x)=0

Por ejemplo: Al tomar las funciones f(x) = x2-3 g(x)= \‘E

Las cuales tienen como dominio todos los reales y los reales positivos.
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. . -3 — ..
Entonces al construir la funcién flx)+ g(x)= xﬂ— + x el dominio son los valores

comunes de los dos dominios, o la intersecciéon de los dominios:

de (—o0,00) N [0,00) = [0,%0) de manera similar se tiene:

F+a=""4VF o)
F-g=""-VF o)
F)r g =" VE  [ow)
F/g="22/\F (o)

Lo propuesta no es mas que la combinacion de dos funciones. Existen otra forma de combinar
dos funciones que recibe el nombre de composicion de funciones.

Sea f'y g dos funciones. La funcién definida como (fog)(x) = f{g(x)) se llama funcién compuesta
de f con g, donde el dominio de f o g esta formado por el conjunto de todas las x del dominio
de g tales que g (x) esté en el dominio de f.

Al establecer (fog)(x) = f{g(x)) puede ocurrir que no sea lo mismo que (gof)(x) = g(f{x)), examine-
mos el siguiente ejemplo:

Sifx)= 2x -3 y g(x)=sen x
a. calcular las funciones compuestas fogy gof.
b. Comparar las funciones.
. (fog)(x) =f(g(x)) =2 (senx) —3

2. (gof)(x) =g(f(x)) = sen (2x— 3)

3 PURCELL, E (2007). Calculo., México, México D.F.: Prentice Hall.
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Al comparar las dos composiciones son sus resultados totalmente diferentes. Por tanto

(fog)x) #(g0f)(x)

Una funcién es par cuando su grafica es simétrica con respecto al eje y, por tanto:
La funcion y = f{x) es par si f{-x) = {{x)
Y la funcién es impar cuando la grafica es simétrica con respecto al origen, por tanto

La funcion y = f{x) es impar si {{-x) = - {{x)

Por ejemplo indicar si la funcion es par, impar o ninguna de las dos
a. flx) =x*+x
b. gx )= 1+ cos x

Solucion

a. La funcidn a, f{x) = x* + x es impar, porque:

f(=x)=(—x)P-(—x)=—x+x = —(x*—x) = —f(x)

b. La funcion g (x) = 1 + cos x es par, porque

g(—x) =1 +cos(—x) = 1+cosx = g (x)

4 LEITHILD, L. (1998). El calculo. México, México D.F.: Oxford University Press.
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Toda las funciones f{x ) se pueden trasladar, sin cambiar de forma, en cualquiera de las direc-
ciones del plano cartesiano, arriba, abajo, a derecha o a izquierda, esto ocurre al sumar o restar
un valor cualquiera a la funcién en posiciones especifica. Esto ocurre de la siguiente manera:

Desplazamiento vertical hacia arriba de ¢ unidades de la grafica cuando se suma a la funcién
un valor ¢ >0. y =f{x) + ¢

Esto es: siy =f{x) y se quiere desplazar para arriba 3 unidades queda y =f{x)+3

Desplazamiento vertical hacia debajo de ¢ unidades de la grafica cuando se suma a la funcién
un valor ¢ < 0.y =fx) + ¢

Esto es: siy =f{x) y se quiere desplazar para abajo 3 unidades queda y =fx)-3

Por ejemplo siy = 3x’ y se quieres desplazar 2 unidades para arriba la funciéon queda ahora y
=3x*+ 2.

Y si quieres desplazar 3 unidades para abajo la funciéon queda ahora

y= 3x’-3.Comparemos las dos graficas.

5 SWOKOWSKI, E. (1988). Calculo con geometria analitica. México, México D.F. : Grupo editorial Ibe-
roamericana
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El desplazamiento horizontal hacia la derecha, ¢ unidades de la grafica, se produce cuando se
determina la resta de un valor c en la funcién, asi:

Siy =fx) se desplaza a la izquierda c unidades al graficar y = f{x-c)

El desplazamiento horizontal hacia la izquierda, ¢ unidades de la grafica, se produce cuando se
determina la suma de un valor ¢ en la funcidn, asi:

Siy =fx) se desplaza a la izquierda ¢ unidades al graficar y = f{x+c)

Por ejemplo siy = 3x3 y se quieres desplazar 2 unidades para la derecha la funcién queda ahora

y = 3(x-2)3
Y si quieres desplazar 2 unidades para izquierda la funciéon queda ahora

y= 3(x+2)3. Comparemos las dos graficas.

La grafica puede acercarse al eje y en la medida que se multiplica la funcion por valor ¢ cada vez
mas grande, entonces siy = { (x) la grafica de la funcién se aproxima al eje y al graficar y = cf(x)

Por ejemplo si y = x* y se multiplica la funcién por 5 la grafica de funciéon se aproxima al eje
vertical asi:
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'
'

f (x) la gréfica de la funcion se aleja del eje y al graficar y = cf(x)

La grafica puede alejarse del eje y en la medida que se multiplica la funcién por valor 0<c<I,

entonces si y

leja eje

7

1/15 la grafica de funcién se a

on por

7z

x* y se multiplica la funci

Por ejemplo si y
vertical asi:
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Si se observa detenidamente todas las graficas presentadas hasta el momento son positivas en
el momento que la funcién y = f{x) se multiplica por un valor negativo, la funcién cambia su
concavidad, por ejemplo si ay = x* se multiplica por (-1 ) se produce el siguiente cambio.

EJEMPLOS

1. Escriba la funcion de las maneras que faltan en la siguiente tabla

Situacion IMPLICITA EXPLICITA DE FUNCION
1 4X-7Y +11 =0
2 y=43X¥24+5-6
3 flx) = 3V3x+23
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A partir de la situacion

1. 4X-7Y +11 =0 de manera explicita queday = 4/7 x + 11/7 y como funcion f{x) = 4/7 x +
11/7.

De la situacion 2, v = +£V3X?+5 — 6 de manera implicita puede expresarse de la siguien
te manera (y+6)? -3x> —5 =0y como funcién f{x) = £V3X*+5—-6

Y la tercera, propuesta como funcion se puede escribir de manera explicita como

¥ = 3 33x+ 23 y de manera implicita como 243y° — 3x — 23 =0

2. Dada la funcién y = x> — 5 x* — 3 x + 6 hallar a. f{0), b.f{3), c. f{x-h),
fix) =y =x’—5x*— 3 x + 6 entonces

f0)= 0° — 5*0% — 3*0 + 6 =6

f(3)=3%—5%32— 3*3 + 6 = 27-45-9+6 = -21

fix-h) = (x-h)’ =5 (x-h)? = 3 (x-h) + 6

fix-h) = x> = 3x*h + 3 x h*- h’ - 5(x’- 2xh+ h?- 3x + 3h +6

fix-h) = x> = 3x*h + 3 x h* h* - 5x* + 10xh- 5h? - 3x + 3h +6

fix-h) = —3x*h + 3 xh* h’ - 4x’ + 10xh- 5h? - 3x + 3h +6

3.Sea h:R = R la funcion definida para todo x € R por h(x) = x* —x determinar si la

funcion es biyectiva.

Para determinar si la funcion %) = %7 —x o biyectiva se requiere comprobar que la ecuac

i6n en al despejar x en funcién de y tiene una solucién tnica para todos los valores de ¥ © R

Fundacién Universitaria del Area Andina



., ., -1y
(esto es para cada y la soluciéon de esta ecuaciéon corresponde a (),

X=X =1V completo el trinomio cuadrado perfecto

1%4- 1 1 .
x—=) = v+-= o o LV E—- imh= [——,00)
© 4 laecuaciéntienesolucionsiysolosi ¢ portanto,la 4

1, . - fox =
y para ¥=— 7 se tienen dos soluciones distintas asi: *

Una de las soluciones es mayor que "2 y la otra menor que 2 lo que permite concluir que la
funcion h no es ni inyetiva ni biyetiva.

Pero la funcién  f: [%J o) = [— % ) definida en fla) = x*—x es invertible siendo su in

—_—
1 f
e B I L

versa la funcion definida por f -1 (v) = \ -

4. Determinar el dominio y el recorrido de la funcién definida como ¢ () = Jx(x=3)

Como ¥ * (x—3) no es un namero real cuando * (x—3) =0 el dominio de la funcion se

constituye por los valores de x para los cuales * (x—=3)z0 desigualdad que se satisface cuan

dox=0yv x—3 =20 ox =0 yx—3 =0

x=0 y x—3 =0 x=0 v x =3 [3,00)
v v v
x =0y x—3 <0 x =0y x=3 (o0,0]
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P Y
Por tanto el dominio de & (x) = x(x—3) esta dado por (0,0] U [3,0)

Al calcular la funcién para los valores en cada uno de los intervalos, se observa que la imagen
de la funcion esta definida desde cero hasta infinito, por tanto el recorrido esta definido en [0,

). Esto se puede comprobar en la gréfica.

...............................
..............................

_________________________________

______________________________

........................................

________________________________________

5. Evaluar la funcién f(x) = 5x — 3 en los valores dados

a. f10)
b. fi-3)

c. flb)

d. fix-1)

Solucién:

o flx)=5x—3
b fx) =5x—3
f(b)=

o flx)=5x—-3

d flx)=5x—3

f(0)=5+0—-3=3

f(-3)=5(-3)—-3= —15—-3= —18
5¢hb—3=5b—3

flx—1)=5(x—1)—3= 5x—5—3=5x—258
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6.Siflx) =3x+ 1, g(x)=2x2—3x, hx=x-3 V¥~ Lcalculary simplificar.
a.f (x) + g(x)- 3 h(x)

b. 2g(x)-5 h(x)

c. g(x)/h

d. (g o h)x)

Solucién

a.f(x)+g(x)-3h(x)=3x+1+2x>—3x-3(x—3 vx — 1) =1+2x* -3 x+9 v/x — 1)

b. 2g(x)-5 h(x)= 2(2x* —3x)- 5(x =3 4x — 1) =4x>— 6x- 5x + 15 x — 1 =4x*—11x + 15

vxr—1

c.g/h=(2¢-3x)/(3x+1)=3x -2+ 22

) Jx+1

d. (goh)x) = gfh(x) = 2x — 3 VE— 12— 3x—3Vx — 1)

22— 6xVE T 145 1)-3x+9VE—1=912xVx =14 9x9.3x +9vx — 1

23 x-2 —12xVF— T4Vr =1 =9 9 49— 12 Vx — 1

7. Determine si la funcion f es par o impar

o flx) =32 —4x
b, flx) =9 —5x7

Solucion

2 flx)=3x% —4x

Si x es un nimero real, entonces

fl=x)=3(—x) —4(—x)= —3x¥+4x = —(3x®—4x) = —f(x)

Por lo tanto f{x) es impar
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b. f(x) =9 —5x?  Six esun ntmero real

c. f(—x) =9 —5(—x)* = 9—5x? = f(x) Por tanto fx) es par.

1. Escriba la funcién de las maneras que faltan en la siguiente tabla

Situacion IMPLICITA EXPLICITA DE FUNCION
1 3X+2Y-5=0
2 ¥=4X2-542
3 flx)=3Vx—3
4 2/3x-3/5y=11/5
5 Y = 3/7 (x-2)¥2
6 g(t) = 3 sen (t+2)

2. A cada una de las funciones hallar f{0), {{3), f (t), fix+h), flx+h)+ fix)
Y = x*+ 5x3- X
Y = (x+3)(2x-4)
g(x) = (x*-3x+1)/(x-1)

h(t) = 5t/ 3t — 5t

g(n) =(5n% 3n +4)(3n +11)

3. Sea h: R — R la funcion definida para todo x € R por la expresion dada determinar si la
funcién es biyectiva.

q R(x)= 4x®—1

b f(t) =5t—4

o g(x)= x*—6x
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4. Encuentre el dominio y el recorrido de las funciones. Apoyarse en un grafico de la funcion

a. f(x)= 4x*
b. g(x) =\/6x
c.glty=t*—5

d. h(x)= 2/ (x-3)

2x+1 x=0
2x+ 2 x=0

e. t(x) = {

5. Evaluar la funcion en los valores dados de la variable independiente y simplificar los resultados
51 flx)=7x—4
a. f{0)

b. f{-5)

c. ft)

d. f{x-1)

52 f(x)=+x+5

a. 1(2)

b. f-7)

c. flk+1)

d. f{x-1)

e. flx+h)

5.3 g(x) =5x*—3x+ 4
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c. g(k-1)

d. g(x-1)
e. g(x+h)- g(x)

5.4 hix) =sen x — 3x

d. h(x-1)

6. Sifix) = 2x-4 ygx)=4x>xhx)=x—22x — 3 calcular
f (x) -2 g(x)+3 h(x)

2g(x)+3 h(x)

g(x)/h

(g 0 h)(x)

(h o g)()

(fog)x)

g (gof)x)

ISR

e O W

7. Determine si la funcion f es par o impar
a fx)=5x"—Tx
b, fx) =6 —5x°
o flx)=3x"+9x
d flx) =3x’—5x+8

@ = -

a4x
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FUNCIONES

CLASIFICACION
ELEMENTOS DE LA FUNCION
REAL Inyectiva
Suprayectiva
Notacién: implicita, explicita o Biyectiva
como funcién.
Valoracion: f(5), f(h) Par. i f(-)=f(x)
Dominio: valores de la variable Impar: si {(x)=(x)
independiente.

Recorrido: valores de la variable

dependiente. OPERACIONES

Translacion: f(x)n=h; f(xzh)n: nf(x)

Suma: f(x) + g(x)
Resta: f(x) - g(x)
Multiplicacién: f(x)
g(x)
Division: f(x)/g(x)

Composicion: f{g(x)}
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1. Escriba la funciéon de las maneras que faltan en la siguiente tabla

Situacion IMPLICITA EXPLICITA DE FUNCION
1 5X+3Y-11=0
2 ¥=yX%X2+6-3
3 flx)=2Vx—7
4 3/5x+5/7y=1/5
5 Y = 2/9 (x+5)¥2
6 g(t) = 3cos (t-5)

2. A cada una de las funciones hallar f{0), f{3), { (t), flx+h), filx+h)+ f{x)
Y =3+ 6x>- 4x
Y = (x+7)(4x-5)
g(x) = (x3+5x+7)/(x+1)

g(n) = (4n% 6n + 11)(3n +11)
h(t) = 4tV35— 6t

3. Sea h: R — R la funcion definida para todo x £ R por la expresion dada determinar si la

funcién es biyectiva.

q R(x)= 7x*—8
b flt) =6t—3

e gx) = 3x+7x
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4. Encuentre el dominio y el recorrido de las funciones. Apoyarse en un grafico de la funcion

a. fix)= 5%°

—

b. glx) = V7*

d. h(x)= 2/ (x-7)

Jx+ 4 x=< -1
x+2 x=-—1

e t(x)= {

5. Evaluar la funcion en los valores dados de la variable independiente y simplificar los resulta-

dos

a flx)=7x—4
1. fl0)

2. f1-5)

3.1y

4. fix-5)

b. f(x) =v2x -7
1. fi4)

2. 1-8)

3. fk-2)

4. fx+h)

5. fix+h)- f1h)

d. h(x) = sen 2x + 5x
1. h(4)
2. h(0)
3. h(h)

4. h(x+3)
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6. Si fx) = 3x -5; gx)=3xx; hx=x-2V2¥ =3  calcular

1.

o

f (x) -3 g(x)+5h(x)
4g(x)+6 h(x)
g(x)/h

(g o h)(x)
(hog)()

(fog)x)
(gof)(x)

7. Determine si la funciéon f es par o impar

| flx) =4x* + 6x

9 flx) =6 + 3x3

g flx)=3x"+5x

4 fx)=3x"+4x+8

flx) = -
5.

5
61T 3x
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MATEMATICAS - SEMANA 6

FUNDACION UNIVERSITARIA
DEL AREA ANDINA
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INTRODUCCION

En esta cartilla se presentan formas de representar funciones, por medio grafico,
tablas, tipos de funciones, y las funciones como modelos matematicos que per-
miten solucionar situaciones de la cotidianidad.

Se debe leer detenidamente los contenidos interpretar los procedimientos y ha-
ciéndose necesario reconstruir paso a paso los procesos que se desarrollan en
los contenidos. Estos contenidos permiten avances notables en la construccion
de procesos interpretativos, analiticos y comprensivos de la matematica, base
fundamental para la matematica avanzada.
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METODOLOGIA

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La pri-
mera hace referencia a la lectura completa del modulo, realizando la respectiva interpretacion,
analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el contenido del
mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones generales,
particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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MAPA CONCEPTUAL

CLASES DE FUNCIONES

Modelos de representacion

Tablas
Graficos
Verbales

Matematicos
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5l

OBJETIVOS Y COMPETENCIAS

Comprender el manejo de las funciones

Objetivos

B Aprender la representacion de funciones por medio de tablas, gréaficas, ecuaciones y de la
verbalizacion.

B Manipular las caracteristicas de las funciones por medio de tablas, graficas, ecuaciones y
de la verbalizacién.

B Integrar las caracteristicas de las funciones por medio de tablas, graficas, ecuaciones y de
la verbalizacién a la solucion de situaciones cotidianas

Competencias

B Aprende la representacién funciones por medio de tablas, graficas, ecuaciones y de la
verbalizacion.

B Manipula las caracteristicas de las funciones por medio de tablas, gréaficas, ecuaciones y de
la verbalizacion.

B Entiende las caracteristicas de las funciones por medio de tablas, graficas, ecuaciones y de
la verbalizacién a la solucion de situaciones cotidianas

Fundaciéon Universitaria del Area Andina
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DESARROLLO TEMATICO

Los contenido de planteados en esta cartilla como formas de representar funciones, por medio
grafico, tablas, tipos de funciones, y las funciones como modelos matematicos que permiten
solucionar situaciones de la cotidianidad, son fundamentales en la construccién de proceso
mentales que posteriormente se utilizan en contenidos mas avanzados.

Estos contenidos permiten avances notables en la construccion de procesos interpretativos, ana-
liticos y comprensivos de la matematica, base fundamental para la matematica avanzada.

En esta cartilla se presentan formas de representar funciones, por medio grafico, tablas, tipos
de funciones, y las funciones como modelos matematicos que permiten solucionar situaciones
de la cotidianidad.

Se debe leer detenidamente los contenidos interpretar los procedimientos y haciéndose necesa-
rio reconstruir paso a paso los procesos que se desarrollan en los contenidos.

En lo referente s los ejercicios, es muy importante que usted se apoye en un software de grafica-
cion, ya sea derive u otro. Les recomiendo el programa gramatica, es un programa sencillo de
manejar y permite ser descargado por ser de uso gratuito, ademas de permitir realizar varias
graficas en el mismo plano lo que permite comparaciones.
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El estudiante representa funciones por me-
dio de tablas, graficas, ecuaciones y de la
verbalizacion.

El estudiante diferencia las caracteristicas
de las funciones en tablas, graficas, ecua-
ciones y de la verbalizacion.

El estudiante manipula las caracteristicas
de las funciones por medio de tablas, grafi-
cas, ecuaciones y de la verbalizacion.

El estudiante manipula las caracteristicas
de las funciones en tablas, graficas, ecua-
ciones y de la verbalizacion.

El estudiante integra las caracteristicas de
las funciones por medio de tablas, graficas,
ecuaciones y de la verbalizacién a la solu-
ci6n de situaciones cotidianas

El estudiante integra las caracteristicas
de las funciones reales en tablas, graficas,
ecuaciones y de la verbalizacion a la solu-
ci6n de situaciones cotidianas

La nocién actual de funcion es el resultado
del trabajo de varios siglos por parte de estu-
diosos de esta area del conocimiento, quie-
nes llegaron de una u otro forma a concluir
que muchos de los fenomenos d la naturale-
za se podian representar mediante modelos
matematicos o a partir de funciones elemen-
tales, las cuales se pueden organizar en tres
grandes categorias:

1. Funciones algebraicas (Polinémicas, ra-
dicales, racionales)

2. Funcione trigonométricas (seno, coseno,
tangente, cotangente, secante, cosecante)

3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Cada una de estas clasificaciones se puede

presentar de cuatro maneras diferentes':

Verbalmente (por medio de una descripcién

verbal)

*  Numéricamente (por medio de una

tabla de valores)

* Visualmente (por medio de una re-

presentacion grafica)

» Algebraicamente (por medio de una

formula)

1 STEWART, J. (2008).Calculo de una variable. México, México D.F.: Cengage.
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Se considera necesario, para la construccion
del conocimiento eficiente, el manejo apro-
piado de diversas formas de representacion
o de tratamiento de una misma informa-
ci6n, en este sentido se puede aprovechar las
cuatro formas de representar las funciones
con el fin de consolidar en conocimiento,
aunque hay funciones que se dejan describir
de manera mas sencilla de una determinada
forma que con otra.

Examinemos el siguiente ejemplo

El area A de un circulo depende del radio r
del mismo. La regla que relaciona r con A se
expresa mediante la ecuacion A= mr
Con cada numero positivo r

existe asociado un valor A por lo que A es

funciéon de r.

A'lo mejor la forma de mas utilidad del area
de un circulo en funcién de su radio es la for-
mula algebraica, aunque se puede organizar
una tabla con los valores y con ellos llegar a

trazar una grafica

Se evidencian las cuatro formas de represen-
tar la misma funcién. Examinemos

Ejemplo 1.

El costo C de enviar una carta por correo en
primera clase depende de su peso W. Aun-
que no existe una férmula que relacione de
manera sencilla a W con C, la oficina de
correos tiene una regla para determinar C
cuando se conoce W.

Esta misma situacién de manera verbal se
expresa asi: Sea G(W) como el costo de en-
viar por correo una carta en primera clase
con un peso W. La regla utilizada en 1996
por la U.S. Postal Service (Servicio Postal de
Estados Unidos) es la siguiente: el costo es
de 39 centavos de délar hasta por una onza,
mas 24 centavos por cada onza sucesiva has-
ta 13 onzas. Quedando representada la in-
formacion en la siguiente tabla:
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A partir de esta informacion se puede construir una representacion visual, una grafica la cual
seria asi:

Hasta ahora se han se han mostrado tres representaciones de la misma situacion, la verbal, don-
de se hace la descripcion de la situacion y la relacion entre las variables, la numérica, expresada
en la tabla de valores de acuerdo a las condiciones expuestas en la primera representacion, la
visual expresada por la grafica.

A partir de la representacién numérica se muestra que la expresion inicia con un valor de 15
centavos y que va aumentando de 24 en 24, claro esta se tiene en cuenta siempre como valores
que saltan, entonces es una situacion discreta.

Haciendo uso de la tabla se afiade una columna donde relaciona el incremento del costo de
onza a onza asi:

C(W)
W (onzas .
( ) (délares)
0,39 | 0,15+ 1*0,24
O<Ws1 0,63 0,15 + 2*0,24 Por tanto a par‘Fi/r de la informacién se con-
1<W<2 forma la expresion
0,87 0,15 +3*0,24
2<W<3
1,11 0,15 + 4*0,24
3<W«<4

*
4<\W<5 1,35 0,15+5%0,24 C(W)=10,15+ [W] =024 conw<13

1,59 0,15 +6*0,24

5<W<6
Que es la cuarta forma de representacion de
la funcion la algebraica.
3,03 0,15+ 12*0,24
11<W<12
3,27 0,15+ 13*0,24
12<W<13

0,15 +n*0,24
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) POBLACION
AROS
(EN MILLONES)
1900 1650
1910 1750
1920 1860
1930 2070
1940 2300
1950 2560
1960 3040
1970 3710
1980 4450
1990 5280
2000 6080
p
610"+
TI00 190 1940 160 1% 2000 !

Ejemplo 2

Se establece que la poblacion humana del
mundo P, depende del tiempo t. En la tabla
se presenta la estimacion de la poblacion en
un determinado tiempo t, P(t) para ciertos

anos después.

Para cada valor de tiempo t le corresponde
un valor P, por tanto p es una funciéon que

depende del tiempo t.

La funciéon P(t) es la poblacion del mundo
en un tiempo t, donde la tabla de valores de
la poblaciéon suministra una representacion
apropiada de la funcion. Al llevar los datos
de la tabla a una grafica estos quedan loca-

lizados asi:

T

CIW 1920 140 960 1980 2000

Tomado de Calculo Stewart 62 edicion, Pag. 14.
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Esta representacion permite exponer los da-
tos relacionados y pueden llegar a formar
una grafica como la que aparece al lado de-
recho.

Utilizando los métodos apropiados se puede
construir una expresion algebraica aproxi-
mada que es

P(t) * (0,008079266) = (1,013731)"

Esta funcion es denominada, modelo ma-
tematico, relacionado al crecimiento pobla-
cional en el mundo. Se pude asegurar que
es una funcion expresada por una féormula
que da una aproximacion para el comporta-
miento de la poblacion.

Con el fin de comprender apropiadamente
las relaciones entre las funciones, a continua-
ci6n se hace una ampliaciéon de las funciones
presentando mas estrategias de graficacion
y la forma de construir modelos matemati-

cos, informacién que se requiere para poder

comprender los proceso que se realizan co-

tidianamente.

Existen dos funciones con caracteristicas es-
peciales la funcién valor absoluto y la fun-
ci6n mayor entero de la cual ya se hizo una
muestra en el ejemplo uno.

La primera se define de la siguiente manera

x six =0
l={*
—x six =10

Y la segunda

[x] = el mayor entero que es menor o igual a x

Con el fin de comprender eficientemente la
definicion propuesta se plantean los siguien-

tes ejemplos:

Aplicando la definiciéon de valor absoluto

|-31]=13,1|=31
Y aplicando la definicién de mayor entero

[-31]= —4 y[31]=3

Con frecuencia la funcién valor absoluta es recordada por formar en su grafica un pico en el
origen, en tanto la grafica de la funciéon mayor entero da un salto de entero en entero.
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Cuando una funcién tiene la forma f{x)= k donde k es cualquier valor constante o nimero real,
esta recibe el nombre de funcién constante, donde su grafica es una recta horizontal que esta
a una distancia k del eje horizontal, asi como se muestran los ejemplos en la siguiente grafica.

_________________________________ Y N U S S S
f(x)=4a

_________________________________ P22 I S R S S
f(x)=1

- 0 .

N4 -2 0 2 a7
: f(x)= 2

Cualquier funcién que puede que se pueda obtener a partir de una funcion constante y la fun-
ci6n idéntica, por medio del uso de las operaciones suma, diferencia y multiplicacion reciben el
nombre de funcién polinomial. Esto quiere decir que la funcién tiene la forma

Y — -1 ~n+ nt+2 .
f(x) = apx™ + Apex™ 1+ @ x™ + 4 ax + qg

, , . . s
Donde @1- G2: @3 == Son nimeros reales y n es un nimero entero no negativo. Si @ * 0,

n es el grado de la funcién polinomial.

Por ejemplo si se tiene f(x) = ax + b e5t es una funcion polinomial de grado uno o denomi-

nada funcion lineal.
Cuando f(x) = ax~ + bx + ¢ es una funcién polinomial de segundo grado o conocida co
munmente como funcién cuadratica.

Las funciones lineales y las funcione cuadraticas reciben una apartado especifico por la impor-
tancia y la amplia aplicacién que estas tiene.

Cuando se calcula el cociente entre funciones polinomiales, se construyen las denominadas
funciones racionales, las cuales tienen la forma

-

At axtag

2XxMm"2 44+ b, x + b,

a,x"+a,_x" 1+ a,_,x"

b, x™+b_ _.x™1+ b
m m-1

flx) =

m-
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En esta funcion el dominio esta definida por los nimeros reales para los cuales el denominador
es diferente de cero

También se conoce la funcion algebraica explicita, siendo aquella que se puede obtener a partir

de las funciones constantes y la funcién identidad por medio de las cinco operaciones: suma,
resta, multiplicacion, division y radicacion, por ejemplo:

fx)=5x2"=5Vx?  g(x) = ZXEEEZ

Trigonomeétricas, inversas exponenciales y logaritmicas.

Se define la funcién trigonométrica como la relacion métrica existente entre los catetos de un
triangulo rectangular y uno de sus angulos agudos, o la relacion ente los catetos y el angulo
central de una circunferencia unitaria o de radio 1

A partir de la relacion entre los catetos y el angulo agudo se tiene:

€. 0;
Sena = — B
hip
hip c.op
c c.ady
osa= ——
hip
a
r _ c.op r
ana = —c.ad_v c. ady

Una manera mas amplia de definir las funciones trigonométricas esta relacionada con la circun-

ferencia unitaria y de centro en el origen del plano cartesiano cuya ecuacién es * + ¥~ = 1,

Se asume A, como el punto (1,0) y t un nimero positivo. Existe un punto P en el circulo C tal
que la distancia, medida en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del arco AP

que es igual al nimero t, tal como se muestra en la figura.
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La circunferencia de radio r tiene una longitud de 2nr de modo que la circunferencia C es 2,
entonces si t = 1 entonces el punto P esta en la mitad de la circunferencia, donde P es el punto
(-1,0) y si t = 3m/2 entonces el punto P es (0,-1) y s1 t= 2m entonces P es el punto A.

Por tanto, si t es un nimero real que determina el punto P(x,y) entonces
Sent=y y Cost=y

Utilizando la informacién establecida en la grafica anterior, se forma un triangulo rectangular
asi:

aplicando el teorema de Pitagoras
¥+ y2=1
Y reemplazando Sent=y y Cost=y y

Se tiene que

(Sent)*+ (Cost)?=1

Conocida como la identidad trigonométrica
fundamental

Por las condiciones iniciales y como t puede ser cualquier nimero real, el dominio de la funcién

- I:’f:. r

es (-**®)y como X y Y estan entre -1 y 1, por ser el valor maximo y el minimo de la circunfe

rencia unitaria, se considera como rango de la funcién el intervalo [-11],
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Como la circulo unitario tiene 21t de circunferencia, los valores de t y de t+2n determinan el
mismo lugar P(x,y), por tanto

Sen (t+ 2n) =sent cos (t+2m) = cos t
Cuando los puntos P, v P, corresponden a t y a —t , respectivamente , estos son dimétricos res
p 1Y 3 P y P
pecto al eje x, por tanto las abscisas de P; v P, son la misma y las ordenadas difieren del signo,

por tanto: sen (-t) = -sen t y cos (-t) =cost

P(x,-y)  §

//— t

\.\- £

A partir de lo expuesto, la funcién la funcién seno es una funcion par y la funcién coseno es una
funcion impar. Con la informaciéon suministrada se puede considerar que

Sen (g— t) =Cost y Cos (g—t) =Sent

¥4

Las funciones trigonométricas se pueden representar, como una expresion algebraica, como

hasta ahora se ha presentado, de manera matematica por medio de una tabla o de manera
grafica, asi:

T Sent Cost

0 0 1
/6 % V3 /2
/4 V2 /2 V2 /2
/3 V3 /2 %
/2 1 0
2r/3 V3 /2 Y
3m/4 V2 /2 —V2/2
5m/6 % -3 /2

T 0 -1
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O de manera grafica como se indica en la siguiente representacion

Las otras funciones trigonométricas que son el resultado de relacionar las funciones seno y co-
Seno son:
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Dado a >0 0 a<0, se considera la funcion f, : R — (0,20) definida como f,(x) = a* para

todo x € R se considera una funcién exponente, donde su grafica es

Se define la funcién logaritmica de base a para x >0,a >0y a #1

v=log,x si ysolosia¥ =x

Examinado lo expuesto en la segunda parte, un término a multiplicado por si mismo y veces
el resultado es x en tanto en la primera parte, cuantas veces (y) debe multiplicar por si mismo
el valor a para que el resultado sea x

Por tanto las expresiones estan relacionadas, mientras en una se determina el resultado de apli-
car un exponente en la otra expresion se busca determinar el valor de la potencia.

El logaritmo tiene las siguientes propiedades:

1. log,1=0 porquea®=1
2. log,a=1 porquea®=a
3. log,a® = x porque a'®9s* = x

4. log,x =log, y porquex =y

3 LARSON, R. (2010).Célculo 1. México, México, D.F.: Mc Graw Hill.
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1. Indicar si las siguientes funciones son algebraicas, trigonométrica, exponenciales o logarit-

micas:
A fx)=3x"+2x*+ x*—x+6 e f(t) = V1-3x

b. f(x)= # f.  f(x)=3senx

c. fla) = g Ff(k)=Ink
h.  f(k)= —3

d. f(x)= 5=2%

Soluciéon

a.  f(x)=3x+2x*+ x*—x+6 exponencial por tener la forma

n n+l n+2
A, x" + AppqX + Q,i0x + ..+ ayx + a,

flx) =

2 —-4x ., . . .
—— también es exponencial porque es el denominador un coeficiente.

b. flx)=
c. f(x)= % racional por tener la forma
£ a,x"+a,_x" 1+ a,_,x"?+ -+ a;xta,
x) = _
b,x™+b,_x™ 1+ b, _,x™2++bx+ b,
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d. f(x)= 5=2*¥ exponencial porserdelaforma y=gag*

e. f(t) = v1—3x radical portenerlaforma

2ita,x+a,

' n n-1
f(.‘() - r;"f(_r) = banx Tap_s¥ Fap_oX

m m-< m-z
mX FTbhpm_.Xx + bp_nX +--+b,x+ b,

f.  f(«x) =3 senx trigonométrica por estar involucrada una funcién trigonométrica
g. f(k)=Ink logaritmica por ser de laforma f(x)=Inx

h. f(k) =-—3 esunafuncidn constante.

2. En una tienda de productos quimicos no se ha diseiado una representacion algebraica en-
tre el costo de un producto quimico y la cantidad de gamos vendidos. Siempre se vende una
cantidad exacta en gramos donde cada gramo tiene un costo de $2400 pesos. El costo por un
gramo, con el estuche, es de $3900 de dos gramos es de $6300 gramos, no hay limite de gramos
a vender pero no se cobran fracciones de gramo, si se pasa del peso exacto, se cobra el siguiente
gramo completo.

W (gramos) C(W) (pesos)
O<Wws<1
Solucion 1<W<2 3900
2<W=<3
Se observa una relacion entre el costo y la 3<W<4 6300
8700
cantidad del producto quimico en gramos, 4<\W<5
11100
razon por la cual se construye una represen- 5<W<6 13500
tacion matematica, una representacion al- 15900
gebraica y una representacion grafica
Se han toma los datos relacionados entre el 11<W<12
pago, en pesos, por adquirir producto qui- 12<W<13 30300
mico y el peso, en gramos. Se ha colocado la : 32700
informacion en la siguiente tabla
n-1<W<n
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3. Un poste que tiene una altura desconocida, genera una sombra que medida sobre el piso
tiene una longitud de 8m, a una determinada hora del dia, genera una sombra que con el piso
tiene un angulo de elevacion de 30 grados. Indicar la longitud del poste y la distancia que hay
entre el extremo superior del poste y el punto de la sombra mas lejano del poste.

Solucion

Lo primero a examinar son los datos sumi-
nistrados, la informacion solicitada, la cons-
truccion de una representacion grafica de
la informacion, una alternativa de solucion
que posteriormente se ejecuta para determi-
nar la solucion a la situacion planteada.

1. Informacion suministrada. Después de
realizar la lectura del enunciado se detecta
que:

a. Un poste de longitud desconocida.
b. Una sombra de 8 m e longitud.

c. El angulo de elevacién del piso al haz de
luz es de 30 grados.

2. Solicitan hallar la longitud del poste y la
distancia del extremo superior del poste al
punto extremo opuesto de la sombra de la
base del poste.

ady
hip

c
cosa =
0,8660

Se tiene que

3. Al examinar la informacién y lo solicitado
se propone la siguiente grafica

//
_ ) C

&m &m
entonces cos30° = - por tanto h =
T c

h=

4. Al examinar la grafica y la informacion,
se tiene un angulo y el cateto adyacente al
angulo, por tanto se plantea como alterna-
tiva de solucion utilizar la definicion de fun-
ci6n coseno para hallar el valor de h. Ahora,
como se tiene el cateto adyacente y utilizan-
do la definiciéon de funciéon tangente se cal-

cula el valor del cateto opuesto x.

5. Se aplica la primera alternativa de solu-
ci6n propuesta, como

como cos30°=

os30°

™ _9,2378m
0.8660

Se calcula el valor de x utilizando la definicion de funcién tangente, por tanto:

c.op
Tana = —— entonces tan 30°
c.ady

c.0p x
= —— portanto tan30°= —
c.ady &ém

al despejar tan 30° * 8m = x entonces x = 0,5+ 8m = 4m

Por tanto, la altura del poste es de 4m y la longitud del borde superior del poste al punto de la

sombra mas lejano de la base del poste es de 9,2378 m
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4. Dada la funcién f{x)= - x/4 indicar los puntos que pertenecen o no a la funcién
a. (0,0)

b. (-2,1)

c. (-5,5/4)

d.(1/2,-1/8)

Soluciéon

a. (0,0) esla coordenada de un punto de la funcién, al sustituir x por cero f{x) = 0
b. (-2,1) es la coordenada de un punto de la funcién, al sustituir x por -2, f{x) = 1
c. (-5,5/4) es coordenada de un punto de la funcién, al sustituir x por -5, f{x)=5/4

d. (1/2,-1/8) es la coordenada de un punto de la funcion, al sustituir x por 1/2, f{x) =-1/8.

5. A partir de la siguiente grafica, indicar los siguientes valores

a. f{-3) Solucion
b. fl-5) a.f{-3) = -2
. 10) b. f-5= 0

c. 10) = -3
d. fi4)

d. f14)=-1,1

. Bl valor de fix)= -1 six = e. El valor de fix)= -1 si x = 4

f. El valor de flx)= 3 six = f. El valor de fix)= 3six = [9, 11]

g El valor de f{x)= 0 six = g Elvalor de flx)=0six=-5y 5,5
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1. Indicar si las siguientes funciones son algebraicas, trigonométrica, exponenciales o logaritmi-
cas:

a. f(x)=3x3+3x*+ 6x—8

b f(x_) _ 3x°-14 x

Sx -3

- 3x%—exf-x+1
o fl0 =T

d. f(x)= 5/2%
c. fo) = J1+1/3x

f. f(x) =3 cosx
o fO)=In(x-3)

h. f(k)= -3

2. En un almacén de productos al menos y al detal no se ha diseiado una representacion al-
gebraica entre el costo de un producto quimico y la cantidad de gamos vendidos. Siempre se
vende una cantidad exacta de que tiene un costo de $1400 pesos. El costo del primer producto,
con el estuche, es de $2900 de cada uno de los siguientes tiene un costo de $6300, no hay limite
de productos a comprar. Determinar una expresion matematica, una expresion grafica y una

algebraica de la situacion

3. Auna pared de 10 metros de altura debe se le debe colocar una escalera hasta el borde supe-
rior, de manera que quede la escalera con una inclinaciéon de58 contra el piso. Determinar la

longitud de la escalera y la distancia a la que queda de la base de la pared.
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4. Dada la funcion f(x) = 5x — f—ix indicar los valores de la funcién

a. f(0)
b. f(1)
c. f(-3)
d. f(1/2)
e. f(0,25)
f. f(a)
g. f(x+h)

5. Para cada una de las siguientes funciones construir una tabla de valores y una grafica en el
intervalo de datos dado como dominio. Utilice la calculadora para los céalculos.

a. f(x)=3x-2In(x+1)
b. f(t)=3t>-5t-6
c. f(t)=5t+3/(t+2)
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CLASIFICACION DE LAS
FUNCIONES

Algebraicas
Trigonométricas
Exponenciales
Logaritmicas

Formas de presentacion
Verbal
Numérica
Visual
Algebraica
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1. Escribir una funcién algebraicas, trigonométrica, exponenciales, logaritmicas, mayor entero
y justificar porque es de cada una.

2. Los materiales por cada par de zapatos tiene un costo de $12000.00 y un costo de produc-
ci6n por cada par de zapatos de $25000.00 Ademas de estos costos se tiene que hacer un pago
mensual de $150000.00 por concepto de energia eléctrica. Si los gastos de produccion de la
empresa estan representados por los costos de los materiales mas los costos de produccion las
los costos fijos mensuales por concepto de servicios publicos. Si la cantidad maxima de pares de
zapatos producidos al mes es de 150, construir una tabla donde se muestre el comportamiento
de los valores, una expresion algebraica que me permita determinar el monto a pagar sabiendo
el nimero de pares de zapatos fabricados.

3. Sobre una superficie plana se han demarcado dos segmentos perpendiculares de 22 m y 14
m cada uno. Construir una grafica donde se evidencie la informacion suministrada, indicar la
longitud de la diagonal que se puede construir entre los dos segmentos y el angulo que hay entre
la diagonal y las perpendiculares.

4. Dadala funcion f(x) = 5x + 2 indicar los valores de la funcién
x—1

a. f(0)
b. f(1)
c. f(-3)
d. f(1/2)
e. f(0,25)
f. f(a)

5. Para cada una de las siguientes funciones construir una tabla de valores y una grafica en el
intervalo de datos dado como dominio. Utilice la calculadora para los calculos.

a. f(x)=3x-2Inx
b. f(t)=3t
c. f(t)=5t-3/(t-2)
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UNIDAD

En esta cartilla se realiza el estudio de los modelos lineales, ademas de la aplica-
c16n de estos modelos a situaciones cotidianas.

Estos modelos matematicos pueden aportar herramientas para interpretar si-
tuaciones cotidianas, para aprender estos elementos teoricos se deben leer los
contenidos del modulo, comprender sus procedimientos y manejar estos conte-
nidos en la aplicacion.
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METODOLOGIA

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La pri-
mera hace referencia a la lectura completa del modulo, realizando la respectiva interpretacion,
analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el andlisis del video y el contenido del
mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones generales,
particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.

Fundacién Universitaria del Area Andina
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MAPA CONCEPTUAL

MODELOS LINEALES APLICACION

MODELOS

LINEALES

APLICACION




OBJETIVOS Y COMPETENCIAS

Objetivos

‘B Comprender los modelos lineales, sus caracteristicas y su aplicacion.

Aprender las caracteristicas y la aplicacion de los modelos lineales.
Aplicar los modelos lineales a situaciones cotidianas.

Evaluar la interpretacion y la aplicacion de los modelos lineales.

Competencias

Aprende las caracteristicas y la aplicacién de los modelos lineales.
Aplica los modelos lineales a situaciones cotidianas.
Evalla la interpretacion y la aplicacion de los modelos lineales.

Evalta la interpretacion y la aplicacion de los modelos lineales.
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DESARROLLO TEMATICO

6.1 COMPONENTE MOTIVACIONAL.

La modelacién de la funcién lineal con su
respectiva aplicacion es fundamental en el
desarrollo del conocimiento matematico en
cualquier profesion, en especial cuando se
trata de areas del conocimiento como en la
que usted esta preparandose.

Es de relevante importancia la construccion
de modelos lineales para la interpretacion y
solucion de situaciones de la cotidianidad.

6.2 RECOMENDACIONES ACADEMICAS

La presente cartilla contiene elementos fun-
damentales sobre las funciones lineales y
cuadraticas y su modelacion.

Es fundamental el aprender a modelar apro-
piadamente las funciones lineales y cuadra-
ticas para permitir la interpretaciéon y com-
prension de situaciones de la cotidianidad.
Es fundamental la lectura comprensiva de
los contenidos, interpretar los procedimien-
tos y realizar las actividades durante la sema-
na para que usted no se atrase en el proceso.

6.3 DESARROLLO DE CADA UNA DE LAS UNIDA-
DES TEMATICAS.

MODELO LINEAL

Se define como modelo a una estructura
que presenta las caracteristicas de una deter-
minada situacién, o en su defecto, describe
teoricamente un objeto o situacion dentro
de una determinada area del conocimiento,
por tanto un modelo matematico es una des-
cripcion tedrica de un objeto o situacion que
esta fuera de la matematica desde los cono-
cimientos y las expresiones matematicas.

Algunos ejemplos de estas modelaciones son
la variacion del tamafio de una determinada
poblacion a través del tiempo, los prondsti-
cos economicos, la demanda de un produc-
to, la rapidez de la caida de un producto, la
concentracion de un producto en una reac-
ci6n quimica, la expectativa de vida de un
apersona, la variacion del area de una super-
ficie en la medida que varia uno de sus lados
u otras situaciones.

Los modelos matematicos son de tipo cuan-
titativos por estar estructurados a partir del
manejo y estudio de cantidades, ademas los
modelos pueden ser de simulacién donde se
busca predecir una determinada situacion
de forma precisa, con el fin de establecer una
configuracion satisfactoria o de control para,
a partir de determinados ajustes, alcanzar
resultados particulares.

El proceso de modelacion puede ser esque-
matizado asi: '

1 STEWART, J. (2008).Calculo de una variable. México, México D.F.: Cengage.
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Problemas en el mundo real

| Modelo matematico

Formular

Conlusiones matematicas

Resolver  Test

Predicciones en el mundo real

Interpretar
—

i

El esquema propuesto anteriormente, espe-
cifica varias fases. Después de definir una
situacion del mundo real, se debe formular
un modelo matematico donde se identifi-
quen y asignen nombre a las variables inde-
pendientes y dependiente que intervienen,
ademas de establecer supuestos que simpli-
fiquen el fen6meno para hacerlo susceptible
de rastrearse de forma matematica.

Por lo general se utilizan conocimientos de
fisica y de matematica para construir ecua-
ciones donde se relacionan las variables. En
situaciones donde no se evidencian las leyes
de la fisica se requiere recopilar la informa-
ci6n por medio de datos tedricos o recopila-
dos en pruebas de laboratorio, organizarlos
en tablas y analizarlos a partir del comporta-
miento de los valores de las variables.

A partir de esta representacion numérica, se
puede construir una representacion grafica
por medio de un plano cartesiano. En algu-
nos casos estas representaciones inducen al

reconocimiento de una expresion algebraica
apropiada.

A partir de la aplicaciéon de la expresion
algebraica y del analisis a los procesos ma-
tematicos se realizan deducciones sobre la
situacion propuesta inicialmente y con ello
explicaciones o predicciones.

Después de lo expuesto, se evaltian las pre-
dicciones propuestas con datos del mundo
real. En caso de no satisfacen las condiciones
de la realidad, se hacen las respectivos ajus-
tes al modelo o en su defecto realizar una
nueva formulacion del modelo, para lo cual
se reinicia el proceso.

En ningun caso el modelo matematico es
una representacién totalmente precisa de
una situacion fisica, es mas una represen-
tacion ideal de una situacién donde se sim-
plifica la realidad hasta permitir calculos
matematicos con tal precision que permite
generar conclusiones valiosas.
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Existen diferentes tipos de modelos matema-
ticos entre los cuales esta el modelo lineal y
el modelo cuadratico. El primero se estudia
durante esta semana, en tanto el modelo
cuadratico se estudia en la semana ocho.

MODELO LINEAL

Al decir que Y es una funcion lineal de x, se
refiere a que la grafica de esta funcién es una
recta, que utiliza la pendiente y la intersec-
ci6n de la ecuaciéon de una recta para escri-
bir una expresion algebraica de la funcién.
Esta expresion algebraica es de la forma
y=1{{x) = mx + b donde m es la pendiente de
la recta y b es el valor en el corte de la recta
sobre el eje y.

Una caracteristica particular de esta funcion
es que crece o decrece en una proporcion
constante.

Por ejemplo, al examinar la expresion alge-
braica {{x)= 2x+1 se observa que al aumen-
tar x en un valor de 0,1 el valor de y = {{x)
aumenta 0,2. Esto significa que {x) se incre-
menta cinco veces tan rapido como x.

Por la planteado la pendiente de la funcién
fix)= 2x+1 es 2 siendo este valor la razon de
cambio de y respecto a x.

Utilizando la expresion algebraica {{x)=
2x+1 se puede observar la representacion
matematica y la representacion grafica de la
misma funcién, asi:

Verbal

X f(x)=

2x+1
0,0 1,0
0,1 1,2
0,2 1,4
0,3 1,6
0,4 1,8
0,5 2,0
0,6 2,2
0,7 24
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Se puede considerar, a partir de lo expuesto
que la pendiente, de una recta no vertical,
es la relacion entre el nimero de unidades
que asciende o desciende verticalmente por
cada unidad que avanza o varia horizontal-
mente, de izquierda a derecha. Por tanto, al
considerar dos puntos (2.vy) ¥ (x5,75)
que pertenecen a una misma recta, al des-
plazarse de izquierda a derecha por la recta,
se produce una variacion vertical de

Av=yv,— ¥ Cambio en y

Unidades por cada variaciéon horizontal

Ax = x, —x; Cambioen x

Unidades. (& es la letra griega delta mayus-

cula y los simbolos &4x y Ax se leen “delta de
x 7 o variacion de x y “delta de y” o varia-
ci6n de y)

Entonces, la pendiente de m de una recta no
vertical que pasa por (x4, ¥;) ¥ (%5, ¥, ) es:

Ay _ ¥
— = == 00N X, F Xy
Ax X=Xy =

al aplicar la formula de la pendiente se ob-
serva que:

YW —l¥, =¥ ¥y — ¥
2 1 _ 2 1) ¥ 2

Xa— X - Xy — X _x—xﬂ
2 1 [; 1] 1 2

A partir de la pendiente m de la recta, calcu-
lada con dos puntos (x4,¥y) ¥ (25,3, Jpor
los que pasa la recta, se termina su ecuacion
o expresion algebraica, asi:

- X

Se toma la expresion  y= mx + b, el valor
calculado de m vy las coordenadas de uno de
los puntos, (2, 3) 0 (x5.3;), se sustituyen
para calcular el valor de b y se escribe la
expresion algebraica particular de la recta.

Por ejemplo. Calcular la ecuacién de la recta
que pasa por los puntos (-3,2) y (4,-3).
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Solucion

R Se identifica asi que la variacion horizontal
S | . Ay yo—u. de siete unidades ocasiona una variacion
e toma la expresion m = — = ———= : : .
p Ax xg—a, vertical descendente de cinco unidades, por
tanto la recta es descendente.
. -s
Se determina cual es el punto 1, (x4,¥;) y Calculado el valor de la pendiente en — se

7
quien es el punto 2, (x5, 75) toma uno de los puntos sobre los cuales pasala
recta, para lo cual tomo (x.v4) = (—3.2)
y en la expresion algebraica y=mx+b realizo
las respectivas sustituciones para calcular el

Para el caso (xyyy) = (=32) vy valor particular de b, asi:

Ex?}rz:] = (41_3:]
2= _TE «(—=3)+b Multiplico

Se reemplazan los valores

Ay vy —w —3-2 -5 2= 1?—5 +b  Despejando
m = = = —J—
Ax x,—xy, 4—(-3) 7
2— % = b Sumando
Por tanto la pendiente m = =
7 1
1y
7
Al reemplazar el valor de la pendiente m = _TE y el valor — % =b enla expresion y=mx+b

, Se consigue la ecuacion particular de la recta que pasa por los puntos (—3.2) ¥ (4.—3), por
tanto:
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La ecuacion de la recta se ha expresado en una de las formas, las cuales son:

g 1. Forma general Ax +By + C =0 (A,B# 0) )
2. Recta vertical X=a
3. Recta horizontal y=b
4. Forma punto pendiente y— ¥y, =m(x— x4)
5. Forma pendiente — interseccion ¥ = mx + b

RAZONES Y RITMOS O VELOCIDADES DE CAMBIO:

La pendiente de una recta se puede interpretar como una razén o proporcién o como una tasa,
ritmo o velocidad de cambio. Cuando las dos variables x y y;, que se localizan sobre los ejes
horizontal y vertical correspondientemente, tiene la misma unidad de medida, la pendiente no
tiene unidades y es una razon o proporcion y si los ejes tiene diferentes unidades de medida, la
pendiente es una tasa, ritmo o velocidad de cambio.

Examinemos el siguiente ejemplo relacionado con la razén de cambio
La poblacién en una ciudad en 1995 era de 3827000 habitantes y en el 2005 el nimero de

pobladores era de 4665000, Determinar la razon de cambio de la poblacién durante estos 10
anos.

4 )

cambio de poblacion

Ritmo o velocidad de cambio = . —
cambio en afios

4665000 — 3827000 (personas )
= — = 83800 personas por afio
2005 — 1995 (afio)

. J

2 LARSON, R. (2010).Célculo 1. México, México, D.F.: Mc Graw Hill.
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Si la poblacion continua creciendo a un ritmo de 83800 personas por afo en el 2015 alcanzara
5503000 habitantes.

Ejemplo 2

A medida que el aire seco se mueve hacia arriba, se expande y se enfria. Si la temperatura del

suelo es de 20°C y la temperatura a la altura de 1 km es de 10°C.

a. Exprese la temperatura T (en °C) como una funcién de la altura h (en kilometros) supo-
niendo un modelo lineal adecuado.

b. Construir una representacion grafica de la expresion algebraica construida.
c. Indicar que representa la pendiente calculada.

d. Calcular el valor de la temperatura a una altura de 2,5 km

Solucion
- ™

a. Para determinar la expresion se asume, como lo plantea el enunciado, T" es una funciéon
lineal de h, se puede expresar como

T=mh+b

Y como se tienen valores iniciales cuando la altura h es cero la temperatura T es 20°C, se ge-
nera la relacion (0, 20) entre la variable independiente h y la variable dependiente T se reem-
plazan en

T=mh+b 20 = m=0+5b

Entonces b = 20

Entonces el corte del eje y esta a 20 unidades del origen (la ordenada al origen)

N—
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Como la altura a un kilémetro es de 10°C se genera otra relacion entre la altura y la tempera-
tura (1,10).

Al usar las dos relaciones (0,20) y (1,10) se calcula la pendiente

AT 20— 10 10
=—_—= —10

Y e — 1

Por tanto la funciéon que expresa la situacion es

T=-—10h+ 20

sobre el cual se ha calculado al pendiente

b. Para construir la grafica es necesario determinar los puntos de corte con los ejes asi:

Hallar el valor de T st h =0 entonces T = 20 quedando (0,20)
Y hallar el valor de h si T = 0 entonces h = 2 quedando (2,0).

Al localizar los puntos sobre el plano cartesiano y trazar la recta queda:

c. La pendiente representa la variacion de la temperatura respecto al tiempo, siendo esta
-10 "C por kilémetro

d. A una altura de 2,5 km se puede calcular la temperatura al sustituir h en la expresion
algebraica

T'=-10+=2,5+20=-5C

3STEWART, J. (2008).Calculo de una variable. México, México D.F.: Cengage.
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En algunos casos no hay principios fisicos que ayudan a formular el modelo, por lo que se
construye un modelo empirico a partir de la informacion recolectada y se busca una curva que
coincida o se aproxime con los datos, de tal manera que se aproxime a la tendencia fundamental
de los datos.

Examinemos el siguiente ejemplo’

En la tabla sindica el nivel promedio de diéxido de carbono en la atméstera, medido en partes
por millones tomados en el observatorio Mauna Loa de 1980 a 2002. Con la informacién dise-
nar un modelo para el nivel de dioxido de carbono.

Nivel de Nivel de
ANO CO, ANO CO,
(en ppmm) (en ppmm)
1980 338,7 1992 356 4
1982 341,1 1994 3589
1984 344 4 1996 362.,6
1986 347,2 1998 366,6
1988 351,5 2000 369 4
1990 3542 2001 3729

3 STEWART, J. (2008).Calculo de una variable. México, México D.F.: Cengage.
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375,00
370,00 *
365,00 *
360,00 *
355,00 +®
350,00 *
345,00 *
L 2
340,00 .
335,00 T T T T T 1
1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Por la distribucién de los puntos correspondientes a la informacion, se puede ver que estan cer-
ca de una recta, por tanto se selecciona un modelo lineal. Pero existen numerosas rectas posibles
que se aproximan a los puntos de la informacién, por esta razon, ¢cudl se debe seleccionar?

A partir de la distribucién de los puntos, la linea que pasa por el primer y el tltimo punto de la
informacion parece ser una posibilidad. Utilizando esa informacion la pendiente de la recta se
calcula con los puntos (2002, 372.9) y (1980, 338.7), asi:

3729 —3387 _ 342
2002 — 1980 22

= 1,5545

Utilizando la pendiente y el punto (1980, 338.7) se formula la ecuacion:

C —338,7 = 1,5545 (t — 1980) o C=1,5545t— 273921

La ecuacion proporciona un modelo lineal posible para el nivel de diéxido de carbono, lo que
se representa en la grafica

375
370 .)
365 /
360
355 / #Seriest
350

345

oA

v

335 T T T T T 1
1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
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Aunque el modelo coincide razonablemente con la informacién, es necesario construir un mo-
delo mas proximo a los niveles reales de CO,, para lo cual se utiliza un procedimiento estadistico
conocido como regresion lineal.

Para el célculo de la regresion lineal ¥ =m X + b se recurre a la tabla de valores inicial y
calculos que se realizan con estos datos, como:

X, datos de la variable afios

Y, datos de la variable CO,

X el promedio de los datos de la variable afios

Y el promedio de los datos de la variable nivel de CO,

X, — ¥ elvalor de la variable afios menos su promedio
Y. — ¥ elwvalor de la variable nivel de CO, menos su promedio

(X. — X)* el valor de la variable afios menos su promedio al cuadrado

Quedando la tabla asi:
Nivel de CO2 . - - = a
ANOS (X) |(en X-X|\Y. =Y (X- X)(Y— Y) (X;- X)
ppmm)(Y) ‘ : :

1980 338,7 -10,916667 -16,6 181,4895833 119,1736111
1982 341,1 -8,9166667 -14,2 126,8395833 79,50694444
1984 3444 -6,9166667 -10,9 75,56458333 47,84027778
1986 347,2 -4,9166667 -8,1 39,94791667 24,17361111
1988 351,5 -2,9166667 -3,8 11,15625 8,506944444
1990 354,2 -0,9166667 -1,1 1,03125 0,840277778
1992 356,4 1,0833333 1,1 1,164583333 1,173611111
1994 358,9 3,0833333 3,6 11,02291667 9,506944444
1996 362,6 5,0833333 7,3 36,98125 25,84027778
1998 366,6 7,0833333 11,3 79,86458333 50,17361111
2000 369,4 9,0833333 14,1 127,8479167 82,50694444
2001 372,9 10,083333 17,6 177,2145833 101,6736111
1990,916667 3553 870,125 550,9166667

sumatoria de Sumatoria de
E B s

Promedio Xi |Promedio Yi (X‘ X) (Y Y) (Xi i X)
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Elx-f)y;—-F) _ eroazs
Elx-x)® 550.916666

Teniendo en cuenta que en la regresion lineal m = = 1,5794131

Ycomo¥ =m X +b entonces b= ¥ — m X al reemplazar los valores queda

b= 3553 — 15794131 = 1990,9166667 = —2789,1549

Por tanto la ecuaciéon que proporciona una modelo lineal para el nivel de €@, respecto al
tiempo es:

C=15794131t— 2789,1549

Con esta expresion se puede determinar el nivel de 0, en cualquier afo por ejemplo en 2015

£ =1,5794131 t— 2789,1549

C = 393,36253 partes por millones

Rectas paralelas y rectas perpendiculares
Dentro de la modelaciéon lineal se considera importante relacionar expresiones algebraicas li-
neales, para lo cual se utiliza la pendiente de la expresion para determinar si las funciones son

paralelas o perpendiculares.

De manera especifica dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente

. . . . . . 1
y son perpendiculares si y solo si sus pendientes son reciprocas negativas, 1, = — —
] Y \
m, ) e \\m1 :
e 7 m, !
P e P e \ P e
e e e
e s \ e
e e e
A1 - e
e e
e e \
Y // \ X
Rectas paralelas Rectas perpendiculares

Lee todo en: Definici—n de modelo matemitico - QuZ es, Significado y Concepto
http:/ldefinicion.de/modelo-matematicol#ixzz2dkGe TIHT
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Rectas paralelas y rectas perpendiculares
Construir la ecuacion de general de la recta que pasa por el punto (3,-2) y es:

a. Paralela a y -2x+4=0

b. erpendicular ay +3x -2=0

Solucion
= N

a. Se debe escribir la ecuacion y -2x+4=0 de la forma pendiente interseccién con el fin de
compararla con y = mx +b.

Por tanto y -2x+4=0 se expresa como y = 2x-4 que al comparala con la ecuaciéon pendiente
interseccion encontramos que m = 2

Como la pendiente es m=2 y el punto (3,-2) y utilizando la ecuacién pendiente interseccion se
calcula el valor de b asi:

Como y = mx +b se reemplaza m=2y el punto (3,-2)
-2 = 2% 3 +b opero y despejo
-8=b

Se construye la ecuacion de la recta:
Y = 2x-8 ecuacién paralela

b. Para construir la ecuacion perpendicular se expresa la ecuaciéon como pendiente intersec-
cion, asi: y= -3x +2

La pendiente de esta recta es #7124 = —3 por la definicion de la recta perpendicular
my = —miientoncesm2 = —% = :EL

Como y = mx +b se reemplaza m=1/3 vy el punto (3,-2)

-2=1/3*3+b

-3=b

Se construye la ecuacion de la recta perpendiculary = 1/3 x - 3
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6.31 Ejemplos, ejercicios o casos de aplicacion practica.

Determinar la expresion de la ecuacion punto pendiente que pasa por los puntos (-5,3)y (7,-4)

Solucién

—

A partir de las coordenadas de los puntos (-3,3); (7,-4) y la expresion m = ~=—

¥o—¥y _ —&—3 __ -7 __

xg—x, T—(—5) 12

el valor de la pendiente m =

N

Vo=V .
£ —= se determina

12

Haciendo uso del valor de la pendiente y las coordenadas de uno de los puntos, se remplaza en
la ecuacion pendiente interseccion y se calcula el valor de b, asi:

como y=mx+b conm= - v(7,—4)
4= ! «7+b
=-33
4+4g—b
12
—=p
12
7 1
En el valor de m = —1—,,}?5=1—,,
B 7 4+ 1
YT TR 12

se construye la expresion
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2. A partir de la ecuacion 4y - 3 x — 5=0 construir la ecuacion de la recta paralela y que pasa

por (-2,4)
Solucion
N

A partir de la expresion 4y - 3 x — 5=0 se despeja y quedando
v = % x+ :51 comparando con la expresion de la recta pendiente interseccion y = mx + b se
encuentra que m = % valor que corresponde a la pendiente y como la recta a construir es una
recta paralela, tiene el mismo valor en la pendiente, por tanto se tiene que
v=mx+b m= % v el punto (—2,4) se calcula el valor de b

3
4=—=(-2)+0b

—+(-2)
4=-Z4+5p
4+ S b

5=
11
Se construye la ecuacion ¥ = %x + % que es paralela a la ecuacion inicial.
3. A partir de la ecuacion 5y + 2 x — 7=0 construir la ecuacion de la recta Perpendicular que

pasa por (-3,1)
Solucion
= N

A partir de la expresion Sy + 2 x — 7=0 se despeja y quedando

-

i 7 ., . . .,
y=-—cx+ comparando con la expresion de la recta pendiente interseccion y = mx + b
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se encuentra que m,; = —= valor que corresponde a la pendiente de la recta 1 y como la rec-
. = . . .
ta a construir es una recta perpendicular, el valor en la pendiente de la otra recta es el inverso

multiplicativo y signo opuesto quedando m, = —, por tanto se tiene que

ta |

v=mx+b, m,= - yelpunto (—3,1) se calcula el valor de b

B | o

5
1="x%(-3)+b
(- +

4= 15+b
2
4—|—15—b
=
23
_=b
2

s 5 23 . e e
Se construye la ecuacion y = =x + = que es perpendicular a la ecuacion inicial.

4. La demanda para un producto esta determinada por le expresion § = —4,5 p + 4000 pa-
res vendidos por semana y la oferta esta determinada por la expresion ¢ = 50 p — 1995
pares por semana, identificado p como el precio Se obtiene el precio de equilibrio cuando
la demanda es igual a la oferta. Calcular el precio de equilibrio y la demanda de equilibrio.

Solucion
- ™
Se toman las ecuaciones y se soluciona el sistema de ecuaciones. Como q esta despejado en las
ecuaciones e igualando se tiene:

—45p+ 4000 =50 p— 1995
54,5 p = 5995
p =110

El precio p de equilibrio es $110y la demanda de equilibrio se calcula al sustituir p en cualquie-
ra de las dos ecuaciones, entonces:

q = —4,5(110) + 4000 = 3505

El ndmero de pares por semana es de 3505
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DEMANDA

OFERTA

x
B T e v T T T T e 7 T

En el momento que el precio es inferior a precio de equilibrio, es mayor la demanda que la
oferta y resulta una escasez.

Cuando el precio es igual al precio de equilibrio, no hay escasez ni excedente y se dice que el
mercado esta en equilibrio o esta despejado. Cuando el precio es arriba del precio de equilibrio,
es mayor la oferta que la demanda y se resulta un excedente.

5. Un grupo de 28 estudiantes recopilo los siguientes datos, que representan su estatura X y
sus envergaduras Y, medida en la pulgada mas cerca.

(60,61), (65,65), (68,67),(72,73), (61,62), (63,63),(70,71),(75,74), (71,72), (62,60), (65,65), (66,68),
(62,62),(72,73),(70,70), (69,68), (69,70), (60,61), (63,63), (64,64), (71,71), (68,67), (69,70), (70,72),
(65,65), (64,63), (71,70), (67,67). Encontrar un modelo lineal que represente estos datos.

Con la informaciéon suministrada se organiza la siguiente tabla de datos y los correspondien-

(x—K)iv—

, , ORT < ¥
tes calculos para el calculo de la regresion lineal cuya ecuaciéon es m = TEYr3D ! donde
Wk

_ 460,67EST14 _
460,6785714

Ycomo¥ =m X + b entonces b= ¥ — m X al reemplazar los valores queda

b=67,03571429 — 1 *66,8928571 = 0,142857143
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Por tanto la ecuacién que proporciona una modelo lineal para la relacion entre la estatura y la
envergadura es:

Y=X +0,142857143

ESTATURA Xi [ENVERGADURA Y Xf - X YI - ? (XI - X)(YI - Y) (X; - ?)2
1 &0 61 -6,882857 | -7,0357143 43,48617347 47,51148
2 65 65 -1,882857 | -2,0357143 3,853316327 3,58250382
3 &3 67 1,107143 | 0,9642857 1,067602041 1,2257653
- 72 73 5,107143 | 4,836422857 25,35331633 26,082508
5 61 62 -5,882857 | -6,0357143 35,56760204 34,725765
& 63 63 -3,882857 | -4,0357143 15,71045518 15,154337
7 70 71 3,107143 | 2,8642857 5,210455134 8,6543367
2 75 74 8,107143 | 7,9642857 64,56760204 65,725765
9 71 72 4107143 | 3,9642857 16,28188776 16,868622
10 62 &0 -4, 882857 | -5,0357143 24,63503061 23,940051
11 65 65 -1,882857 | -2,0357143 3,853316327 3,58250382
12 66 &3 -0,852857 | -1,0357143 0,5247443382 0,7971939
13 62 62 -4 882857 | -5,0357143 24,63903061 23,940051
14 73 73 6,107143 | 5,596423857 36,4247448 37,287154
15 70 70 3,107143 | 2,89642857 5,210455134 9,6543367
16 69 63 2,107143 | 1,8642857 4,13%030612 4440051
17 69 70 2,107143 | 1,9642857 4135030612 4 440051
138 60 61 -6,882857 | -7,0357143 43,48617347 47,51148
15 &3 &3 -3,882857 | -4,0357143 15,71045518 15,154337
20 64 64 -2,882857 | -3,0357143 8,781887755 8,3686224
21 71 71 4,107143 | 3,9642857 16,28188776 16,868622
22 &3 67 1,107143 | 0,9642857 1,067602041 1,2257653
23 69 70 2,107143 | 1,89642857 4,13%030612 4, 440051
24 70 72 3,107143 | 2,89642857 5,210455134 9,6543367
25 65 65 -1,882857 | -2,0357143 3,853316327 3,58250382
26 64 63 -2,882857 | -2,0357143 8,781887755 8,3686224
27 71 70 4107143 | 3,9642857 16,28188776 16,868622
28 67 67 0,107143 | -0,0357143 -0,003826531 0,01147%¢6

66,8928571| &67,0357142% 460,6785714 480,673857

Promedio Xi | PromedioYi Suma suma
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EJERCICIOS

1. Los siguientes pares de datos representan el indice de exposiciéon a una sustancia cance-
rigena X y la mortalidad del cancer Y por cada 100000 personas de una poblacion (3.5,
150.1), (3.58, 133.1), (4.42, 132.9), (2,26, 116.7), (2.63,140.7), (485,165.5), (12.65,210.7),
(7.42,181.0), (9.35,213.4)

a. Represente graficamente los datos. De la observacion de la grafica, (Cual sera la grafica
aproximada a un modelo lineal de la informacion?

b. Aplicar el modelo lineal de regresion para construir la expresion matematica que se ajuste
a la informacién suministrada.

c. Calcular el valor aproximado de Y cuando x = 5.*

2. La ley de Hooke establece que la fuerza F necesaria para comprimir o estirar un resorte
(dentro de los limites elasticos) es proporcional a la variaciéon de la longitud d que experi-
menta. Esto es, F= kd, donde k es una medida de la resistencia del resorte a la deforma-
cion y se denomina constante elastica. La siguiente tabla muestra el alargamiento d, en
centimetros, de un resorte cuando se le aplica una fuerza de I Newtons.

F 20 40 60 80 100

d 1.4 2.5 4.0 5.3 6.6

a. Encontrar una funcion de regresion a partir de la informacion suministrada.

b. Realizar un grafico y examinar que tanto se ajusta el modelo a los datos suministrado.
Sustentar la relacion.

c. Utilice el modelo para estimar el alargamiento del resorte cuando se le aplica una fuerza
de 55 Newtons.

*LARSON, R. (2010).Calculo 1. México, México, D.F.: Mc Graw Hill.Pag. 34.
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3. Para cada par de puntos, determinar la ecuacién de la recta que pasa por ellos y construir
su grafica.

a. (3,5) (-2,3)
b. (-2,4)3,-4)
c. (1,2)(-2,-6)
d. (5,4)2,3)

e.(2/3,1/8)0.2,3/4)

4. Dada la ecuacion de la recta, construir la recta paralela y la recta perpendicular que pasa
por el punto dado y construir su grafica.

aY=3x+5 (2,3
b. 3x + 2y — 2=0 (0,2)

. Y-x-2=0 (-3,2)
d.2/3x+1/5y=-3 (-2/5,-1/6)

e.3x—y+4=0 (1.4,3.2)

6.3.2 Sintesis de cierre del tema.

' Modelo lineal '

Ecuacion de [a recta
Y=mx+b
Paralela

Perpendicular

Razdn y ritmo velocidad de cambio
Regresidn lineal
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6.3.3 Actividades auto-evaluativas propuestas al estudiante.

1. Para cada par de puntos, determinar la ecuacién de la recta que pasa por ellos y construir
su grafica.

a. (3,-5) (-2,3)
b. (2,-4)(3,4)
c. (-1,2)(-2,6)
d. (5.4)(2.-3)
(-2/3, 1/8)(0.2, 3/4)

€.

2. Dada la ecuacion de la recta, construir la recta paralela y la recta perpendicular que pasa
por el punto dado y construir su grafica.

aY=4x-5 (-2.3)

b. 3x + 3y + 2=0 (0,-2)

c. Y-x+4=0 (3,2
d.2/5%-3/5y=-3 (2/5-1/6)
e 3x+2y-54=0  (1.4,-3.2)

3. Se construye una cinta transportadora de manera que se eleve 1 metro por cada 3 metros
de avance horizontal.

a. Calcular la pendiente de la cinta.
b. Suponer que la cinta corre entre dos pisos de una fabrica. Calcular la longitud de la
cinta si la distancia vertical entre los pisos es de 10 metros.

4. Cada uno de los siguientes datos es la pendiente de una recta que representa los ingresos
diarios Y en términos del tiempo X en dias. Utilizar la pendiente para interpretar la va-
riacion en los ingresos correspondiente a un incremento de un dia

am=800 b . m=250 cm=0
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5. La siguiente tabla muestra las poblaciones Y (en millones) de los Estados Unidos durante
2000- 2005. La variable t representa el tiempo en anos, t = 0 corresponde a 2000. (Fuen-
tes: U.S. Bureau of the Consus)’

Y | 2824 285.3 288.2 291.1 293.9 296.6

o

. Dibujar los datos en un plano cartesiano y unir los puntos adyacentes con un segmento de
linea.

b. Utilizar la pendiente de cada segmento de linea para determinar en qué afio se incremento

la poblaciéon con menor rapidez

=]

. Un empleado tiene dos opciones a puestos en una corporacién. En un puesto le pagan
$14.50 por hora més un bono de $0.75 por unidad producida. En el otro, $11.20 por hora
mas un bono de $§1.30.

a. Construir una tabla donde se representen las dos situaciones
b. Construir una expresion algebraica para cada una de las situaciones.

c. Representar graficamente las ecuaciones correspondientes a los salarios por hora en tér-
minos de X que es el nimero de unidades producidas por hora para cada una de las
opciones.

S

. Un pequeiio negocio adquiere un equipo de $875. Transcurridos 5 anos el equipo sera
obsoleto, carente de valor.

a. Escriba una ecuacion que proporcione el valor Y del equipo en términos del tiempo X.
0£X <5

b. Determinar el valor del equipo cuando X = 2

c. Galcular el momento en que el valor del equipo es de $200.

5 LARSON, R. (2010).Calculo 1. México, México, D.F.: Mc Graw Hill. p. 18.
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mmw 8 REMISION A FUENTES COMPLEMENTARIAS

B hitp:llwww.zweigmedia.com/MundoReal/Calcsumm1.html

http:/www.slideshare.netlvillalobossantiago/modelos-matemticos-8998821

http:/ldefinicion.de/modelo-matematicol

http:llwww.slideshare.net/signosilvialmodelos-matematicos-presentation

http:/lwww.buenastareas.comlensayos/Ejemplos-De-Modelos-Matematicos-

Que-Sel575988.html
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UNIDAD

En esta cartilla se realiza el estudio de los modelos lineales, ademas de la aplica-
ci6n de estos modelos a situaciones cotidianas.

Estos modelos matematicos pueden aportar herramientas para interpretar si-
tuaciones cotidianas, para aprender estos elementos tedricos se deben leer los
contenidos del moédulo, comprender sus procedimientos y manejar estos conte-
nidos en la aplicacion.
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METODOLOGIA

El proceso de aprendizaje académico por medio de la cartilla se desarrolla en tres etapas. La pri-
mera hace referencia a la lectura completa del médulo, realizando la respectiva interpretacion,
analisis y comprension del contenido. La segunda etapa es el analisis del video y el contenido del
mismo. Y la tercera etapa es la aplicacion de los contenidos expuestos a situaciones generales,
particulares y especificas.

La segunda etapa puede ser retomada cuantas veces quiera, pero tiene un tiempo limitado para

adquirir los conocimientos. Recuerde que debe avanzar con las restantes cartillas y con ello los
modulos.
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MAPA CONCEPTUAL

MODELOS CUADRATICO APLICACION

MODELOS

CUADRATICO

APLICACION




OBJETIVOS Y COMPETENCIAS

Objetivos

Aprender las caracteristicas y la aplicacion de los modelos cuadraticos
Aplicar los modelos cuadraticos a situaciones cotidianas.

Evaluar la interpretacion y la aplicacion de los modelos cuadraticos.

Competencias

Aprende las caracteristicas y la aplicacion de los modelos cuadraticos
Aplica los modelos cuadraticos a situaciones cotidianas.

Evalta la interpretacion y la aplicacion de los modelos cuadraticos.
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DESARROLLO TEMATICO

61 COMPONENTE MOTIVACIONAL

La modelacion de la funcion lineal y de la fun-
c16n cuadratica con su respectiva aplicacion es
fundamental en el desarrollo del conocimiento
matematico en cualquier profesion, en espe-
cial cuando se trata de areas del conocimiento
como en la que usted esta preparandose.

Es de relevante importancia la construccion
de modelos lineales y cuadraticos para la in-
terpretacion y solucion de situaciones de la
cotidianidad.

6.2 RECOMENDACIONES ACADEMICAS.

La presente cartilla contiene elementos fun-
damentales sobre las funciones cuadraticas
y su modelacion.

Es fundamental el aprender a modelar apro-
piadamente las funciones cuadraticas para
permitir la interpretaciéon y comprension de
situaciones de la cotidianidad. Es fundamen-
tal la lectura comprensiva de los contenidos,
interpretar los procedimientos y realizar las
actividades durante la semana para que us-
ted no se atrase en el proceso.

6.3 DESARROLLO DE CADA UNA DE LAS UNIDA-
DES TEMATICAS.

MODELO CUADRATICO

Se define como modelo cuadratico o de se-
gundo grado cuando se genera un modelo

L UNIVERSIDAD CNCI DE MEXICO. Taller de matematicas |, consultado en

de la situacion propuesta a partir de una fun-
ci6on cuadratica, ya sea de manera verbal,
matematica por medio de una tabla, grafica
o algebraica por medio de una expresion.

Como en el modelo lineal, se procura cons-
truir la expresiéon que mejor represente la
informacion de la situacion analizada.

Métodos de solucion de la ecuacion cuadratica’

Como el grado de la ecuacion cuadratica es
dos, en algunos momentos la ecuacion tiene
dos soluciones, razon por la cual resolver este
tipo de ecuaciones es mas complejo, para lo
cual se ven varios métodos que dependen de
la clasificacién por su forma.

Completas, cuando la ecuacion tiene el

, . L. 2 .
término cuadratico, ax~, el lineal bx y

el independiente ¢, teniendo la forma
ax?+bx+c=0

Incompletas, son las expresiones donde hace
falta el lineal bx o el independiente c, esto
ocurre porque b=0 o ¢=0, quedando las ex-
presiones asi:

. 2 _ .
Incompleta mixta ax~ + bx =0  incom-

z —

pletapura ax“+c=10
Para la solucion de las ecuaciones cuadraticas
existen varios métodos para su resolucion:

http://200.23.36.149/cnci/

materia |/TIM110/TIM110_material_b.pdf consultado el 6 de septiembre de 2013, pag. 50.
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B Por despeje de la ecuacion cuadrética pura.
B Por factorizacion de la ecuacién cuadratica mixta.
B Completando el trinomio cuadrado perfecto

B Por la formula general.

Método de solucion por despeje de ecuacion cuadratica pura.

. ., L. 2 _ . . . , .
Solucionar la ecuacion cuadratica de la forma ax* + ¢ = 0 consiste en despejar la incognita
con el fin de obtener las dos soluciones por medio de la raiz cuadrada, asi:

—
Si ax?’4+c=0 - x=+ [—
[l

Ejemplo
Resolver la ecuacion 2x% — 8 =10

La ecuacion cuadratica es pura por no poseer el término lineal, por tanto se procede a despejar
la variable.

2xt—8=

Se tiene asi dos valores que satisfacen la expresion
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Ejemplo

Resolver la ecuacion % + 16 = 0

La ecuacién cuadratica es pura por no poseer el término lineal, por tanto se procede a despejar
la variable.

Se presenta la raiz cuadrada de un nimero negativo, nimero que no existe en el conjunto de los
numeros reales, porque no existe un numero que elevado al cuadrado de -9

Este tipo de ntimeros, con raices cuadradas de nimeros negativos, se les conoce con el nombre
de nimeros imaginarios y su nombre se le debe a René Descartes?

—_—

Es asi como se define nimero imaginario a: i = ' —1

Por tanto al observar el ejemplo x = /=16 y la propiedad Va* b =+a* Vb

Se puede expresar x = =16 = /(—1)* 16 =/—1%16 =i = +4
Por tantolo x = *4i

Y las soluciones de x% + 16 = 0son: x = —4i x = 4i

2UNIVIVERSIDAD CNCI DE MEXICO. Taller de matemaéticas |, consultado en http://200.23.36.149/cnci/
materia I/TIM110/TIM110_material_b.pdf consultado el 6 de septiembre de 2013, pag. 52.
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Método de solucién por factorizacion de ecuaciones cuadréticas mixtas

Para la aplicacion de este método se requiere, que la ecuacion cuadratica sea mixta, en otras

palabras que no posea el término independiente: ax® + bx = 0

Para solucionar este tipo de ecuacion, se utiliza la factorizacion, por poseer los dos términos un
factor comun, x, después se igualan los factores a cero y se resuelven las ecuaciones.

Es de resaltar que este tipo de ecuaciones tiene siempre solucion y un de ellas es cero.

Ejemplo
Resolver la ecuacion % — 6x = 0

La ecuacion cuadratica es pura por no poseer el término lineal, por tanto se procede a despejar
la variable.

x*—6x =10
x(x—6)=0
Por la propiedad de los nimeros reales, st a*b = 0 entonces a = 0 o b = 0, se cumple en el ejemplo que:

x=0 o0 x—6=0

Entonces

Se tiene asi dos valores que satisfacen la expresionx =0 o x =56

Método de solucién completando el trinomio cuadrado perfecto

Este método se aplica a la ecuacién cuadratica completa: ax~ + bx + ¢ = 0 0 a la ecuacion

incompleta ax? + bx = 0

Para lo cual se despeja el término independiente, si a es diferente de cero, se divide toda la
expresion en este valor. Se toma el coeficiente del término lineal b, se divide en dos y se eleva
al cuadrado, este valor se suma a los dos términos de la expresion, para proceder a factoriza el
primer término de la igualdad y se opera el segundo término y terminar despejando la variable.
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Resolver la ecuacion 3x% — 12x —15=0

La ecuacion cuadratica es completa y el coeficiente del término cuadratico, a es diferente de un:
a = 3, por tanto se divide toda la expresion en 3, quedando

x*—4x—5=0
Se despeja el coeficiente independiente
x*—4x=6

Se toma el coeficiente del término lineal b=-4 se divide en dos y se eleva al cuadrado

(b/2)* = (—4/2)*=(-2)" =4

Este valor es sumado a las expresiones de la ecuaciéon, quedando asi:

x*—4x+4=5+4

Se factoriza el primer término y se opera el segundo

(x—2)"= 9

Y se procede a despejar la variable
JG-27 =15
¥r—2= 13

¥xr=2x3

se cumple en el ejemplo que:
x=24+3=5 o x=2—3= -1

Entonces

Se tiene asi dos valores que satisfacen la expresionx =5 ¢ x=—1

Método de solucién por formula general

Este método esta relacionado con la féormula cuadratica o denominada féormula cuadratica de
la cual se obtiene las raices o soluciones de una ecuacion de segundo grado con una incognita,
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, —bi‘-.-'bz—tlﬂc
cuya formula es x = ———
it

Donde

A= Coeficiente del término cuadratico.
B= Coeficiente del término lineal.

C= Coeficiente del término independiente.

Ejemplo.

El producto de dos nimeros es 96 y su diferencia es 4, ;cudles son esos nimeros?

Solucion
- N

Se representan los niimeros como:

X = el nimero mayor
Y = el nimero menor

El enunciado se analiza en dos momentos,

a. El producto de dos niimeros es 96, se representa

X*y =96 (1)y

b. La diferencia de los nimeros es 4, se representa

X-y=4 (2

De la ecuacion (2) se obtiene que x =4 +vy. Al reemplazar (2) en (1) queda

(4+yf*y =96
4y +y* =96
v+ 4y - 96 =0
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como la ecuacion cuadratica tiene la forma

a&’+b& +c=0

Donde & corresponde a la variables y al comparar las expresiones, se tiene que
La variable & es Y.

c=96

Al sustituir los valores en la ecuacion

—bi‘-"bz—‘lﬂc .
¥ =—=—— setiene
o

=4+ 47 —4x1%(—96)

¥V =
2=1
—4 ++16+ 384
Y =
2
—4 ++/400
Yy =——
2
—4 + 20
¥V =
_ —4sI0 i
¥y = ; v _ —4-20

Las soluciones de la ecuacién cuadratica son 8y -12
Como inicialmente se indico x = 4 + y al reemplazar por 8 y 12 se tiene

Siy =8 entonces x=4+8=12
Siy =-12 entoncesx =4 + (-12) = -8

Asi los pares de nimeros son (12,8) y (-12, -8)
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Interpretacion desde el discriminante

Se define como discriminante a & = b~ — 4ac
Si A>0, la funcion tiene dos soluciones x, # x,,+ € R
Si A =0 tiene dos soluciones iguales x, = x, € R

Si A < 0 sus soluciones estan en el conjunto de los nimeros complejos.

Formas de la funcion cuadratica®

Las funciones cuadraticas se pueden expresar de tres maneras diferentes:

a. De la forma vértice ¥ = @ (¥ =)™ + k. Ega forma es atil para indicar la transformacion

que ha tenido la grafica madre ¥ = %7 las coordenadas del vértice (h,k) de la parabola
que es el punto mas alto o mas bajo y el factor a que indica el valor del estiramiento verti-
cal y cuando es a negativo revela la reflexion de la funcion sobre el eje x.

= alx—x;)(x—

b. De la forma factorizada ¥ %3). De esta forma es sencillo indicar las

raices de la ecuacion, *1 ¥ *2 que son los valores donde la gréfica se intersecta con el eje x.

c. De la forma general ¥ = ax® +bx + € Fyea forma es atil para hallar el valor de C que es
la interseccion de la grafica con el eje Y, lo que quiere decir que la parabola pasa por el

punto (0, C)
1 Las interseccio
J' et -2ya
e 0 WS

Un ejemplo de la ecuacién escrita de las tres

formas es:
.................. PO o e
Forma de vértice: v= (x—1)* =27
; -1s
Forma factorizada: v =3 (x —4)(x+2) ;
Forma general: v =3x?— 6x— 24

Vértice :
(1,-27)

3 HIGH SCHOOL MATH RESOURCES. Algebra Avanzada, consultado en http://math.kendallhunt.com/
x19578.html el 6 de septiembre de 2013.
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Elementos de la parahola

El dominio de la funciéon cuadratica es R, es decir, la variable x puede ser cualquier nimero real
y su grafico lo representa la paradbola que tiene los siguientes elementos:

meeeepese-y---
S TR T
cemeepessepm-.

L L

_____ =L

e eegeemeqeen..
Seeeyemseqe=ees
R e

W

.................. - ——- R . .

Sy Bty il m S
1
1
1
1
1
o0
I

cepescspecccqeennafeaaT

Calculo del vértice

Definido el vértice de una parabola como el punto donde la grafica cambia de sentido. Para

calcular el vértice de la funcién @x~ +bx+c =y

( b dac —bz) b b
v|————| ov ——,f(——)
2a 4o 2a 2a

b
Elvalorde 2a ademas de permitir el calculo de las coordenadas del vértice, determina el valor
del eje de simetria

se tiene en cuenta que
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Sentido de la parahola

La grafica de la funcién cuadratica por ser una parabola tiene un sentido y este depende del
signo del coeficiente del término cuadratico, por tanto:

Si el valor de a es positivo, la parabola se abre hacia arriba.

Si el valor de a es negativo, la parabola se abra hacia abajo.

A
\ oy /
\ _\'=a:(:—b.\+c/

Sia >0 la parabola abre hacia arriba

2 r=—ax’+thx+c
Sia <0 la parabola abre hacia abajo / !

g ]

Es importante presentar los métodos que permiten la solucion de una ecuaciéon cuadratica, por-
>
que hay elementos de este contenido que forman parte de la soluciéon de la funcién cuadratica.

Conversion de forma

A causa de los diversos propositos, en cada una de las tres formas en que se puede expresar la
ecuacion cuadratica, es importante realizar la conversion entre ellas, por ejemplo la forma de
vértice y factorizada puede cambiarse a la forma general al multiplicar los binomios y operar los
términos. En tanto la forma general se puede transformar a la forma de vértice completando el
cuadrado y de la forma general a la forma factorizada al factorizar la expresion.
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La factorizaciéon puede representarse por
medio de un diagrama de rectangulo, por
ejemplo (x+2)(x+5)= x2+ 7x +10

En algunas oportunidades factorizar es una

operacion compleja, razon por la cual les
presento un método para resolver las ecua-
ciones cuadraticas, independientemente si 5x  |2*5=10
puede ser factorizada y es usar la formula 5
cuadratica

En la medida que trascurre el contenido, se
amplia en las técnicas para transformar las

ecuaclones en las diferentes formas.

De la forma de vértice a la forma general.
La funcion cuadrética al escribir la de forma vértice, es: ¥ = Alx—h)" +k 4 pasarla a la
forma general se desarrolla el binomio al cuadrado y se realizan las sumas algebraicas hasta

llevar los datos a la forma ¥ = ax’ +bx+c

Ejemplo

Expresar la funcion cuadratica ¥ = (% —3)" =16 dada en vértice a forma general,

Dada la expresion ¥ = (¥ = 1)% = 27 4] desarrollar el binomio al cuadrado,

y=x"=2x+1-27 ;| umar

y = x?—2x —26

De la forma general a la forma vértice

La funcién cuadrética al escribir la de forma general, es: ¥ = @%° Thxtcy pasarla a la

forma vértice ¥ = A(* —h)" + Kk ¢on hase en los términos cuadraticos y lineales se factoriza
a, se completa el trinomio cuadrado perfecto, se resta el complemento del trinomio cuadrado
perfecto y se operan los términos.
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Ejemplo

Expresar la funcidn cuadrdtica y = x*- 6x + 11 en la forma vértice

Solucion

- 5
vy = x°— 6x + 11 D

como b = 6 entonces 3 =3 v 3%= 9 entoncesumoy resto 9

y = x*— 6x+9 + 11— 9escribiendo el trinomio y sumando
y=(x—3)*+2

6.3.1 Ejemplos, ejercicios o casos de aplicacion practica.
Ejemplos

Realizar el analisis y la grafica de la funciéon y = x* — 8x + 15

Solucion
- N

Es una funcion cuadratica completa donde:

a =1 >0 entonces la grafica es una parabola con las ramas hacia arriba se a

. . , , . b - -2
el eje de simetria esta determinado por — —= — n =4
) e

Por tanto el valor del vértice es la abscisa es 4 y la ordenada (y) se calcula

y=4"—-8=4+15= —1

Entonces las coordenadas del vértice, son (h,k) = (4,-1)

Para calcular los puntos de corte con el eje de la abscisa, se soluciona la funcion, por cualquiera
de los métodos, cuando se cumple que y =0 entonces

0 = x? — 8x + 15 al solucionarlo por factorizacién se tiene
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0= (x-5)(x-3) st a*b = 0 entonces a=0y b = 0 entonces
x-0=0 o x-3=0por tanto

x=5 o x=3

Al solucionar 0 = x* —8x + 15 completando | trinomio cuadrado perfecto se tiene.
x*—8x= —15

x?—8x+16= —15+ 16

x—4=1 o —x+4=1
x=1+4=5 g 4—1=x=73

entonces x =5 o x=3

—b++vb " —4ac

2a

El resolver la expresion 0 = x* — 8x 4+ 15 utilizando la ecuacion cuadratica X =
se tiene que a= 1, b =-8 yc = 15, al reemplazar los valores se tiene

_—(—S]iwf(—sj:—-*-wlH15_Si w.,f64—6l]_ Siwﬁ_ 8+ 2
2] 2 2 2

X

Entonces & = = =5 v X= =

- -
rs

g+2 10 8-2 =]

-
rs

Esta informacion nos indica que los puntos de corte son la abscisa o sea con el eje horizontal,
que corresponde siempre a la variable independiente y que en este caso se llama X, son (5,0)

(3,0).

Ahora el punto del corte de la grafica con el eje y tiene una referencia y es que x =0 entonces
como ¥V = x%— 8x+ 15entonces v =0 —8#0+ 15 =15, Por tanto el punto de corte es
(0,15). Con la informacién la grafica es:
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i/ (50) corte}
s 6 8
~="---(4,-1) Vertice o

Ejemplo
Calcular una funciéon cuadratica que pasa por los puntos (0,1), (1,0) y (-2,9)

Se esta buscando una funcion del tipo ¥ = ax 24bx+ec

Tomando el primer punto de corte (0,1) al reemplazar y = 1 y x = 0 entonces y=c por tanto ¢
=1

Hasta el momento se tiene que ¥ = ax> +bx+ 1, alo que falta calcular el valor de a y b
para lo cual usamos los valores (1,0)(-2,9) que al sustituir queda:

Con el punto (1,0) 0=a=*1"4+b=1+1 entonces a+b=-1 (1)
Conelpunto (-2,9) 9=a=(—2)*+b=(—2)+1 entonces 4a—2b=8 (2
Despejando a en (1) queda

a=-b-1 (3) quereemplazado en (2) queda

4(-b—1)—2b=38
—4b—4—2b=§

—6b =12 . onces
b=-2 (4
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Reemplazo (4 )en (3) queda:
a=-(-2-1=2-1=1

comoa=1yb=-2entonces ¥ =%  ~ 2% ¥ 1 c5]a funcién cuadrética que cumple las carac-

teristicas propuestas.

Ejemplo

Se tiene 24 metros de cerca para delimitar un espacio rectangular que servira como jardin. Se
ha colocado en la tabla las medidas del ancho, el largo y el area de medidas que cumplen la

condicion
Ancho (m) 0 1 35 5 6 8 10.5 12
Largo (m) 12 11 8.5 7 6 4 1.5 0
Area (m?) 0 11 29.75 35 36 32 15.75 0

Construir la expresion algebraica que determine:

a. El valor del area a partir del valor del ancho.
b. La expresion del area a partir del largo.
c. Construir la grafica correspondiente a cada una de las situaciones

d. Indicar la medida del ancho y el largo donde el area es maxima.

Solucion

N

a. Con base en la informaciéon matematica suministrada se debe llegar a una expresion de

la forma ¥ = ax® + b x + c donde Y representa el valor del 4rea y X el valor del ancho,
para lo cual se identifican los pares de datos, (ancho, area) que en la tabla son:

Ancho (m) 0 1 3.5 5 6 8 10.5 12

Area (m?) 0 11 | 2975 | 35 36 32 | 15.75 0
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Identifica los pares (0,0, (1,11), (3.5, 29.75), (5,35), (6,36), (8,32), (10.5,15.75) y (12,0)

De los cuales se seleccionan tres cualesquiera: (0,0), (5,35), (6,36) con los cuales se sustituye en

v=ax“+bx+c y se construyen las expresiones:

Con (0,0) 0= a0® + b0+ ¢ cpponces € = 0

Como € = 0 ycon (5,35, 35= a5° +b5 entonces 35=25a+5b (1)
Como € = 0y con (6,36, 36 = ab” +b6 entonces 36=36a+6b (2)

35=25a+5b (1)

Tomando Multiplico por 6

36 =36a+6b (2) Multiplico por -5

Queda 150 a+30b =210

1802 —30b = =180 .quciendo

—30a=30 entonces a= —1

_ 35-15a
De (1) b= 5

=7-5a=7—-5#(—1)=7+5=12

Como a = -1, b =12y ¢ =0 entonces la expresion del area en funcién del ancho es
y=—x"+12x

b. Utilizando la informaciéon suministrada en la tabla para la relaciéon largo — area, se debe

llegar también a una expresion de la forma ¥ = 8%~ ¥ b X+ ¢ gonde Y representa el
valor del area y X el valor del largo, para lo cual se identifican los pares de datos, (largo,
area) que en la tabla son:

Largo (m) 12 11 8.5 7 6 4 1.5 0

Area(m?) | 0 | 11 | 2975 | 35 | 36 | 32 | 1575 | O
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Se identifican los pares (12,0),(11,11),(8.5,29.75),(7,35),(6,36),(4,32),(1.5,15.75),(0,0) de los

cuales se seleccionan tres (0,0),(11,11),(7,35) con los cuales se sustituye en ¥ = ax +bx+c
y se construyen las expresiones:

Con (0,0) 0=a0*+b0+c entoncesc=0
Comoc =0 ycon(11,11), 11 = all®+ b1l entonces 11 =121a+ 11b (1)
Comoc =0 ycon (5,35, 35=a5"+b5 entonces 35=25a+5b (2)
Tomando 11=121a + 11k (1) Multiplico por 5

35=25a+ 5k (2) Multplico por-11
Queda  605a+55b =55

—27%a— 55 b = —385 reduciendo

330 a=-330 entonces a= —1
De(l) b=""2=1—-1la=1-11=(-1)=1+11=12
Como a = -1, b = 12 y ¢ =0 entonces la expresion del area en funcion del largo es

y=—-m"+12x

c. Coinciden las expresiones del area en funciéon del ancho o del largo por tanto realizar
una grafica es realizar la otra grafica siendo esta:

Area (m7|
»

- Fundacién Universitaria del Area Andina | 225




d. El area es maxima cuando el largo y el ancho son iguales a 6 m, por tanto el 4re maxima
se construye cuando se construye un cuadrado.

EJERCICIOS.

1. Una funcién cuadrética de la forma ¥ = @%~ T 5 X+ 1 4ma el valor ycuando x = -1y

para x=2
9.5y =x"+kxt K determinar el valor de k si la grafica pasa por (2,7)
3.81Y =x* +kx+ ¢ qlcular el valor de k y ¢ si la grafica pasa por (1,0) y (-3,4)

4.Sea¥ = ax® + b x+ ¢ caleylar el valor de a, by csila grafica pasa por (1,0), (0,0) y (-1,2)

5. A cada una de las siguientes funciones determinar el vértice, el eje de simetria, la interseccion
con los ejes y graficar en el plano cartesiano

A ¥y=x"—x—2

Ly = —4x*—32x—64
¥ = —3x?+6x—3
d.}==2x2—8x

6. Resolver: Si la suma de dos ntimeros es 9 y su producto es 20 ;cudles son los nimeros?

7. El nimero de cerdos atacados cada dia por una determinada enfermedad viene dada por

la funcion: f(x) = — x* +38x + 75, donde x son los dia después de descubierta la en-
fermedad.

A partir de la situacion:

a. Construir una representaciéon matematica (tabla) y una representacion grafica.
b. Determinar la cantidad de cerdos enfermos a los 10 dias
c. Indicar si en algin momento deja de aumentar el nimero de animales enfermos.

d. Establecer una posibilidad para decir cuando desaparece la enfermedad.
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6.3.2 Sintesis de cierre del tema

' MODELO CUADRATICO )

Tipos Modelos de solucion

Gompletas . . .
al+ bee=0 Por despeje de ecuacion cuadrética pura

Incompletas, mixta Por factorizacion de la cuadrética
anl+ hi=0 i
Incompleta pura Completando el trinomio cuadrado perfecto

ad+e=0 Por formula general

“b+vb2-4ac

X= 2a

Elementos y Formas
Raices ' Vertice y = a(x-h)2 +k (h, k)
Vértice Factorizada
Y= a (exd)(x-12)
My «2)
General
Y= ax?-bx+c
00)

Eje simétrico

6.3.3 Actividades auto-evaluativas propuestas al estudiante.

[Al final de cada unidad se debe incluir un instrumento de autoevaluaciéon que le permita al
estudiante conocer los avances en su aprendizaje de autoestudio, la asimilacién cognitiva, el
rendimiento académico y el manejo de apoyo.]

1. Una funcién cuadratica de la forma ¥ = ax® + b x + 1 toma el valor y cuando x = -3 y
para x=-5

2.Siy =x*+ k x + k, determinar el valor de k si la grafica pasa por (-2,5)
3.8iy =x7+ k x+ c calcular el valor de k y c si la grafica pasa por (2,0) y (-1,-4)

4.Seay = ax® + b x + c caleular el valor de a, by ¢ si la gréfica pasa por (-1,0), (0,0) y (1,-2)

5. A cada una de las siguientes funciones determinar el vértice, el eje de simetria, la intersec-
ci6n con los ejes y graficar en el plano cartesiano
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5 ue o0

y=x% —3x —10

v = 4x? —32 x — 64
v= 3x*—6x+3
y=2x%—12x

6. Resolver:

a. S1la suma de dos nimeros es 18 y su producto es 45 ;cuales son los nimeros?

b. Sila resta de dos nimeros es 6 y su producto es 27 ;cuales son los nimeros?

7. El ntimero de plantas de café atacada por un hongo cada dia por una determinada enfer-

medad, viene dada por la funcion: fx)= —x*+8x+ 7. donde x son los dia después de
descubierta la enfermedad.

A partir de la situacion:
a. Construir una representacion matematica (tabla) y una representacion grafica.

b. Determinar la cantidad de plantas enfermas a los 5 dias

c. Indicar si en algin momento deja de aumentar el nimero de plantas enfermas.

Establecer una posibilidad para decir cuando desaparece la enfermedad.
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mmp 8 REMISION A FUENTES COMPLEMENTARIAS

B hitp:11200.23.36.149/cncilmaterial I TIM110/TIM110_material_b.pdf

B http:11200.23.36.149/cncilmaterial| TIM110/TIM110_material_b.pdf
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