ANALISIS NUMERICO

Oscar Tarazona y Bladimir Vega
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¢ Qué métodos numéricos permiten resolver ecuaciones de una variable a partir
de la teoria del andlisis de errores?

En la solucién de diversos problemas relacionados con la fisica, quimica e inge-
nieria entre otras ciencias, se obtienen soluciones que en ocasiones se tornan difi-
ciles de interpretar e incluso de encontrar de manera exacta. El andlisis numérico,
como parte de las matemdticas que implementa métodos de solucién aproxi-
mada de estos problemas complejos, es la mejor herramienta con que se cuenta
en la actualidad para el estudio critico de dichas situaciones. No obstante, en el
cdlculo de estas soluciones numéricas, se introducen errores que, si no son trata-
dos de manera correcta, pueden alejar a dicha solucion del resultado esperado.
Con el fin de minimizar la importancia de estos errores en la interpretacion de los
resultados obtenidos en la realizacidon de un cdlculo, se crean métodos numéricos
que ayudan a reducir la relevancia de estos errores, y los cuales se aplican, por
ejemplo, cuando se desea conocer los ceros de la ecuacion asociada a una funcién
polindmica. En este orden de ideas, el presente eje tiene como finalidad discutir
la teoria de errores y su manejo matemdtico, asi como los diferentes métodos de
solucién de ecuaciones de una variable, teniendo como bitdcora de desarrollo
nuestra pregunta orientadora.

&

Igualdad entre dos expresiones ma-
temadticas la cual es satisfecha para
un mismo valor de variable real.

Variable

Simbologia matemdtica que expresa
una caracteristica de cierta cantidad
en el conjunto de los nimeros reales.

Ecuaciones




Teoria de errores y
solucion de ecuaciones
de una variable



Como se menciond en pdrrafos anteriores, el andlisis numérico tiene como finalidad
la aplicacion de diferentes métodos de solucién a problemas complejos de diferentes
campos de la ciencia.

La importancia de estos métodos numéricos radica en la conceptualizacion que se
tenga del problema a solucionar, es decir, de que el resultado que se logra obtener con base
a su aplicacion, permita entender de manera general dicha solucion. La implementacién de
diferentes métodos numéricos en diferentes esferas de la ingenieria, por ejemplo, ha per-
mitido el avance exponencial de su campo de aplicacién: simuladores de vuelo, animacién
3D, brazos robdticos para cirugia, construccién de obras ingenieriles tales como puentes y
rascacielos, entre otras grandes aplicaciones, no serian posible con la implementacion de
una aritmética bdsica y las herramientas que nos brinda el cdlculo diferencial e integral. Se
necesita de métodos numéricos que permitan entender la naturaleza de cada problema
de manera general sin dejar a un lado el formalissno matematico.

Tratamiento de errores

. . . . .7 4 =
Cuando se realiza una medida mediante la aplicacion de algun @
método numérico, pueden introducirse errores por simplificacion — Error absoluto
u omisién de algunas “cifras”, las cuales se cree que no afectan el Es la diferencia entre el valor
. . y ; de la medida y el valor tomado
resultado. Eor elloy con ﬁ.n de presehtgr una d|.scu.5|on de la tgono Como exacto.
de errores libre de confusion, se definirdn los siguientes términos:

Cifras significativas

Cuando se mide la longitud de un ldpiz con una regla gra- é@
duada en milimetros, por ejemplo, es muy probable que el resul-
tado experimental de dicha medida sea una cantidad inexacta. , )
k K A .. . Cifras de un numero no nulas,
Por ejemplo, sea 5,25 cm la longitud medida del |&piz. Se dice  que aportan alguna informacion.
que este valor tiene tres cifras significativas. Entonces, ; Qué son
cifras significativas? Son aquellas cifras que contiene el nimero
y proveen informacién importante de la medida.

Cifras significativas

Exactitud y precision

—
[E]
En una medicion se entiende por exactitud al grado de ale-  Fxactitud
jamiento entre el valor encontrado y el valor real de la medida, Valor asociado a una medida que
. L., . indica cudn cerca del valor real se
mientras que la precision tiene que ver, entre otras cosas, con la  encuentra el valor medido.

repeticion de la medida.
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Figura 1. Esquema de precision y exactitud
Fuente: https://bit.ly/2KpwbYO

En la figura 1 se observa que en la situacion A existe precisién y E
exactitud en la medida. En B sélo hay precision, pero no exactitud. — Frecision
En la situacion C existe exactitud altay precision bajay en D hay  Treximidad de distintas med:-
exactitud baja y precision alta.

Errores

Ya habiamos establecido en pdrrafos anteriores que en la aplicacion de un método
numérico en la solucion de un problema complejo siempre se obtienen, inevitablemente,
errores de tipo sistemdtico, es decir, provocados por el instrumento utilizado para realizar
la medicién o por el sujeto o sistema quien realiza la medicion. Algunos de estos errores
pueden ser por truncamiento o por redondeo.

El error absoluto de una medida se expresa como la diferencia entre el valor obtenido
y su “medida” real , es decir:

€Eaps — | X — X
[E]

El error relativo, se define como el cociente entre el valor abso- Error relativo

luto y el valor real de la medida, es decir: Es el cociente (la division) en-
tre el error absoluto y el valor
exacto. Si se multiplica por 100
se obtiene el tanto por ciento

|xc —-X | (%) de error.

€ERal — x
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Ejemplo

Un estudiante mide la diagonal de la pantalla de su dispositivo mévil y encuentra
que esta es de 4,7 pulgadas, es decir, 11.938 cm. Si el valor verdadero de la dia-
gonal de la pantalla de su dispositivo movil es de 5 pulgadas, calculese el error

absoluto y relativa de la medicién.

Solucion

El error absoluto viene dado por:

€aps = |X, —x[=111,938cm — 12,7cm| = 0.762cm

El error relativo seria entonces:

[11,938cm—12,7cm| 0,762cm
€ral = = = 0,06
12,7cm 12,7cm

Instruccion

En este punto le invito a la pdgina principal del eje para
realizar las actividades:

e Prdctica.

e Video:

Error absoluto y relativo
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https://www.youtube.com/watch?v=l0GxxCw9ZEY

Solucion de ecuaciones en una variable

En muchas ocasiones, cuando nos
enfrentamos a la interpretacion de una
situacion fisica, matemdtica o de diferen-
tes campos de la ingenieria, resulta mads
apropiado realizar dicha interpretacién
mediante el andlisis de un modelo. Estos
modelos pueden ser de cardcter compu-
tacional guiados por métodos numéricos
complejos, reflejados en algoritmos y pro-
gramacién. Ahora bien, estas situaciones
que nos presentan un determinado pro-
blema, son modeladas matemdticamente
por ecuaciones que relacionan variables
reales o complejas y que soélo son vdlidas
para determinados valores llamados raices
de la ecuacion. Solucionar estas ecuaciones,
es ganancia para interpretar el problema.

Método de Biseccion

El método de Biseccidn, es un método
numeérico que permite hallar los ceros de
una ecuacion mediante un proceso ite-
rativo, cosiste bdsicamente en dividir en
mitades un intervalo de interés en donde
se supone, estd la raiz de dicha funcién.

Definicion: si f(x)=0, es una funcién con-
tinua y diferenciable en un intervalo cerrado
[a, b], entonces la funcidn tendrd una raiz
en dicho intervalo si se satisface que f(a)
f(b) < 0.

Es decir, se toma un intervalo [a, b] en
donde se crea que estd la raiz de la ecua-
cién y se evalua la funcién en los extremos
del intervalo, o sea f(a) y f(b) y se observa
si f(a)f(b)<0. Si esto ocurre, entonces existe
una raiz en dicho intervalo. Por tanto,
encontramos el punto medio de dicho

Andlisis numérico - eje 1 conceptualicemos

intervalo, el cual es y se repite el paso ante-
rior, es decir, se evalta c en la funcion y se
aplica el criterio anterior para determinar
en donde f(a)f(c)<0 o f(c)f(b)<0.

Cuando esto ocurra, se escoge este
nuevo intervalo, se halla el punto medio
y se evalta en la funcion, luego se siguen
los mismos pasos hasta lograr la mejor
aproximacion.

iRecordemos que!

En resumen, el error absoluto es
una medida de la exactitud de
la medida, mientras que el error
relativo es la razén del “error” real
al “valor” real.

Figura 2. Representacién geométrica del
método de la Biseccién
Fuente: https://bit.ly/2MX2s8b



Ejemplo

&

Sea la funcién f(x) = e ™™ — Inx cudl es continua en todo R positivo. (-00,00).

Como la funcién es continua en todos los reales, se debe seleccionar un intervalo
“pequeno” en donde se cumpla que f(a)f(b)<0. Escojamos a=1y b=2, y evaluemos

f(a)f(b).
f(x)=e™™ —Inx=f(1) =0,3504
f(x)=e™* —Inx = f(2) =—-0,5578
Ahora encontramos el punto medio de este intervalo:

142
-T2 15
¢ 2

Y su imagen en la funcién es:

fx) =e ™ —Inx = f(1,5) = —0,1823

Por tanto, como se cumple que f(a)f(c)<0, se escoge este nuevo intervalo para
nuevamente dividirlo y realizar el mismo proceso, hasta lograr la mejor aproximacion
de la raiz.

1415

=125 y f(1,25) =0,0633

Por tanto, el nuevo intervalo a escoger es: f(c)f(d)<O0.

i imi i i 3s, u u v
Al repetir el procedimiento dos “iteraciones” mds, se encuentra que el valor
aproximado de la raiz de la funciéon es: f(x) = e ™ — Inx 5. r = 1,2812

Lectura recomendada

Con el fin de profundizar en la aplicacion del método de la
Biseccidn, le invito a realizar la lectura:

Solucién de ecuaciones algebraicas y trascendentes: método
de la Biseccidn

Jesus Javier Cortés
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Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphosn es uno de los mds utilizados en el andlisis numérico
para hallar los ceros de una ecuacion polindmica y el cual basa esta busqueda en la
aplicacion de una formula algebraica relacionante entre la funcion y su derivada.

Definicion: sea f(x)=0, una funcion continua y diferenciable en el intervalo [a, b] y sea
X, un valor llamado valor inicial en el dominio de f(x)=0. Luego, existe una raiz en [a, b]
dada por la expresion:

f(xn)
Xn+1 = Xn — .~
[ Gn) para n=1,2,3, ...

Ejemplo

Considere la funcion analitica definida por f(x) = - x* + Cosx = 0 y encontremos
una raiz de ésta.

Como se sabe de la funcion Cosx, ésta es menor o a lo sumo igual a uno, es decir,
.7 3

Cosx < 1, Wx (—oo,00) , ysabemos también que x > 1V x(0,00).En

estas consideraciones se debe tener una solucién de la ecuacién entre el intervalo

[0,1]. La situacion expresada puede observarse en la siguiente figura.

Figura 3: Grdfica de la funcidn f(x) = - x3 + Cosx = 0
Fuente: propia
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Para aplicar el método de Newton-Raphson, empecemos por escoger un punto inicial
entre el intervalo [0,1]. Sea ¥, = L y apliquemos nuestra formula recordando que:
2

f'(x) = —3x?% — senx. Luego entonces se tiene que:

Xy = X —
! f'(xn) 2 _3(%)2 _ sen(%)

x, = 1,112141637096

Ahora aplicamos nuevamente la féormula de Newton para hallar x, con el x, encon-

trado, asi:

f ()

T T G

1119141637006 —(1,112141637096)* + cos (1,112141637096)
¥a = = —3(1,112141637096)% — sen(1,112141637096)

x, = 0,909672693736

Para hallar una nueva aproximacion a la raiz, aplicamos nuevamente la ecuacién:

_fx) _
2 (xn)
Ya — 0909672693736 —(0,909672693736)° + cos (0,909672693736)
o ~3(0,909672693736) — sen(0,909672693736)

X=X

x3 = 0,8672638182209

Procedemos igual para hallar x,,

 f(xn)
f'(%n)

—(0,8672638182209)* + cos (0,8672638182209)

X3 = X3

= 0,8672638182209 —
e —3(0,8672638182209)2 — sen(0,8672638182209)

x4 = 0,8654477135298

Andlisis numérico - eje 1 conceptualicemos



Si el estudiante calcula como ejercicio prdctico las aproxi-
maciones notard que el resultado obtenido se parece cada

vez mds al anterior, o en otras palabras el error calculado en
cada iteracion se reduce significativamente.

Si consideramos que seis iteraciones es un nimero razonable de aproximaciones de la
formula de Newton-Raphson, entonces el valor de la ultima iteracién arroja el valor mds
razonable de la raiz entre [0,1] es decir:

xe = 0.865474033102

Figura 4. Interpretacion geométrica del método de la secante
Fuente: https://bit.ly/2IxQUM4

Lectura recomendada

Con el fin de profundizar en la aplicacién del método
de la Biseccion, le invito a realizar la lectura:

Solucion de ecuaciones algebraicas y trascendentes:
método de Newton-Raphson

Jesus Javier Cortés

Andlisis numérico - eje 1 conceptualicemos



Método de la secante

Al igual que el método de la Biseccion y el método de Newton-Raphson, el método de
la secante permite hallar la raiz de una funcion de forma iterativa. A diferencia del método
de Newton-Raphson, necesita de dos puntos arbitrarios entre los cuales se considere que
estd la raiz a encontrar y en donde bdsicamente se trazan rectas secantes a la curva de
la funcidn y observar la interseccion con el eje del dominio de la funcién, esto conlleva a
conocer los ceros de la funcion.

Instruccion

Para profundizar en los conceptos del método de
la secante, revise las actividades disponibles en la
pdgina principal del eje:

e Infografia.

e Juego de roles.

Definicion: sea f(x)=0, una funcién continua y diferenciable en algun intervalo [a, b] de
su dominio y sean x, y x, dos puntos cualesquiera de dicho dominio de f(x). Luego, existe
una raiz en [a, b] dada por la expresién:

S (xi—xi—4)

flc)—f(xi-1)

Xit1 = X
parai=12,3, ..

Ejemplo

— X 7
Considere la funcién f(x) =e" +tx—7 0 conx0=1yx1=2
y apliquemos tres iteraciones para hallar los ceros de la funcién.

Solucién
Apliqguemos la férmula:
o Sl (xi—xi—1)
Xit1 = X T
f(xi)—f(xi-1)

Andlisis numérico - eje 1 conceptualicemos



Con: - £(xy) = —3,281718 f(x;) = 2,389056

(xi_XQ):Z_].:].

[ —x) (2 —1)(2,389056)
T T e Y f(xe) - 2,389056 — (—3,281718)

X, =2 — 0421292
x, = 1,578708

Nuevamente apliquemos la formula con:

f(x,) = —0,572604

F() (0, — 1) (1,578708 — 2)(—0,572604)
Xapq = Xop — = 1,578708 — =
F(%2) — f(xy) —0,572604 — (2,389056)
1 eraeg . 0241233 _
3= 5 T 296160

x; = 1,578708 — 0,081451

X3 = 1,660159

Y realicemos nuestra ultima iteracion:

fxs)(x3 — x5) (1,660159 — 1,578708)(—0,079693)
S = — = 1,660159 — _
fx3) — f(x2) —0,079693 — (—0,572604)
1660159 —0.006491
X = L "~ 0492911

x, = 1,660159 +0,013168

x, = 1,67327

Por tanto, luego de realizar tres iteraciones podemos escoger como x =1,67 como el valor
de la raiz de la funcion f(x) —e*4+x—7=0.

Andlisis numérico - eje 1 conceptualicemos



Instruccion

Con el fin de profundizar en la aplicacion del método de la

Biseccidn, le invito a la pagina principal del eje para revisar
los siguientes recursos:

e Lectura recomendada:

Solucién de ecuaciones algebraicas y trascendentes:
método de secante

Jesus Javier Cortés

e Videorresimen

e Actividad evaluativa: prueba objetiva.
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