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Presentacion

El Departamento de Ciencias Basicas de La Fundaciéon Universitaria del
Area Andina y el grupo de investigacion GIEE han disefiado una politica
para que sus docentes escriban y publiquen una serie de textos que sirvan
de guia para las clases de cada una de las asignaturas que el departamento
brinda a las diferentes facultades.

En la actualidad los estudiantes que llegan a las universidades colombianas
al primer semestre tienen grandes dificultades para comprender e interpretar
textos no saben incluso consultar en biblioteca.Por ello se hizo necesario el
que los docentes adscritos a este departamento escriban textos con buen
fundamento pedagogico y didactica para asi ayudar a los estudiantes en
sus dificultades, y con las politica de créditos académicos el estudiante
debe trabajar en su tiempo libre, lo que hace del texto una ayuda y guia
para estar siempre ocupado.

En cada capitulo tiene un mapa conceptual el cual orienta al estudiante
para donde van los conceptos dados en él.

Los talleres propuestos tienen buena cantidad de ejercicios y planeados
para trabajar dentro y fuera de clase. Los talleres de aula de clase deben
ser resueltos en ella y con la supervision del docente.

Probando nuestras competencias. Recordemos que una competencia es
una actuacion con idoneidad y con ética. Es de decir como es una actuacion
se apropia del saber conocer mediante procedimientos y técnicas (saber
hacer) reflejando actitudes y valores (el saber ser). Con este espacio se
busca que el estudiante se prepare con calidad para enfrentar las pruebas
del Ministerio de Educacion de Colombia y PISA.

En el capitulo 1 hacemos un trabajo grande sobre algebra basica con
todo lo que sabemos les hace falta a nuestros estudiantes “primiparos”.
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En el capitulo 2 abordamos el tema de ecuaciones y sus aplicaciones y
finalmente en el capitulo 3 el tema mas importante que son las funciones y
sus aplicaciones el cual sera de vital importancia en el estudio del calculo.
Este material puede ser adoptado como guia en el primer semestre de
carreras como administracion de negocios, mercadeo, economia y
administraciéon de empresas.

Agradecemos a quienes nos corrijan y critique pues de ellos sacaremos
cosas buenas, por ello les pedimos nos escriban a: gerardo7@utp.edu.co

O P A A N S N W S A S S O PRSI
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Expresiones Algebraicas Radicales Algebraicas

|
PARA APLICAR EN
Ecuaciones
———p Funciones R
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1.1. OPERACIONES FUNDAMENTALES
CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.1.1. Expresion Algebraica

Es una combinacion de numeros y de letras que representan numeros
cualesquiera.

5x2 —12xy +32x%, 7a’r®, 4b°z°,
son ejemplos de expresiones algebraicas.

13
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1.1.1.1.Término:
Es una expresion que solo contiene productos y cocientes de nimeros y de
letras.

5 2})3 17x

o< 453 , son téerminos de una expresién algebraica.
3

1

Sin embargo, 9x? +13xy es una expresién algebraica que consta de dos
términos.

1.1.1.2.Monomio:
Es una expresion algebraica de un solo término.

2
12x%y*, 10rzw3,3i son monomios.

X

1.1.1.3.Binomio:
Es una expresion algebraica de dos términos.

13x+7y, 6x* —12x9r° son binomios.

1.1.1.4.Trinomio:
Es una expresion algebraica de tres términos.

15x* =3x+15, 3y —4x+62z, y 3 1 8%% _ 32,8 son trinomios.
w

1.1.1.5.Multinomio:
Es una expresion algebraica de mas de un término.

4
8x+16y, 6w’ +7w’'y—8wy+15, 10r+3L+ﬁL
son multinomios. # 7

1.1.1.6. Coeficiente:
Cualquier factor de un término se llama coeficiente del resto de todo el
término.

12x%t*, 12 es el coeficiente de x”¢’.

14
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1.1.1.7. Términos semejantes:
Son aquellos que solo se diferencian en su coeficiente numerico.

|
13xy y -7xy son términos semejantes; 15w2y5 y - szyi son términos
semejantes; pero—5x’y* y —4x’y* no son términos semejantes.

Podemos reducir términos semejantes a uno solo: —3xy” + 4xy” + 2xy” este
se puede reducir a 3xp”.

1.1.1.8 Un término es entero y racional:
Con respecto a ciertas letras (que representan a nimeros cualesquiera), si
esta formado por:

a) Potencias enteras y positivas de letras multiplicadas por un factor
numerico.
b) Un nimero.

Por ejemplo, los términos 3x’y’, —2x* |7, —3x; J5x%y7, son enteros
racionales con respecto a las letras que figuran en ellos. Sin embargo, 4~/ x
no es racional con respectoa X y % no es entero con respecto a X.

1.1.2. Polinomio

Es un monomio, o un multinomio, en el que cada término es entero y racional
con respecto a las letras.

Por ejemplo: 5x’y*=5x’y +7, 2x’+3x*+5x", 3x’y+z’+3x’, son
polinomios. Sin embargo 4x’ —%, 37z +5 no son polinomios.

1.1.2.1.Grado de un monomio:

Es la suma de todos los exponentes de la parte literal del término. Por ejemplo,
el grado de 3x*y’z es 4+5+1=10. El grado de una constante como por
ejemplo, 5, 0, V3, mwes cero.

1.1.2.2.Grado de un polinomio
Es el correspondiente al término de mayor grado cuyo coeficiente sea distinto
de cero.

T ST
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Los grados de los términos del polinomio 3x’y* +4xz” +2x’y son 5,64,
respectivamente; por consiguiente, el grado del polinomio es 6.

1.1.3. Simbolos de Agrupacion

Son los paréntesis ( ), los corchetes [] o las llaves { }; se emplean para indicar
que los términos encerrados en ellos se consideran como una sola cantidad.

Por ejemplo, la suma de las dos expresmnes algebraicas, 4x’ —4x—y vy
4x -3y, se pueden representar por 4x —4x-y (4x 3y) su diferencia
por (4x* —4x—y)-(4x-3y) y su producto (4x* —4x— y Ydx—3y).

Algunas veces se emplea como simbolo de agrupamiento una barra encima
de los términos a asociar. Por ejemplo, 5x-2z es lo mismo que escribir
(5x-2z2).

1.1.3.1.Supresion de los simbolos de agrupacion:
Esta regida por las normas siguientes:

a) Si un signo + (mas) precede al simbolo de agrupamiento, dicho simbolo se
puede suprimir sin modificar los términos que contiene. Por ejemplo:

@x+5y)+ (6xy—5x" )= 2x+5y+6xp+5x°
b) Si un signo — (Menos) precede al simbolo de agrupamiento, dichos
simbolo se puede suprimir cambiando el signo de cada uno de los términos
gue contiene.Por ejemplo:

Bxy—4x? )~ (5xy® +2x)=3xy—4x* —5xp° —2x

c) Si en una expresion figura mas de un simbolo de agrupamiento, para
suprimirlos se comienza por los interiores. Por ejemplo:

VX —2x" +3y p=2x—=9x" =2x* =3y = 2x-Tx" +2x" +3y
R S e

R B R R B R G B B o B A A 0 R b P T 5 A b5

16



Algebra Elemental

Capitulo
FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEO -

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 1

1. Hallar el valor de las expresiones algebraicas siguientes
siendo:

x=29 y=_2s Z=5, a=1, b:ss C:%

a)3x’ —4yz
b) Sa’ —4ab+ 6¢

c) Sxy+2z
2a* -¢’

6x’y(z-1)

d)
a+b-4c

2. Clasificar las expresiones algebraicas siguientes segun las
categorias: término o monomio, binomio trinomio multinomio,
polinomio.

a)x’ +3y’z
b) 4m® +3m—5vz

c) 6x* +i
z

d) 4x’yz

t
e)b* +a* +b’ —2abc

3. Hallar el grado de los siguientes polinomios:

a)3x’y+6xyz’
b) x* +5x* +2
c) yz* +3xy°z°
d)z’ +4°

4. Suprimir los simbolos de agrupacién en cada una de las
expresiones siguientes y simplificar los resultados reduciendo los
términos semejantes:

17
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a)5x* +(’ —4z)-(3x—4)* +62)

b) 4(8xy + 62) + 6(2x — 4xy) — 8(2z — 4xy)
c)2x—6—4 —6(2x—2y)i

d)8x” —fox* — 4Ry -6(2x" —2y) }+ 8}

1.2. OPERACIONES CON
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1.2.1. Suma de Expresiones Algebraicas

Se realiza agrupando los términos semejantes. Para llevar a cabo la suma se
puede disponer las expresiones en filas, con los términos semejantes en la
misma columna, y, a continuacién, se suman los términos de cada columna.

Ejemplo 1
Sumar: 8x+4x’ —5xy, 6x—2x"+9xy, y 3xy—5x—2y°

Solucion:

8 6x° —5xy
6x -2x° O9xy
-5x -2x' 3xp

9x 2x°  Txy

Luego el resultado es: 9x +2x’ + 7xy

1.2.2. Resta de Expresiones Algebraicas

Se realiza efectuando la suma de la expresion minuendo con la opuesta del
sustraendo, la cual se obtiene cambiando el signo de todos los términos.

R B B A S M O — S——
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~ Ejemplo 2

*Restar 5x° — 4xw+10w’ de 7x* = 5xw—8w’

Solucion: ® :
Tx* =5xw—8w"

—5x% —4xw—10w?

2x% — xw—18w?

1.2.3. Multiplicacion de Expresiones Algebraicas

Para multiplicar expresiones, se efecttia multiplicando todos y cada uno de los
términos de uno de ellos por todos y cada uno de los términos del otro, sumando
luego los productos obtenidos. Es recomendable ordenar las potencias de las
expresiones algebraicas de mayor a menor. (0 viceversa)

Ejemplo 3
Multiplicar: —5x +10+2x’ pord—x

Solucion:
Ordenamos de mayor a menor las potencias de x.

2x* =5x+10
-x+4
—2x* +10x* —10x
8x* —20x+40

—2x " +18x —30x+40

1.2.4. Division de Expresiones Algebraicas

Utilizaremos solo la divisién de polinomios.
Se deben seguir los siguientes pasos:

« ordenamos los términos de ambos polinomios segun las potencias
crecientes(o decrecientes) de una de las letras comunes a los dos
polinomios.

+ Dividimos el primer término del dividendo por el primero del divisor, con lo
que resulta el primer termino del cociente.
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* Multiplicamos el primer término del cociente por el divisor y se resta del

dividendo, para obtener un nuevo dividendo.

» Con el dividendo de 3), repetimos las operaciones 2) y 3) hasta que se
obtengamos un resto igual a cero o de grado menor que el dividendo.

» El resultado que obtenemos se debe escribir asi:

Dividendo . Residuo
——— = Cociente + ———
Divisor Divisor

Ejemplo 4

Dividir: 2x> —3x? —3x+2 entre x> —x —2

Solucion:
Lo primero que debemos hacer es organizar (ordenar) los polinomios con

respecto a una misma literal (en forma decreciente de las potencias), y se
dispone la operacion de la siguiente manera:
Dividendo2x® —3x* —=3x+2  x* — x =2 Divisor
-2x° +2x* +4x 2x —1Cociente
<% 2
o M
0

3 a2
Luego 2x 23)( 32x+2=2x_1+0
x°=x-

Ejemplo 5
Dividir 2x° —8ax’ +4a’x—10a’ entre x—a

Solucion:

" 8ax’+ 4a’x - 10a’ | x-a
2+ 2ax2 2x’- 6ax - 2a2

-6ax'+ 4a’x - 10a’
+6ax-6a’x
-Zazjg- IOaj
+2ax - 2a

-124°

20
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Prueba de la divisién

Puede hacerse la prueba de la division multiplicando el cociente por el divisor, y
anadiendo al producto el residuo, si lo hay; si el resultado es igual al dividendo,
la operacion esta bien hecha.

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 2

1. Determinar el grado de los polinomios siguientes:

a)3x’ +10x* +3x' —2x* +x-12
b)ﬁxyz+13
o)w' +3w’ —12w+17

2. Efectuar las operaciones indicadas:

a) (5x’w")(=3x’w)

b) (r’t +2r’t> —41)(3r’t’)

c)3x’ +2xy—5 + 4x° —5xy+12
) (“3x+2y—6)—(dx+3y—7)

3. Efectuar las divisiones, y escribir el resultado en la forma:

Dividendo | Resto
—— =Cociente + —

Divisor Divisor

a) 3y' +5y° —2y+4+(2y+4)
pyw' +3w’ —2w’ —10w+15+(w* —2w+3)

o) t+tr+r+20r +r*

tr+t:+r’
d)l-—Sz -*'S4
l—s

€)10y’ +1-5y—10y° +5y* =y’ + (" =2y +1)

21
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1.3. DESCOMPOSICION FACTORIAL

Los factores de una expresion algebraica son dos o mas expresiones
algebraicas que al multiplicarlas entre si originan la primera.

Si tenemos la expresion: x* + 2x —15 se puede escribir como el producto de
los factores (x —3)(x + 5).
También, 3x* +5xy—2y° =(3x—y)(x+2y)

En general: Descomponer una expresion algebraica en factores, es hallar dos
0 mas factores cuyo producto es igual a la expresién propuesta.

1.4. DESCOMPOSICION EN FACTORES

La descomposicion en factores, se aplica generalmente, a polinomios de
coeficientes enteros. Por ello se necesita que los factores sean también
polinomios de coeficientes enteros. Mientras no se indique lo contrario,
supondremos estas condiciones.

Sitenemos porejemplo: (w-2) nolo consideramos descompuesto en los factores
6’“"‘ \/E) W - \5) pues estos no son polinomios. Igualmente, (2x2 ~ SyZ;

no lo consideramos descompuesto en los factores (\/Ex -5 y) (\/Ex & \/gy
no son polinomios de coeficientes enteros, asimismo, 7x+15z se puede

15
expresar como 7 x+~7—z , No es un polinomio de coeficientes enteros.

1.4.1. Polinomio Primo

Un polinomio de coeficientes enteros es primo cuando no se puede
descomponer en factores. Por ejemplo:

X +2x-15= (x—=3)(x +5) esta expresado como producto de los factores
primos Xx—3 y x+5.

Un polinomio se puede descomponer todo en factores cuando todos ellos se
pueden expresar como producto de factores primos.

22
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Algunas veces es importante cambiar los signos y la posicién de los factores,
asi:

(x—6)(x—8)=(6—x)8—x).

Un polinomio es primo cuando no admite mas factores(o divisores) que él
mismo, con signo mas o menos, y la unidad, * 1.

Es importante en la descomposicion de factores los siguientes productos:

1. x(y+2)= xy+xz

2.(x+y)x—y)=x" =

3.(x+y)x+y)= (x+y) =% +2xy+%1

4. (x=y)x—y)=(x- y) =x*-ap+y

5. (x+a)(x+b)—r +(a+b)x+ab

6. (ax+b)(cx+d)=acx > +(ad +bc)x+bd
7.(a+b)(c+d)= ac+bc+ad+bd

8.(x+ ) x+y)x+y)= (x+y) Y v % y+3xy +y

9. (x—y)(x—y)(x—y)=(x~ y) =x’-3x’y+3x° -y’
10. (x — y)(x +xy+y) x y3

kB (x+y)(x —-xy+y ) x’ +y

12. (x+y+z)2—x2+y +z +2xy+2xz+2yz

13. (x— y)(x +x" y+x y+ +xy +y ) "—y
14. (x+ y)(x"" = x" y+x B "y =x"+y"
Con n un entero positivo impar(l, 3 5 g )Solo para 14.

n

1.4.2. Factor Comin (monomio) de la forma xy + xw=x(y+w)
Aplicamos la ley distributiva de la multiplicaciéon:

a)8x’y—4x’ —4x 2y —x)
b) Sm n- lOmn +15m*n=5mn(m’ —2n+3m)

El procedimiento consiste en sacar la literal menor y el nimero menor (si es
posible) que se encuentre en toda la expresion y las demas expresiones se
dividen entre este factor comun, los resultados de las divisiones son los que
aparecen en el paréntesis.

Ejemplo: si tomamos el caso b) el factor comdn es 5mn (pues es el término
menor)y dividimos cada expresion entre el para obtener:

Sm'n, —10mn’ 15m’n
=m?; P — o,

’ ’ = 3m
Smn Smn Smn

A5 B A R R T A o R S T A R I L8 I A L SR T,
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Portanto el factor coman 5mn queda multiplicandp los cocientqs de cadadivision
dentro de un paréntesis: 5m’n—10mn’ +15m’n = 5mn(m’ —2n+3m).

1.4.3. Diferencia de Cuadrados

Por multiplicacion se tiene: 53 —y? =(x— y)(x+ y)oinversamente se puede
escribir: (x—y)x+y)=x" =y =(x=y)x+y).

La diferencia de los cuadrados de dos expresiones algebraicas es igual al
producto de la suma de dichas expresiones por su diferencia.

9m* —16n" =(3m)’ —(4n)* = (3m—4n)(3m +4n)

(m+n)’ =s>=[m+n)-slm+n)+s]=m+n—s)(m+n+s)

(Tx+3) = (5x—4)’ = [(7x+3)-5x-H J(7x+3) + (5x - 4)]
=(Tx+3-5x+4)(Tx+3+5x—4) = 2x+ T)(12x - 1).

1.4.4. Trinomio Cuadrado Perfecto

Por multiplicacion tenemos: (x+ y)(x+y)=(x+y)’ =x*+2xy+y’ o
inversamente:
x4+ 2xy+y’ =(x+y)’

Un trinomio es cuadrado perfecto si dos términos son cuadrados perfectos y el
tercero es igual al doble de la raiz cuadrada del producto de aquéllos.

Para factorizar un trinomio cuadrado perfecto debemos sacar la raiz cuadrada
a los términos primero y tercero. Luego a estas raices las multiplicamos por
dos, si este producto es exactamente igual al término central se dice que es
un trinomio cuadrado perfecto y lo que hacemos es dentro de un paréntesis
escribir la raiz del primer término y el tercero separados por el signo del término
central y elevar este paréntesis al cuadrado.

Factorizar: a’ +6a+9

Ja* =a V9=_3
\l/

2(a-3)=6a
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Podemos observar que el doble producto de las raices es igual al término
central, por tanto es un trinomio cuadrado perfecto. Finalmente lo factorizamos,
asi:

2 | 2
B +6a+9=(g+3)

Factorizar: 16> —16¢w+ 4w” = (4t — 2w)* (Por qué?

1.4.5. Suma de Cubos

Por multiplicacion tenemos: (a +b)(a* —ab+b*)=a’ + b® lo inverso
también se cumple: @’ +b° =(a + b)(a® —ab+b*)

La suma de los cubos de dos términos algebraicos puede descomponerse en
el producto de los factores, uno de los cuales es la suma de dichos términos, y
el otro es la suma de sus cuadrados disminuida del producto de los términos.

Factorizar:

8m’ +27n =(2m)’ +(3n)’ =(2m+3n)(4m* —6mn+9n*)
8a° +64b° = (2a +4b)(4a’ —8ab+16b*)

1.4.6. Diferencia de Cubos

Por multiplicacion tenemos: (x — ¥)(x* +xy + y*) = x* + y’lo inverso también
se cumple: X’ — ' =(x = y)(x* +xy+y°)

La diferencia de los cubos de dos términos algebraicos puede descomponerse
en el producto de los factores, uno de los cuales es la diferencia de dichos
términos, y el otro es la suma de sus cuadrados aumentada del producto de
los términos.

Factorizar:

8m’ —27n° =(2m)’ —(3n)’ = (2m—3n)(4m’ + 6mn+9n’)
8a’ +64b° =(2a—4b)(4a’ +8ab+16b%)
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1.4.7. Trinomio de la Forma x’ +bx+c¢

Teniendo presente que el producto de dos binomios, tales como (x + m)(x + n)
es:

(x+m)(x+n)=x’+(m+n)x+mn,sisereemplaza m+nporby mn por
¢, se puede escribir: x~ +bx+c=(x+b)(x+c¢).

Un trinomio de la forma x° +hx +c, se descompone en el producto de dos
binomios cuyo primer término es x, y los segundos términos son tales que dan
por suma el coeficiente de x y por producto el término independiente de x.

Factorizar: m” +7m +12
Buscamos dos numeros cuyo producto nos de 12 y la suma sea 7.

Si se nos hace dificil encontrar estos nimeros debemos descomponer en
factores primos a 12 y combinamos estos factores hasta encontrar lo solicitado.
(esdecirac=12ya+c=7).

Lo N
wMh N

Combinamos hasta obtener los nimeros: 2-2-3=12
4.3=12 y 4+3=7

Por tanto: m” +7m+12 = (m +4)(m + 3).
Factorizar: x* +5x—24 = (x+8)(x—3)

1.4.8. Trinomio de la Forma ax’ + bx +c.

Los trinomios de la forma ax’ +bx +c¢, provienen de la multiplicacion de dos
binomios, como se ve en los ejemplos que siguen:

3x+5
2x+2

6x* +10x
+6x+10

6x* +16x+10
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Examinando este producto, podemos ver:

+ El primer término del trinomio es igual al producto de los primeros términos
de cada factor.

+ El segundo término es igual a la suma algebraica de los productos del
primer término de cada binomio por el segundo término del otro.

« El tercer término es igual al producto de los segundos términos de los dos
binomios.

Ejemplo6

Factorizar; 6x° + 7x—20

Solucion:

= +7x_20:(6x+152(6x—8) = (2x+5)(3x—4)

En general para factorizar un trinomio de la forma ax’ + bx + ¢ multiplicamos el
término independiente por a y dividimos entre este mismo nimero a. Es decir:

2
ax’ +bx+c = @ t(atc)xtac _(ax+ )ax+ )pyscamos dos

a a
nimeros que multiplicados nos de a ¢ y sumados a + ¢. Asi como en el ejemplo.

Factorizar: 8x° +14x+3

Solucién: buscamos dos numeros que multiplicados nos de (8)(3) = 24 vy
sumados 14.

2
1

_ WO MN R
W NN

Las combinaciones que dan 24 son: (8,3), (12,2), (6,4) pero la que necesitamos
es (12,2), pues: 12(2) =24 y 12+2 = 14.

Por tanto:

(8x+12)(8x+2) _ (Bx+12)(8x+2) _ (2x+3)Bx+2) _ (2x+3)(4x+1)
8 8 =42 . 8

Factorizar:

= (12x+16y)(12x—3y)

12x* +13xy —4y° TR

=(3x+4y)(4x— y)iPor qué?

B K
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TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 3

1. Factorizar hasta donde sea posible.

a)9x +42x +49 b) x> —10x + 25
c)x* +22x +121 d)64m* —48m +9

e)9m® — 49n° f)25x% —121

9l 1 h) L,44x* —0.01
9 100

i) x* +6x ) Hhm*+7Tm+12

k) 20x> +19x+3 )6x* +7x—20

m)30m +13m—10 n)21;32+11n—2

0)6y* +5y -G )41’ +x 33
)27m -n’ r) 8y’ +z

sym’n’® —216n° (¥~ 2’ +(x-3)°

ua —b*+a* -2ab+b> xym’ ‘4 (+nm)m+n
3 2.3 2
y):})—__ _[x w )_l—x_ 2)23_1 +22_‘l+] +2_‘L

32 4

1.5. MINIMO COMUN MULTIPLO

Definicién: EI minimo comun multiplo de dos expresiones algebraicas Ay B es
otra expresion algebraica M que cumple las siguientes propiedades:

» A y BdividenaM.
+ Si S es una expresion algebraica tal que A y B dividen a S, entonces M
divide a S.

El minimo comun multiplo de dos expresiones algebraicas, es en un sentido
mas libre, la expresién mas simple que puede ser dividida por Ay B; o la mas
simple que contiene a ambos, A y B como factores.

Sitenemos: A=3m’n y B=4m’n’ luego M =12m’n’ que corresponde
al mlnimo comun multiplo de A y B. Pues 3m’n divide a M, cuyo cociente es
4n,y 4m’n’ divide a M, dando como cociente 3.

El minimo comun multiplo corresponde a expresiones comunes y no comunes
con su mayor potencia.

WA e,
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Ejemplo 7 ) ¢
Hallar el minimo comun multiplode A =x"+2x-3 B=x"+8x+16

Solucion:
Factorizamos las expresiones Ay B.
A=x"+2x-3=(x+3)(x-1)

B=x’+8x+16=(x+4)" Luego el mem = (x+3)(x—1)(x+4)’

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 4

1. Hallar el minimo comun multiplo de:

a)A=(r=1)"(r—4) B=(r—1)(r—4)(r+3)
byA=x"-4x—-21 B=x"+11x+24 C=x"-6x+9
c)A=2x"—-Tx-15 B=3x"-14x-5

1.6. FRACCIONES ALGEBRAICAS

Definicion: se llama fracciéon o quebrado el cociente indicado de dos

. : : . g 2
expresiones algebraicas cualesquiera; por ejemplo la expresion — es una
y

expresion algebraica, y se lee x entre y. a la expresion x se le llama
numerador y a la expresion y se le denomina denominador.

: X w . ) :
Igualdad: Dos fracciones — y — son iguales si y solo si xz=yw por

ejemplo y z
: . 3m-2 12m -8 ; !
las fracciones: son iguales, pues:

dm+5 y 16m+ 20

(3m—2)(16m +20) = (12m — 8)(4m +5)
48m> +28m —40 = 48m” + 28m — 40

1.6.1. Simplificacion de Fracciones

Existe un principio fundamental en las fracciones: si los términos de una

o,
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fraccion se multiplican o se dividen por una misma expresion algebraica, se
obtiene asi una fraccién equivalente a la primera.

Ejemplo 8 )
Simplificar hasta donde sea posible: 2% —7x—4

3x* =7x-20
Solucién:

Factorizamos las expresiones del numerador y denominador y cancelamos las
similares.

(2x+1)(<4) _2x+1
(Bx+ 5)(}§4) 3x+5
Recordemos:

Solo podemos cancelar términos cuando estén como factores(es decir
multiplicando o dividiendo) no podemos hacer lo siguiente:

St 4-5x+8 _ —5x+8 Lo cual es falso (ino lo hagal); pero si tuviéramos:

v 4

(N;zf: +8) _ 5x + 8 Correcto.
Ejemplo 9

Simplificar:
A_x2+5x—24 4b°x* - 25b° x+1 (l 1); (x-3)

X +6x—16 (2x=5)b'x*—b) 2x+5 \2 x| 4x' —4x

D

Solucion:
Debemos factorizar todas las expresiones y realizar la diferencia de fraccionarios
del dltimo término.

=3 (x+8) b*(4x—-25) _x+1{'x-2}4x(x—1)
(x+8)(x-2) (2x=5b(x*-1) 2x+5| 2x x=3
_(2x+5(2x=5) x+1 4x(x-1)

T Q2x=5)(x=1)(x+1) 2x+5 2x

A=2

Ejemplo 10
Simplificar hasta su minima expresion:

B R A ATt
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- 5x% —2xy 3 pxy . 2k—y
2x'—xy—y' 4x*—-y' x-y

Solucion:
Descomponemos en factores los denominadores; es decir:

» _ (2x=2y)2x+y)

25 —xy—y' = 5 =(x—y)(2x+y)
4x* =y’ =(2x-y)(2x+y)
(x-y)=x-y

El denominador comun corresponde a los comunes y no comunes con su
mayor potencia.

(x=)2x+y)(2x~y)
(5x° —2xy) al 6xy  2x-—y

2

(x-y)2x+y) 4x’-y' x-y

El denominador comun lo dividimos entre cada denominador de |a fraccion y el
resultado (cociente) lo multiplicamos por el numerador de cada fraccion:

_(5x7 = 2xy)(2x = ¥) + 6xy(x — ¥) — (2x — y)(4x> = y?)

1 (x—y)(2x+y)(2x-y)

10x* =5x°y—4x’y+2xp” +6x°y—6xy° —(8x" —2xy" —4x’y+ ")
(x—=y)(2x+y)2x-y)

_10x° —8x’ —5x"y—4x’y+6x"y +4x’y+2xy" —6xy° +2xy° 4+’

i (x=y)2x+y)(2x-y)

A

b =

A

Simplificamos términos semejantes y obtenemos:

- 28 +x°y-2xy" =y’
(x=y)2x+y)(2x-y)

E 2% =2 +x'y -y’ _ 2x(x* = y*)+ y(x* - y*)
(x=2x+y)2x-y) (x=y)2x+y)2x-y)

B A S TS S A
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_ -y )@2xty) (= p)(x+y)2xt))
(x=y)2x+y)2x-y) (x—y)2x+y)2x-y)
e

=

2x—-y

Ejemplo 11
Simplificar hasta su minima expresion:

Solucion:
a-2 (a*+a)-(a-2)

Iniciamos por la parte inferior: g —

a+l a+l
Por tanto:
a—1 a-1
<} 2
242 @k L — s
R a ta-a+2
a_QAE B a—-&+1
a+l (@ +2)(a+1)
+2- -
a“+2
a—1
— =a-1
a+2—a-—1

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 5

1. simplificar hasta su minima expresion:
3
a) m® —n’ m-—n _m3-1—n3
(m—n)’ m* +mn + n’ m—n

m'—n*[ 1 I §. -]
b) —_ 5 - _+__
m> +n*|m*+n*> m’-n® m*  n’
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x—1 x+1

g+l x-—1

x—1 x+1

&

x+1 x-1
o @) Hx-) (@l (31

(F-xp-x+y) (-4 +4xy+ant)x+2) |2

1.7. EXPONENTES

Potencia de un exponente positivo.
Sea n un entero positivo, a" representa el producto de n factores iguales a
~ aAsi, porejemplo: @’ =a-a-a-a-a. |
n — exponente
base ———
n es la enésima potencia de a.

Propiedades:

A 2 = 3 A PP A R A

Py
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Ejemplo
A) Simplificar:
(7x*y'w)(5x*y*)

Solucion: )
(7x*y’w)(5x°y*)=35x"x" y* y* w=35x" y’ w

B) simpliﬁcasr: "

5 5
3a4{)4§2 = la'*a'sl)‘*tfzzzz"1 = la‘bzz =a5b:°zv
15b°a’z 5 3 -

C) Simplificar ;
w! a1 |@
G/Vaﬂxfl—a) - G/VGH)
w
Solucién:
1 , 1
:[wa+l+2—awa—l—a—lw(a+l)(a—l)]a: (W3-2+a -1)a 5
2 = o’
3-3 2%
— (W +a )a — W a — wa
Ejemplo 12
Simplificar:

16n+1+22n+3+8‘\/5
N

Solucién:
Llevamos la expresion a la menor base y aplicamos las propiedades de los
exponentes.
3 24(n+l) +22n23 +23ﬁ B 24n+4 +22n23 +23\/§
2. 2% 324l 2.2 42 42
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Observemos que el factor coman en el numerador es g

=23=8

2.9 ot . 05

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 6

1. Simplificar utilizando las propiedades de exponentes hasta
donde sea posible, dar la respuesta como un exponente positivo.

3

a) zoxﬁy—4wl b) 4m5 N 8m5
10x°y~ " w? 5n*  15n°

& 2-4x-1y2 2 Q) p e it
4" x—zy—i s —

& m>+3n"'m +2n” f 9 A L R

m'n?+n’m’ 2 =27 +1
b xY (z= Y= Y[
g) xa ’ xa+1 X 1
2a’
h) e
a’ +1

1.8. RADICALES

Radical es una expresion de la forma Vd que representa la raiz enésima
principal de a. n es un entero positivo y se denomina indice del radical, a se
conoce como cantidad subradical.
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indice ¥—— n
{ — cantidad subradical

Los radicales /3x, 3i/6x’ +2y y i/x—12 tienen indices 2, 3 y 5

respectivamente.
Propiedades.

Rla =an
2 (J_ )'=a
3%/a-b="%a-%b

a %a
4.n| — =

/b :

5.8/ '{'/E — m}\!/_ = a—”-';

Nota: (jCuidado!)
a)ila+b ¢%+%
b)+/a’ +b*> #a+b

Aplicaciones dle Iasl: propzied?des

3.45-43=5732 =53 =4/5*.3° =¢/25(27) =675

Ejemplo 13

Simplificar hasta su minima expresién:

| 480
642n+l s 163n+]

Solucion:

Para simplificar esta expresion debemos llevar a una misma base las cantidades
que alli aparecen. Luego aplicamos las propiedades de los exponentes.
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| 4™-8 | 4™-8 | 3780
43@n+1) 4 42Gn+1) i 4613 | 46n+2 L4 457 .43 1 457 .42

47" .80 14780 _ 47"

A 46"(43 +42) o 46!1 ‘80 o 361!

:!1/47n—6n =Fd4T=4] :4

1.8.1. Suma y Diferencia de Radicales

1.8.1.1.Radicales semejantes:
Dos o mas radicales son semejantes cuando, reducidos a su forma mas simple,
tienen el mismo indice y la misma cantidad subradical.

Ejemplo 14
Cuales de los siguiente radicales son semejantes.

V32, V8

Solucion:
Para saber si son semejantes debemos descomponer en factores las cantidades
subradicales.

L 32 = 8(4) =227 =227 -2=2-2V2 =42
VB =+2' =422 =242

Por lo tanto tienen el mismo indice y la misma cantidad subradical son
semejantes

1.8.1.2.Suma:
Para sumar algebraicamente dos o mas radicales se reducen a su forma mas
simple y se combinan los términos que tienen radicales semejantes.

Ejemplo 15
‘ Simplificar hasta su minima expresion:
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8) V50 + 18 =72 =4/52 . 24437 . 2-4/37 .22 .2
=5v2+3vJ2-642
L ]

b) 2x3/27m’n +3y/8m*n —6z3m’n = 2x-3m\n +3y-2mn —6zmin

=3/n(6xm+ 6my — bmz)

"J“b _b\/a—b+a'—3b:
S Na—b Voath oo

Solucién:
Aplicamos las propiedades de radicales y hallamos el comun denominador,
para asi obtener expresiones semejantes y luego simplificar.

_ava+b _bya- b, a’ —3b’

Ja-b  a+b J(a+b)(a—b)
_avJa+bJa+b-bJa-bNa-b+a’ -3b’
h Ja—bJa+b
_a(a+b)’ —byJ(a-b)' +a* -3b
i Ja+bJa-b
_a(a+b)-bla—-b)+a’-3b* _a’+ab—ab+b’+a’ -3b’
- Ja+bJa-b - Ja+ba-b

Ahora agrupamos términos semejantes y multiplicamos numerador y

denominador por az—bz

_2a°-2b" 2(a —b*Wa’ -b’ 2(a -b*Wa' -b’ Wy
Jat=ft - Jat=b?Jah-p (@’ -b%)
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1.8.1.3.Racionalizacion:

Una de las operaciones mas importantes en el trabajo con radicales es la
racionalizacion, pues tiene aplicaciones en diferentes areas de las matematicas
y fisica.

Para la racionalizacion de denominadores es importante tener en cuenta lo
siguiente:

* El denominador es un monomio con raiz cuadrada.
* El denominador es un monomio con raiz enésima.

» El denominador es un binomio de la forma ax/; b,y
* El denominador es un binomio de la forma 3\/; iy

Veamos caso por caso.
Ejemplo 16
Caso1

a) Racionalizar el denominador de:

X

Ja

Solucion:
Queremos eliminar el radical del denominador. En primer lugar, recordemos que

\/E'\/_ =+a” =a Por tanto, si multiplicamos el numerador y denominador
de la expresion inicial por /g obtenemos:

X Na_xa_xJa
VaNa o' a

b) Racionalizar el denominador de:

m —mn+n’
Jm'+n’

Solucion:
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_(m —mn+n*Wm'+n'  (m—mntn’ Wm0’
NmP +n’ Am’ +n’ Jm® +n’)
_(m*—=mn+n*)m'+n’

m’+n’
_(m’ —mn+n*Wm +n®  Am’ +n’
(m+n)(m’ —mn+n?) m+n

Caso 2. El denominador es un monomio con raiz enésima.
Observemos lo siguiente:

. . 5 as 3 2 i
a) ;/Cual es la raiz por la que debemos multiplicar a VX~ para eliminar la
misma?

Vrdx ={x’x={x =x

b) ¢Cual es la raiz por la que debemos multiplicar a ‘\E para eliminar la
misma?

%/?Wr«fxx“ =x° =x

En general:

Para racionalizar un denominador con un monomio se multiplican el
numerador y el denominador por una cantidad radical del mismo indice,
que al multiplicarlo por éste nos devuelva el valor exacto.

Ejemplo

Racionalizar el denominador de: 3

Yox

Solucion:

3 "V3x2 3-3/3x° 3-’\/3362 _ A3
Yox 33x  327%° 3x X

Caso 3 El denominador es un binomio de la forma avx ib\/;
Observemos:

a)(v3 + 2)(\/3 =2)
b) (a - \/1%)( Ja+./b)

N DA S N DR
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Vemos que las expresiones corresponden a un producto de suma por diferencia,
por tanto: (recordemos la diferencia de cuadrados).

a) (V3 +2)3-2)=(3)' ~2* =3-4=—1
) (Va ~Vb)a+yb) =(a) - (b)* =a-b

Expresiones(obinomios)comolasanterioresporejemplo:(v/3 +2) 'y (J?; -2)
se denominan expresiones conjugadas.

En general:
an +b\/; y avx —bﬂ Se denominan expresiones conjugadas una de
la otra, con a,b, x, ye Q.

Veamos ahora como racionalizar el denominador de dichas expresiones.

Ejemplo 17
Racionalizar el denominador de:

5
5 -1

a)

Solucion:

5 .J§+1:5(\/§+1):5(J§+1)=5(J§+1)
B5-1 541 (5 -17  5-1 4

b) A X Vs X— Y

Jx+y+qlx—y

- Solucion:

a1




7
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Capitulo ”

R e e
\/x+y+\/r y \/r+y+\/r -y \/x+y .\/x y
= (\/x+y—\/x—y) :(/x+y)—2\/(Jc+y)(x—y)+(\/Jc—y)2
Q/x+ )2 Q} )2 x+y—(x-y)

x+y 2{J(x+p)(x—y) +x— ¥ 2x— 2«/(x+y)(x y)

X+ J—=X+yp

_ 2+ nE=y) )=x—J(x+y)(x—y)
2y y

Y

)m+n+2m
Nm +/n

Solucion:

_mtn+2Jmn \m—n _ (n+n+2mn ym —/n)
Imedn Nm—n ) —n)

=Qn+n+2Mm—ﬁ)

m-—n
Observemos que la expresion

(m+n+2\/%)—m+2\/_+"—(*/—+\/_)pues
() =) 2+ ) = 2 4

Por tanto podemos escribir la expresion:

(a+b+24mn )= m+n)’
(\/EM)(\/E Jn)_ (xﬂf)(\/%«/ﬂ)(ﬁf Jn)
QF+J5)(m n)

m-—n

=m++/n
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Caso 4. El denominador es un binomio de la forma ’\/; +iy
Para racionalizar denominadores de este tipo debemos recordar, las siguientes
expresiones:

1.3+ =(x+y)x* —xp+y°)
2.5’ -y =(x=y)x’ +xp+y?)

Podemos comprobar que:

vy =W rify) (& vy 3r7)
x—y={x-yy) (x +¥x Ay +57)
Podemos decir que la racionalizacion de un denominador que tiene expresiones

como 4/x +1/y se fundamenta en la factorizacion de una suma o resta de
cubos.

Ejemplo 18
Racionalizar el denominador de:

Txy(x+y)

Vx+3fy

Solucion:

Tt y) V2 -y +7 _ Tt y) O 3y +157)
Vx+yfy Ut —yfxy+y? (x+)

=Txy (W—{/E+3\/y_°)

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 7

1. Realizar las operaciones indicadas y simplificar hasta donde
sea posible.

a) 345 - /20 +8+/5
b) 3v14 -v21
c) 54162 —84/32+24/1250
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g 4 \/Za ;\/ 184°
x=yVx-y V&-py

5‘4n+l xn n+l e
e)ﬂm f)J(?} Ay

2. Racionalizar el denominador de:

4 3
e "
a+b 2—«/5
c) d) ——=
Ja+b-Ja=h TLAST
1

MISCELANEA No. 1

1. Factorizar hasta donde sea posible.

a)a’ -8l b)a’ —a’ —ab- b3’—b2
o) TR = N d)e:;zz"~|~2a"+1 +a’

e) x° A du e z* 27w} —3wr

g)64+ h) 25w? 64z

) x° —16x° y )9x —-24x+16
k)4r —I2r+9 ) x* +6x+9
m)4y +4y+1 n)21n +11ln-2
0) 20x> ~7x-40 p) 30y +13y-10
r)x—6415x )15t =11t =12

t)l—gxS ww® +8%y°

w)dm® —m —4m* +1 x)9s® — s
y) y4 +5y2 +4 z) r(,2 —5r,2 +5n,n
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2. Simplificar hasta su minima expresion:

m’ -9 m-3 x*m* —16x’ 2 1
a) 2 ® 2 X 2 X 2 e 2. §
m —m—=12 m +3m | 2m +Tm+3 \xm xm

m+l m-—1
el il el b
m7—71+m+1 2w -2z W -z
m+l m-—1

a+x a—x
F

c) l—azx2 1+f1i
a —x°

1- —

1-a*x*

1 1 1

d) 2 +t3 +—
x"=(a+b)x+ab x"-(a+c)x+ac x"—(b+c)x+bc

a+b b+c c+a
+ +

e)
bc—ab—c*+ac ac—bc—a*+ab ab-ac—b*+bc

3 g2
+ 2
x—y+ Y y+1
f) x+y X L. 1
P2y x-y 2x—y
x+y- 1%
X=3 ¥

3. Realizar las operaciones indicadas y simplificar(racionalizar el denominador,
si es el caso).

a) ;«/147 —%«/700 +%«/ﬁ+ %\/2187

b) /80 + 3/405 — 3+/500 — 24/252

&y m—n) 2 _ (m+m), |2 4 @m—2m) :
m—171 m+n m—n

A S B T R MADR R N S e A R A R A R PR DA
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d)x2y ™ —18xp7 + 81y~ +/x —18+ 81x~
e)v2mn + %/8m3n3 + \/4mzn2

64a2b2 512a3b3 a*p?
f)e " ~ 39 5 +1
16w?
/25a \/: - \/: _[2
2b 9a

)Za b++Jab
2Aa-+b

| 5 10 2 Y[ 4 5]
2

i) - - + -
_ Z _ 2
\x y x+y x hY% ) kJc ¥y X ¥

p(w =25 w-2w=35) ( 6  5w-35
3z%r bz¥ w? — 49 62>

!
(] i

4. Racionalizar el denominador de:

1/b

1 14

i ..
5x4/25,° 5v2-443

J_—JF d«/_«/—
Y mEi ) it

a)

B R B S S R
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&) 2 n x+2y

Vx -3y Vx+42y

RECAPITULACION DE CONCEPTOS

1. Encierre en un circulo la respuesta correcta.

a)V F Laraiz cuadrada de un numero siempre es positiva.

b) V F La raiz cubica de un numero negativo es un nimero real.

c)V F Si x= "JE, entonces x" = a.

d)V F Laraiz de un producto es igual al producto de las raices.

e)V F La raiz de una fraccion es igual a la raiz del numerador dividida
por el denominador.

Ava'+b’ =a+b

9)(m+n)' = P—ml+n

2. Senale la respuesta correcta.

A) Un radical con radicando negativo tiene valor real cuando.
a) El indice es par
b) El indice es impar
c) El radicando es un numero impar

. d) Nunca

=1/2 1/4
g i s O I
B) Al simplificar la expresion e s obtenemos:
a

a’ '

d) Ninguna anterior

C) Al factorizar la expresion 4x°y° —25y” obtenemos:

a)(2xy —IN2x—p~3)
b) v*(2x —5)(2x—5)
c) y'(2x+5)(2x-5)
d) Ninguna anterior

A7
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3. Responda cual de preguntas A, B, C y D es cierta de acuerdo a |a siguiente
informacion.
m-2n 3n-a 3m-2a
A= + -
mn an am
A) La fraccion A no se puede simplificar por que no existen términos
comunes.
B) La fraccion A tiene coano denominador comun a amny al simplificarla
se obtiene la fraccion ——,
amn
C) La fraccion A tiene como denominador comun amn y su resultado al
simplificarla es 0.
D) La fraccién A tiene como resultado después de simplificarla |
amn
4. De acuerdo a | siguiente procedimiento de factorizacion:

5
X

5.

48

+x'—4x’ —4x  +4x+4=x"(x+1)-(4x +4x" —4x+4)
X+ =P+ -4(x+1)]
(x+Dx* = (x+1)(4x* - 4)
=(x+1)(x" —4x* +4)

—(x+1)(x* —1)’

Seleccione la respuesta correcta.
A) Es falso pues no es cierto que el término (x + 1) es factor comun.

B) Es cierto pues al multiplicar (x +1)(x* —1)° se obtiene la expresién
inicial.

C) No es cierto ya que x' —4x*+4 no es un trinomio cuadrado
perfecto.
Seleccione la respuesta correcta:

A) factorizar un polinomio significa convertirlo en:
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a)Un producto de factores.

b)Un producto de tres factores.
c)Un producto de cuatro factores.
d)Ninguna anterior.

B) Una sola de las siguientes afirmaciones es correcta:

a)Una suma al cubo equivale a una suma de cubos.

b)EI factor comun es siempre un monomio o un binomio
c)Una diferencia de cubos no equivale a una diferencia al
cubo.

d) Una diferencia al cuadrado equivale a =g,

C) Simultiplicamos la suma de las raices cuadradas de dos expresiones
algebraicas por la diferencia de las mismas, obtenemos:

a) Un trinomio cuadrado perfecto.
b) Una diferencia al cuadrado.

c¢) Una suma al cuadrado.

d) Una diferencia de cuadrados.

6. Simplificar la fraccion:

= -1

( Y'

i b L
: 1+-
R\ 1-x ) |
I

7. Simplificar hasta su minima expresion:

2
3_ m+3 o m—1
2
m—- 2m—3[m+]]
m—1 m—
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8. Calcular:
a}\/ﬂzﬂz,m@ b) i/ 24/ ZM
o e T
d) \/1+\f6+\!5+\/ﬁ

PROBANDO NUESTRAS COMPETENCIAS

1. Al racionalizar el denominador de \/;+ ‘/; se obtiene:
ey

a) (‘/;+\./;) b)(\/;_\{;)
x—y x+y

+

c) x+\5)2 d)g;ﬂ2
xX—y x=)

3 2.3 2
2. Al factorizar la expresion % -1- ( g }{- { a4 ) se obtiene:

a)(l—a—z](i—l](x—2+£+l)
4 2 4 2
b)(1-a/2)(1-x"/2)

cl—||1-—

df1-= || =-1
2
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3. Al simplificar la expresion 1-1/a se obtiene:
1+1/a
a+l1 i a-1
a)a—l a+l
2a-1 a a+1
L ) 2a+1

1 xSy']
3 6 4 3
a)z'—"y b) ¥
Xy Xy
Xy x'y
C) t— d)
Jxy Xy

5. Al factorizar x* — x> + 2ax—a’ —a’ se obtiene:

a)(x—a)(x> +xy+2axy) by(x—a)x’+ax+a’ —x+a)
¢)(x—a)x’ +ax+a’ —x’ +a)
d) Ninguna anterior

6. Al dividir 4x” +2x+1entre x-1 se obtiene:

a) 4x+6+L b)4x+6-i
1 x=1

-
gjoxFb+—=— d)5x+6
! x—1

7. El resultado de dividir x*" +2x" +1entre x" +1

l [ T A A R R B S B T L ATt ST
|
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a)x" -1 b)x—1
c)x" +1 d) x*" +1
8. Al factorizar 5°* — 5" + 4 se obtiene:

a) (5" -1)° b) (5" +1)(5" +4)
(5" =D =1  d)(5*-1)5 -4)

9. Al factorizar 2** +2%**! 427 se obtiene:

a) 27 (2" +1)° b) 2" (2" +1)
(2" =) d} 272° =~1)°




Ecuaciones

Ecuaciones
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Ecuaciones Lineales Ecuaciones Cuadraticas
ax+b=c ax+bx+ec=0

o > S

4— Ecuaciones Asociadas ——————»

rSistemas de Ecuaciones? ( Sistemas Conjunto?
Lineales B

{a,x+b.,y—c‘ {ax2+£y~c

ax+hby=c, S
x+hy L )

PARA APLICAR EN
L+ [ Modelos econémicos | «——
y de negocios

2.1. ANALISIS DE FORMULAS Y SU DESPEJE

2.1.1. Féormula

Es la expresion de una ley o de un principio general por medio de simbolos
o de letras. Por ejemplo en fisica |la velocidad de la luz se define como el
producto de la longitud de onda por la frecuencia, esta la podemos representar
por la expresion algebraica:

£ =C+C,

Donde C es el costo total C. costo fijo y C,, es el costo variable.
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Para despejar una variable se debe tener en cuenta las siguientes reglas de
igualdad.

a)Lo que suma pasa a restar y viceversa.
b)Lo que multiplica pasa a dividir y viceversa.

Ejemplo 19
Despejar la incégnita indicada en cada caso.

aV=i-R; i

t,
b)H=k1—22; &

¢
cu=a+n-r;a,n

Solucién:
El punto y coma nos indica cual incognita despejar.

a)V=i-R;i
Observamos que i esta multiplicando y lo Unico que debemos hacer es enviar
a R que multiplica i a dividir.

.
V=i-R = % = que también podemos escribir como: ! = E

(porque si a=b entonces b = a).

L1
:C
]
o

b) H=k

Solucioén:

k-t -t fk-tt
]—1-02=k-)§1-t2 = ¢"=—=>1 2 5 p= [ 12
H H

Recordemos que si una incognita esta elevada a una potencia, al despejarla
debemos extraer a los dos lados de la igualdad la raiz correspondiente a dicha
potencia. En este caso como d esta al cuadrado extraemos la raiz cuadrada.
cu=a+(n-Dr;a,n

Solucion:

» En primera instancia despejamos a
u=a+n-r > u-(n-Dr=a .a=u—(n-r

D A D A R A A B O S SR DB
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* Ahora como segundo ejercicio de este problema, vamos a despejara n.

u=a+(n-lyr = u—a=(n-)y =+ 2=p-1 =
r
u—a u—a
= FlEn s AS +1
r 7

Ejemplo 20
Despejar la incognita indicada.
l h T 0
i k a
Solucién:

1 T h 1 kT —ah : . T
* = - = — =~ ahorainvertimos los términos,

f oa k £ ak con el tnico fin de despejar a f.
g ak a-k
1 kT —-ah kT —ah
(] ﬁ:i-l:ﬁ:&f__—_a .'-h:HT-—M_

k a f k a-f a-f

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 8

1. Despejar la incognita indicada.

8, =C, +_C, 1,3€
l

b)C=V,C,
c)CC—C0 ——————e i

A+, )“'

A VF =VP(+i, )i,

55



£S BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEO

oo e)"asﬁ"'ip)m_l

i ;

f) PV =nRT; R i
172 ¢

Q) RT=\| 22— 2,k
)+t =Liaa
do di .f ':
s ) 4

i, =|1- —d . a
R /

DTIR=i, + G, —i,) __IRG) )| JR(i,) ;
RG,)+ ‘

2.2. ECUACIONES

Si  x es una variable, expresiones como: X+12=19, x’ +5x+6=0 g
denominan ecuaciones en x. Lo que nos indica una ecuacién es lo siguiente:
al sustituir x por un nimero a se debe obtener un valor verdadero es decir, se
debe cumplir la igualdad. El nUmero a se denomina raiz de la ecuacion.

2.2.1. Ecuaciones Lineales

Una ecuacion lineal tiene la forma ax+b=c con a, b y ¢ nimeros reales.
Observemos que el grado de la ecuacion es uno, que corresponde a la potencia
d la incoégnita en cuestion.

Ejemplo 21
Hallar la solucion de las ecuaciones:

a)7x-3=8
b)15x —6=13x+20
c)0.2(4-3x)+0.3x=2.6

Solucién:

A S S R S B

56



Ecuaciones

FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEOQ

@7x-3=8 = 7Tx=8+3 . x=1—71
26
b)15x—13x=20+6 = 2x=26 x=7=13
908-06x+03r=26 = (-)-03x=(-)18
03x=-18 . x=——-=-6
0.3

Prueba: Podemos conocer si la respuesta es correcta reemplazando el valor
encontrado de x en la ecuacion inicial y la igualdad debe cumplirse.

Para ello tomemos la primera ecuacion.
7(2]— 3=8
7
11-3=8
8=8

Como la igualdad se cumple, el valor de x encontrado es solucion de la
ecuacion.

2.2.2. Ecuaciones Literales

Las ecuaciones literales son aquellas en las cuales el valor a encontrar es una
letra o la combinacion de una literal y un nimero real.

Efemplo 22
Hallar la solucion de las ecuaciones:
2
a) | " X _X +n
x+n n +nx n

b)a(b—x)—(a—b)a+x)=b" —%(mb: ~3a’b)

Solucion:
1 X x+n 1 % X+n
+— = = + =
xX+n n +nx 7 x+n n(n+x) n

El denominador comin es n (n+x). Por tanto:

2 N T B S s R e L D PR S SR BN S s SRR
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n+x’ _x+n
= = n+x’ =(n+x)(x+n)

n(n+x) n

n+x’=nx+n’+x> +nx

n—n®=2nx = n(l—-n)=2nx . x=1—§£

b) a(b—x)— (a—b)(a+x) = b’ —%(Zabz ~3a%)
ab—ax—(a’ +ax—ab-bx)=b’ —%b(Zab-3a2)

ab—ax—a’ —ax+ab+bx=>b"—2ab+3a’
—2ax+bx=b>-2ab+3a’ +a’ -2ab
x(b-2a)=b’ —4ab+4a’
x(b—2a) = (b—2a)’
2 (b—2a)(b-2a) Jl
b-2a

b-2a

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 9

1. Resolver las siguientes ecuaciones.
a)5x+7=3x-9 b) 4x — [~ 2(x+5) - 6x+8]-6x+10

grigaloy d,_+2__=§,_§
6 3 12 6 4

e) x—(5x—1 15 =1

f)2x~—(2x—3x 1) %(x+2)

x+6 x+1_x-5 «x
x+2 x-3 x-1 x+4

)]
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hy 2(n+x) 3(m+x) _ 6(n* —2m?)

m n mn

i)n—x_m—)c=2(n——m)

n m mn

3(x x\) 1{x x)\ 5a+13b
ol Pl ST s
41b a) 3\b a 12a

2.2.3. Ecuacién de Segundo Grado (o Cuadratica).

La ecuacion ax’ +bx+c =0 se denomina de segundo grado o cuadrética.
Esta ecuacion tiene dos raices y solamente dos, cuyos valores son:

_—=b+b* —4ac —b—-b’ —4ac

1 X,

2a . 2a

+ Si b’ —4ac es una cantidad positiva. Las raices son reales y distintas.

+ Si b’ —4ac es una cantidad negativa. Las raices no son reales y se dice
que son complejas.(lo cual no se tratara en este texto).

+ Sib’ —4ac es igual a cero. Hay una sola raiz y de multiplicidad dos; es
decir, es la misma raiz pero dos veces. El valor obtenido para este caso

esy=——

2a

Las solucion de la ecuacion puede ser por férmula general, factorizando o
completando el cuadrado.

Ejemplo 23
Hallar el conjunto solucion por:

a) Factorizacion.
b) Completando el cuadrado.
¢) Férmula general.

De la ecuacion: 2x° =5x-3=0

Solucién: )
Recordemos que se trata de un trinomio de la forma ax” + bx+¢

O 3 U A A A A LT P i A - A SRR S = AR A
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Capitule

(2x-6)(2x+1)
: *

0

a) 2x’ —5x-3=0 =

(x=3)2x+1)=0 .. x=3, o,x=:2—1

Recordemos La propiedad de losrealesa-b=0 < a=0,0 ,b=0.

2 5 3
b)2x* -5x-3=0 = 2y x'—-=—x—-= |=0
2 ¥
Para completar el cuadrado factorizamos el termino que acompafa a x’ en
este caso 2 y nos ocupamos solo de la parte del paréntesis. Sumamos y
restamos el término

2
(ﬁ) Para nuestro caso (lo que esta dentro del paréntesis) g =1, b = E por
2a 2

tanto:
, 5 (5/2) 3 25
x'—=x+|— | -————=0
¥ 2(1) 2 16
giir Frdye BB B o
X x+—===+—=
2 16 2 16
5Y 49
Frme | —
4 16
x-é:i 4_9
4 16
g L
4 16
3.7 3 5 7
x=—t— 0 x=—+—,0 Xx,=———
4 4 4 4
12 -2 -1
%, =Rl Ky S —
4 4 2

R D NS 2 T S o ST R P P O A A 5 S o A A L A S AP P P
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El conjunto solucion es: § = {i’ 3}
2

Por formula. Par ello utilizamos la expresion

_ —bt~b? —4ac

c)x
2a que se conoce como férmula general de la ecuacion
de segundo grado.

a=2,b=-5c=-3

E_ —(=5)2/(=5)" —4(2)(-3) _5+~/25+24 5449
3 2(2) - 4 el

2.2.4. Ecuacion Incompleta

Caso |
ax> +bx=0

Ejemplo 24
Resolver
2x* +3x=0

Solucion
Factorizamos x

I(2X+3):0 . XZO,V, xZ?

Caso Il
ax’+c=0

Ejemplo 25
Re§olver
§x° —25=0

[

&1
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Solucién
Despejamos x

5¢x2=25= x*=5 - x==%45

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 10

1. Resolver por factorizacion.

a)x’+x-12=0

b)4x +l3x+3

c)ax —acx+abx—bc=0
d)3x —8x 3=0
e)2ax +5a_x 3=0
x> +ax— 2a* =0

2. Resolver completando el cuadrado.

a)x’—8x-1=0
b)6x —-10x-4=0
c)x +3x 1=0

d)a X 2 _2ax-3=0
e)2x —6x+ax—3a=0
f2x2-3x=0

3. A. Resolver mediante la formula general.

a)4x +2x=3

b) x’ —bx—6n’ =0
c)5x +3xy-4y" =0
d) x* +x 3=90

e)mx +(m+1)x+1—0
f)x* T 6a* =0
g)5x -3=0

h) 7x? +3x=0

2
)X 4+2x=0
4

j)8x* +16a =0, (a>0)
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C. Hallar la suma y el producto de las raices de las siguientes
ecuaciones.

a)x? -3x+4=0
by7—x—x>=0

c)15x? =32mx —Tm* =0
d)6x* —wx —2w? =0

D. Determinar el valor de k de tal manera que satisfaga la
condicién dada.

a) ke +2x+2k+3=0 y el producto de las raices sea igual
a3

b) 3kx* + 5x —10 =01y la suma de las raices sea igual a -2
c) 5x2 +3x+2k=0 y el producto de las raices sea 4

E. Hallar la ecuacion cuadratica cuyas raices sean:

a)2 y3w
b)4 y 7
c)n+2m y n—2m

F. Hallar la ecuacion cuadratica sabiendo que la suma de las
raices es — 3 y el producto de ella es 5.

4. Determinar el valor de k de tal manera que cada ecuacién tenga
solucion doble.

a)=x*+3kx~7=0
b) x> +(k+2)x+3=0
)x:+ix—k+3=0
dyx* +kx+3=0
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Nx+4=7
24x=5=12

N2x=T7 =3x+17+27

Ejemplo 9
Resolver la ecuacién: v5x—4 =12

Solucion
Elevamos al cuadrado y simplificamos:

(/5x—4)’=12?
Sx—4=144
Sx=144-4
140 _
-2

3 28

Ejemplo 27
Resolver

Nx+2+4/x+9=7

Solucién
Dejamos uno de los radicales en la izquierda de la igualdad y trasladamos el
otro a la derecha:

Vx+2+x+9=7

(v2)'= (1)’
x+2=EVx+9) 20 Vx+9)(7)+49
X+2=x+9+14y/x+9+49

X+2-58-x=144/x+9
—-56=14+/x+9

56F = (14vx+9)’

64
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3136 =196(x+9)

ﬁ=x+9 = x=16-9 & x=7
196

Ejemplo 28

Resolver

X—5+24x-5=8

Solucién

2\x-5=8-x+5

2Jx-5=13-x

CVx—5)=(13-x)

4(x —5)=169—26x + x*

4x —20=169 — 26x + x* simplificamos

x* —=30x+189=0

Utilizamos la ecuacion cuadratica

30+ /900 — 4(1)(189)
N =
2
A 30++/144
2
30-12
X, =
2
30+12
x2 =
2

x5 =9

x, =21

Ejemplo 29
Resolver

12a
Na+x+a—x=
SVa+ x
Solucién

Transponemos el término Sva + x

D D D A D D B D P S S S S AN DS DA
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Sx/a+x(\/a+x+\/a—x)212a
s(a+x)’ slla® —x? ) =124
5(a+x)+5Va’ —x2 =12a

5va? —x* =12a-5(a + x)

5va? —x* =12a—-5a—5x
5va? —x* =7a—5x
(S\Fai?)z ('/'a—SJc)2

25(a’® — x*)=49a* - 70a x + 25x°
25a% —25x* =49a* —70a x + 25x°
50x> —70ax—24a* =0

Dividimos entre 2
25x% =35ax—-12a%* =0

Factorizamos
(25x —20a)(25x —15a) _ 0
25

Simplificamos y obtenemos:

(5x —4a)(5x—3a)=0
4a _3a

X=—,V,x=
- 5

2.3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Nos ocuparemos de sistemas solo de 2 x 2. Es decir dos ecuaciones con dos
incégnitas. Un sistema de ecuaciones con dos incégnitas tiene la forma:

D B T T T A B e A B R B R S K D D AN
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ax+by=c,
a,x+b,y=c,

La idea de resolver un sistema como el anterior es encontrar los valores de las
incognitas alli presentes. No siempre estos sistemas tienen solucion.

Cuando el sistema tiene solucion se dice que es consistente. Si no tiene
solucion se dice que es inconsistente. Cuando el conjunto solucion de las
ecuaciones son iguales se dice que son dependientes.

2.3.1. Solucion de un Sistema de Ecuaciones
con dos Incégnitas

Existen diferentes métodos, entre ellos tenemos: igualacién, sustitucion,
reduccion y determinantes.

Ejemplo 30
Resolver por tres métodos el siguiente sistema:

dIx+y=2 (I)
x=y=10 (1)

Solucion:

2.3.1.1 Método de Igualacion:
Despejamos cualquiera de las incognitas: por ejemplo y en ambas
ecuaciones.

y=2-3x
p=x-10

Ahora igualamos entre si los valores de y que obtuvimos:
2-3x=x-10= 2+10=x+3x = 12=4x ... x=3

Sustituimos ahora este valor en cualquiera de |las dos ecuaciones y encontramos
ay.

Luego la solucion es: S =(3,-7)

B R A R R SN B O A A R A A
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2.3.1.2. Método de Sustitucion:

Despejamos una de las incognitas por ejemplo y en la primera (l). esta
expresion la reemplazamos en (Il) y encontramos x. Veamos:

y=2-3x

x-(2-3x)=10 = x-2+3x=10 = 4x=12 .. x=3

Sustituimos este valor en (II) y encontramos a y.
S=(3,-7)

2.3.1.3 Método de Reduccion:

Para resolver este sistema por el método reduccién o suma y resta, debemos
igualar los coeficientes de una de las incégnitas, con el fin de eliminar esta y
asi encontrar el valor de la otra.

Para este caso vamos a eliminar a x, por tanto la ecuacion Il la multiplicamos
por 3y la | por uno (1). Para obtener:

3x+y=2 (1)
3x-3y=30 ()

Ahora restamos de la ecuacion (1) la (11).
3Ix+y =2

3x-3y=30

0+4y =-28 .. y=-7

Con este valor de y reemplazamos en () o (Il) y encontramos el valor de
X

Ix+(-N=2 & 3x=24+7 & 3x=9 . x=3

El conjunto solucién es: S =(3,-7) )
Si queremos saber si este es el conjunto solucién reemplazamos en o |l los
valores de x y y vy laigualdad se debe cumplir. Hagamoslo en |.

33)+(-7)=2
9-7=2
2=2

AR ARIALHAE 2 e e = s 2 e S A M A S 2 ST
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2.3.2. Solucion de un Sistema de Ecuaciones
con Tres Incognitas

Utilizando cualquiera de los métodos anteriores o los determinantes podemos
resolver sistemas de ecuaciones.

Ejemplo

Resolver el sistema, por cualquier método y por determinantes.
2x+y-3z=-1 (I)
x-3y—-2z=-12 (II)
Ix-2y-z=-5 (Ill)

Solucién

En primer lugar combinamos las ecuaciones (1) y (1) y luego (I) con (lll), siempre
debemos combinar una de las ecuaciones con las otras dos.

De (I)y (), tenemos: multiplicamos (I} por (-1) y () por (2), para eliminar a
X.

2x+y=-3z=-1 (-1)
x-3y-2z=-12 (2)

=2y-y+2z=1
x—6y—4z=-24

—Ty—z=-23 (Il

Ahora combinamos las ecuaciones (l) y (lll). La (I) la multiplicamos por (-3) y
la segunda por (2). Para eliminar a x.

Observemos que siempre, eliminamos la misma incognita.
2x+y-3z=-1 (-3)
3x-2y—-z=-5 (2)

—6x—-3y+9z=1
6x—4y—-2z=-10

—Ty-T1z=-1 (V)

Ahora, combinamos las ecuaciones (Ill) y (IV). Vamos a eliminar a y, para ello
multiplicamos (Ill) por (-1) y (IV) por (1).

| —— vosseey
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~Ty—z=-23 (1)
Dyt =iy (2)

Ty+z=23
~Ty+1z=-17
8z=16 Y 2=3

Con este valor de z=2 reemplazamos en (lll) o (IV)yobtenemos y.
—-7y-2=-23 = -Ty=-2342= =-Ty==-21.. y=3

Con los valores de y y z. Reemplazamos en (I), () o (lll) y obtenemos x.

Hagémoslo en (Il).
x-33)-2(2)=-12 = x-9-4=-12 = x=-12+13 . x=1

Luego la solucién totales: x=1, y=3, z=2

Prueba:
Reemplazamos en cualquiera de (l), (1) o (lll) y se debe cumplir la igualdad.

En(ll) 1-3(3)-2(2)=-12 = 1-9-4=-12 .. -12=-12
9

Tx+9=0 = T7x=-9 .'.x=—7

2.4. SISTEMAS DE ECUACIONES
DE FORMA CUADRATICA

Ejemplo 31
Resolver el sistema

{2x+y=10 )

x> +y*=25(2)

Solucion
Despejamos y en (1) yreemplazamos su valoren (2).

y=10-2x
x% 4+ (10-2x)° =25

A A S R e o e o B B e O R e B S 2 A A O S IS M I AT,
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x> +100—40x + 4x* =25
Bx’ —40x-75=0
Dividimos entre 5

x* —8x+15=0
(x-5)(x-3)=0

Al despejar, obtenemos:
=S v . x=3

Reemplazamos en (1) o (2)y obtenemos y.

En (1)

xX=5
y=10-2(5)=0
=3
y=10-2(3)=4

Las soluciones son: (5, 0) y (3, 4).

\
- 10

K (34)
| t — X

Graficamente tenemos:

i
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Ejemplo 32
Resolver

x2=yp2=16 (1)
x2+y?=34()

Solucién
Despejamos a y2 en (1) y reemplazamos en (2)

y2 =x?-16
x2 +(x* -16)=34
2x2 =50 = x* =%=25

X=5

Reemplazamos en (1) o en (2)

=2
y?=25-16=9
y=13

x==5
y?=25-16=9
y=13

Las soluciones son:

(5,—3)9 (55 3)7 (_Sa - 3)} (_5’ 3)

Graficamente tenemos:

B s P SR a x A D S BTN AU
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Capitulo

+-15

Figura 2
1

Ejemplo 33
Resolver el sistema

[5x?+3y?=92 ()
12x% +512 =52 (2)

Solucién
ﬁultiplicamos (1)por5 y (2) por (-3)

25x* +15y% =460
—6x” A15y* =-156

19x°+0 =304

=16 .. x=14
Ahora reemplazamos en (1) o0 (2) y obtenemos:

B 92-3x° _92-5(16) _
3 3

- = 4
y=%2

i
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Las soluciones son: (4, 2), (4, -2), (-4, 2) y (-4, -2).

Gréaficamente tenemos:

Figura 3

2.5. DESIGUALDADES DE NUMEROS REALES

Sean a, b dos nimeros reales. Decimos que “a es menor que b” y escribimos
a <b, si (b-a) es positivo.

Ejemplo 34

a)3<?7 = (7-3)>0

b)3<11=(11-3)>0

También decimos que “a es mayor que b” y escribimos a > b.

Propiedades

1. Sean a, b, c niumeros reales. Si a< b, entonces, a+c>b+c.
2. Sean a, b, ¢, niUmeros reales; si:

a<by b<c entonces, a<c.
3. Sean a, b, c numeros reales; si a<b y ¢ >0, entonces, ac < bc.
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4. Sean a, b, c nimeros reales, si a<b y ¢ <0, entonces, ac > bc.

2.5.1. Intervalos

Un intervalo es un conjunto de nimeros reales, que cumplen una condicién
especifica.

Existen dos clases de intervalos: Infinitos y finitos.

2.5.1.1. Intervalos Infinitos:
Sea a un numero real fijo. Podemos establecer los siguientes conjuntos:

a)l =pxeR/x>as= a,);ael
by I, ={xe R/x=a}=la+=);aec,
c)l,=pxeR/x<ap=(-,a);ae I,
d) I, =fxeR/x<af=(-,a];ae I,
e)l, = —oo,oo);ae I

Ejemplo 35
Escribir los conjuntos dados en notacion de intervalos.

a)l =fxe R/x =3}
b)I ={re R/x<10}

Solucion:
a) [ =yxe 9{/x23hf= [3,00)
by ={re R/x<10}= (-, 10)

Representar en la recta el intervalo a)

Solucion:

A | 77777777,
0o 1 2 3

2.5.1.2. Intervalos Finitos:
Sean a, b numeros reales fijos tales que a < b. Se tiene que:

a)l ={xeR/a<x<b}=(a,b);abel,

e
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byl,=freR/a<x<h =[a,bﬁ;a,be[,
c) ,=pxeR/a<x<b =(a,bl;ae1,,bel,
d I, ={xeR/a<x<bl=la,b);acl, bel,

La utilidad de los intervalos esta en la solucion de inecuaciones.

2.6. INECUACION

Una expresion de la forma: ax+b >c con cualquiera de los signos de
desigualdad anteriores (<, S, 2) se denomina inecuacion o desigualdad lineal
con una incégnita.

2.6.1. Solucién de Inecuaciones

Ejemplo 36

Hallar el conjunto solucién de:
A 3x <5

b)4x+3=25x-9

)2< 5x+10=s12

Solucion:

Resolver una desigualdad es como resolver una ecuacion solo que debemos
respetar el signo de desigualdad.

5 3
a)3x <5 .. x<— Lasolucién corresponde a S =| —oo,—
2 2

b)4x+325x-9 = 4x-5x2-9-3 = —x=>-12
(-D(—=x)2(-1)}(-12) .. x=<12

Cuya solucién esta dada por: S = (— oo,12]

c)2<5x+10<12 = 2-10<5x+10-10<12-10

—-8<5x<2 = -8 l o S l . l =:J—§<x£g
5 o 5 5 9

S AT I S A P o A T
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8 2
La solucién es: S = (“—, —]

En la recta real corresponde a:

< Oeee——
-8/5 0 2/5

\

2.7. VALOR ABSOLUTO

Sea x un numero real cualquiera; el valor absoluto de x notado por fx| esta
definido por:

x B x20
|x‘: —-x st x<0

Ejemplo 37
a)|-13|=13

b)|5| =5

c) -
4 4

_i| 1

Es decir el valor absoluto de un namero real nunca es negativo. El valor
absoluto denota una distancia entre dos puntos, y, por ello nunca una distancia
es negativa (no hablamos que entre una pared y otra hay -9 metros).

—»|a-b|—

il |
T T

A
\ 4

a
——[b - a|—

Ejemplo
Calcular:
I B L R
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Solucioén:

a)|5-9/=|-4=4 b)[12—(-4)|=[12+4|=16

&)~ 7/+[13=7+13=20 d)_i+_2’ 1,2 3447
2| [ 3 23 6 6

Propiedades:

1. Paratodod€ R,

3. ParatodoaGR la‘ =gq°
4. Paratodoa,be R,

} ||a| 15
5. Para todo 4,0 € R, E %

< |a| + |b|Desigualdad triangular.

2.7.1. Ecuaciones con Valor Absoluto
Resolver: 13 s 1] il

Solucion:
Por definicion debemos considerar dos casos:
3x—-1=

Bx-l|=4 o
Bx-1)=—4
Para el primer caso: x =5/3 4 por qué?

Para el segundo caso:
Bx-1)<0=> [3x—1| =—=3x-1)

-3Bx-1)=4

-3x+1=4

-3x=4-1

Hallar el conjunto solucion de:
3 2
—x—1l=|x+—
2 S
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Solucion:
3 2
. of _ 2¥IES
— X — 1 =lx+— <&
‘2 ‘ 5 3 2
—g=]= =
2 5
Resolviendo:
2 3x x 7 14
—x—l=x+—- & ——ax=—+]1 & —=— o r=—=-
2 2 5 3
3 2 3Ix 2 5x 3 6
—Xx-l=—x-—— & —+x=-+l& === " x=—
2 D 2 5 2 5 25
) { 6 14}
Luego la solucién es: S=14—, —
o5 .5

2.7.2. Inecuaciones con Valor Absoluto

Por lo general en la solucién de desigualdades con valor absoluto se utilizan
las siguientes propiedades:

7)a=0, x|$a S -—asx<a
S)MZQ &S —azx, 0 .,X24a
9)Si k>0,entonces |x—a| <k & a—k<x<a+k,Para todo a,x€ R.

Ejemplo 38
Hallar el conjunto solucion de:

a)[2x+1<5
b) x+3!>2

Solucion:
a) Por propiedad 7 tenemos:

—3S2x+1<5 ©-5-152x<5-1
B —-6<2x<4 . —-3<x<52
Luego el conjunto solucion esta dado por:

8={xe R/-3<x<2}=[-3,2]

505 e Ao A e Ao AN L 2 ]
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b)|x+3|>2 & x+3>2, 0,x+3<-2

x+3>2 @x>-1, 0 ,x+3<-2 & x<-5

Por tanto la solucion esta dada por:
S=(~o0,—5)U(~1,)

Graficamente tenemos:

4

A s
3

A

2.8. INECUACIONES CUADRATICAS

Ejemplo 39
Resolver: 4 — x> >0

Solucién
Factorizamos: (2 —x)(2+x) =0

x+2 . x2-2
2—-x20 = —x2-2 .. x<2

Utilizamos el método de los signos:

El signo (+) indica hacia donde cumple la desiguldad, es decir donde es solucion
y el signo menos (-) indica que no cumple. Para la solucién total debemos
tener en cuenta el signo de la desigualdad inicial.

% e B T R R N S e
2 2

X <2 L B B 2
2

(X +2)(2-X)> 0 _mmmm=mmmmm=mmmmm b oo oo
3 2

La solucién por tanto es: [-2,2].

Ejemplo 40
Hallar el conjunto solucion de: 4x* +3x—1<0

B
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Solucion:
Factorizamos y obtenemos:

(x+1)(dx-1)<0

|
x<-1 v, x<—
4

De nuevo utilizamos el método de los signos.

a2 2 e o ;
-1
x < 1/4 L A 2 e
1/4
(x + 1)(4x - 1) < 0_HH+tt++++ - - T

“% 1/4

=bservando el signo de la desigualdad inicial vemos que corresponde a los
menores, por tanto, la soluciéon es: (—1,1/4).

2.9. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES Y
SISTEMAS DE ECUACIONES

Vamos a resolver problemas que involucren ecuaciones y desigualdades.

Ejemplo 41

a) Resolver el modelo de oferta y demanda (hallar el punto de equilibrio)
D:19.5-2p

O:-18+3p

Solucion

Para encontrar el punto de equilibrio igualamos las ecuaciones de Oferta y
Demanda

19.5-2p=-18+3p=-2p-3p=-18-19.5=-5p=-375..p=-75

Reemplazamos este valor en O o D y obtenemos el valor de Q.
Q0=-18+3(-7.5)=-18-22.5=-40.5

Por tanto la solucién es (p,Q) = (-7.5 , -40.5)

B R A A DR S B T ———
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2.10. RESOLVER EL MODELO
DE INGRESO NACIONAL

a) Y=C+I1+G
C=10+0.75Y
I=40;G=10

Solucién
Utilizando la igualdad Y =C+ 7+ G

Reemplazamos los valores de C,l,y G y obtenemos:
Y=10+0.75Y +40+10=0.75Y +60 =Y -0.75Y =60 .. Y =80
C=10+0.75(80) = 70.

b) Los miembros de una empresa Pereirana desean invertir UM$3000000
(Unidades Monetarias) en dos tipos de seguros que pagan dividendos anuales
del 9% y 6%, respectivamente.

¢, Cuanto deberan invertir a cada tasa si el ingreso debe ser equivalente al que
producira al 8% la inversion total?

Solucion
P = 3000000

=p &
P(lOO]
8

[ =3000000 | — |=240000
100

x = Cantidad a invertir al 9/100
3000000 — x =Cantidad a invertir al 6/700

Por tanto:

9 +-5 (3000000 —x) = 240000

100 100
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Multiplicamos por 100 y obtenemos:

9x +18000000 - 6x =24000000
9x —6x = 6000000
3x =6000000 .. x=2000000

Conclusion:
Se debe invertir:

UM$ 2000000 al 9% y UMS$ 1000000 al 6%.

¢) Un comerciante de la zona cafetera ofrece por el alquiler de su finca un 30%
de descuento al precio normal y aiin obtiene una utilidad del 10%. Si le cuesta
$UM 110000 al comerciante, ¢Cual debe ser el precio normal?

Solucién:
Sea x = precio Normal

30 x

—— =descuento

100

110000 + %(1 10000)=121000 valor del articulo con utilidad. X

x_?)()_x =121000
100

100.x —30.x =12100000
12100000

70
Por tanto el precio normal es UM$ 172857.14.

=UMS$172857.14

d) La experiencia demuestra que si se fija una renta mensual de UM$ 1500000
por apartamento, todos ellos seran ocupados, pero por cada UMS$ 30000 de
incremento en la renta, un departamento quedara vacio.

Que renta debera fijar con el objeto de obtener los mismos UM$ 90 000 000
de ingreso total que recaudaria con una renta de UM$ 1500000 y al mismo
tiempo dejar algunos apartamentos vacios?

Solucién
1500000 + 30000 x valor de la renta en aumento
60 — x nimero de apartamentos a arrendar en aumento

AR
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Por tanto la renta a fijar es:

1500000 +30000(10) = UM $1800000 y permaneceranain 10 apartamentos
desocupados.

e) La compaiiia Automotor LM desea saber si le conviene fabricar sus propias
bujias para el motor, que ha estado adquiriendo de proveedores externos a UM$
2500 cada unidad. La fabricacion de las bujias por la compaiiia incrementara
sus costos fijos en UM$ 15000 al mes, pero sélo le costarda UM$ 1700 fabricar
cada bujia. 4 Cuantas bujias debe utilizar la empresa cada mes para justificar
la fabricacion de sus propias bujias?

Solucién

1700 x valor de las buijias.

15000 + 1700 x costo de las bujias al fabricarlas.
2500 x costo de las bujias al comprarlas.

15000+1700x<2500x
15000<800x
x 218.75

Se debe utilizar mas de 18.75 bujias para justificar fabricarlas.

Una editorial que publica una revista mensual que tiene costos de publicacién
de UM$ 60.5 por copia. El ingreso del representante de ventas es de UM$ 70
por ejemplar, y los ingresos obtenidos de las ventas que sobrepasan los 20
mil ejemplares.;, Cuantos ejemplares debera publicar y vender al mes para
asegurar utilidades que sobrepasan los UM$ 40007?

Solucion
U=1-

-G >400

copias a piublicar y a vender
70(20000 + x) Ingreso representante de ventas

15
—(70)x ici
100( )X Ingreso de publicidad

60.5(20000 + x) gasto de publicacion.
I —G >400
x+2000 =30500

A B A B A G A S A A
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Se deben publicar y vender mas de 30500 copias.
f) Dado el sistema de oferta y demanda

D:2p* +g=8 ()
O:p—gq==-5 (II)

Hallar el punto de equilibrio y trazar el grafico en el mismo sistema
coordenado.

Solucién
Utilizando el método de sustitucion de | despejamos p y obtenemos:

g=p+5()
Reemplazamos en Il, asi:
2p* + p+5=8
2p+3)(p-1)=0

Solo nos sirve el valor positivo: 4 = 1 (IV)
Sustituimos este valor en (lll) y obtenemos: p =6
Por tanto el punto de equilibrio es (1, 6).

Grafica

Figura 4
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En las zonas sombreadas aparecen las regiones de pérdida y ganancia. Si
la curva de demanda esta por encima de la curva de oferta alli habra una
pérdida, si la oferta esta por encima de la demanda hay ganancia.

g) Un exportador de dulces esta disefiando una caja sin tapa y de fondo
cuadrado de x cm por x cm para empacar turrones pequefios, se debe fabricar
en madera con un costo de 10 UM(unidades monetarias) por cm? para los
lados y 15 UM por cm? para el fondo. Si el volumen V de la caja es de 12 cm?,
expresar el costo total como una funcion de x.

Solucién

Figura 5

En relacion con la figura 5 vemos que el area total A puede expresarse como
el area de la base mas las areas de los cuatro lados, o sea:

A=x"+4hx (1) luego el costo total es: C =15x> + 40hx (1)
Volumen V =x*h=12 (1) de aqui despejamos h:

uild
x2

h (IV)

Reemplazamos este valor de h en (Il)

C(x)=15x> P20
X

que es la funcién que buscéabamos.
1. Resolver las desigualdades:

a)3x+8—-x25x+14
b)-14<3x-1<20

R T A B A B o o P AT
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c)6x-9<13-dx—{[x+4-(5x-2)]}

2. Hallar el conjunto solucién gréafica y analiticamente de:

a)|5x+7/<17 b)|4x—5| > 14

3. Hallar el conjunto solucién de:

a)|6x—5/=8 b)[3x —1|=|7x+ 6|
1 1
c)% §'=x—g d)x*+2x-15>0
e)x’ —3x+2>0 Hl-x—2x%20
g < 2 bt e 3
x+1 3x-1 Ix—7 3-2x
L i)3x-4|<2 D|ax+1=2|

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 11

1. Hallar el conjunto solucién de los siguientes sistemas:

” x+2y=~1 . x+3y=1
2x-3y=4 —-6x+9y=4
4x—-2y-T7=0
=3x—y=—5 skia
c) d) 1
6x-2y=10 x—Ey:S

—2w+4z=6

3w—6z=-9 mx—ny=m> + n’
e) f) 5 . 13
nx+my=m-+n

Oy ™
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6x+3y+2z=12 2w+4t+3n=3
g){ Ix—-y+4z=37 h)410w—8t-9n =0
10x+5y+3z=21 4w+ 4t-3n=2
Tn—m+5g=-6
){3n—-2m+5g =38
n+m-6g=-27

2. Hallar el conjunto solucion de los siguientes sistemas de
ecuaciones. Trazar el grafico:

- .
+7x = +y° =40
){y x =25 ){x b%

x*+y? =25 xy=12

3x +2y =7 d) x* +y? =q?
x> =y*=3 x% -y’ =pb?
Jx - \/_ f){10()c+y)=11)4:y
b y = x+y=ll

e){
xPoxy-12y°=0

9) x2+y*=25 h) ¥ Y
w =12 x> +xy—-10y* =20

5 2/x*=3/y* =5 ; 9x* +y* =90

1/x*+2/y* =6 x> +9y? =90

k)

x—y=2Jx—y=15

0 -y* =28
x—y=l

{x+y+3 x+y=18
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MISCELANEA No. 2

1. Resolver las siguientes ecuaciones:
a) - Bx+8-[-15+6x—(-3x+2)—((5x+H]-291=-5
b) 2x+(—x)—[5+3x——{5x—(6+xH=—3

1 2

c
C)——_:;u
X .

g dx+h Sx-a
3x+a 3x-b

e)12x—7x* +64=0
f5n% -7x-90=0

2. Resolver completando el cuadrado:

a)3x’> —5x+2=0 b)2x% +x-3=0
6)x* ~7x+12=0 d)9x® —3x=2
e)8x* =6x—1 f)5x? +500=100x
g)2x> =5x-2 h)x? +3x=18
JVr+2-416—x=0  jyx=3=3x+1-+/2x+4
b a

KVX+10-vx=2=0 pVx—a++x-b= 2
) . o ) B vx—a +x-—b
m - + =—
T Pl e

6
n)x+14-+x-7=

x—17
0)24/x+ 6 —/4x —3 = ?

vidx -3

p)V3x+1++2x—6=22x-1
)a—\XZaX—x2 *

q

a++2ax—x* a-x

E
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NV3X—5++4/x-9=2/x—1

8)3v2 —1—-x=2x+3

3. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

a) I9x+2y=0
3Ix-5y=17

i”j’;_:]ﬁ:qz

{12m+5n=—6
c)
3 6

b) 2u+8v=7
3u—5v=4

x—=y=mn(m-n)

d X
) —2+l2:n+m
m n

4. Hallar el conjunto solucion de:

a)|x+3[>5
¢)2x? +11x+12<0

e)4x—9S%x+2—x

2 2 4

3x+1 5x-1

i)[8x]=5—x

x+5
3x—4

s

k)

m)|3x[ >|6—3x|
0)[7x-6/210

mh—ﬂ<3
d) 12x* +29x+14>0

f)3>-5-4x>-8
h)[3x +4/=10

j12x—7|=14x +9|

6—5x
x+3

-

2

1)

n)[4x-7/<5

5) Resuelva los siguientes problemas:

A) El costo de producir

x articulos al dia dada en dolares por

C =1000 + 30+/x + 9x. Si cada articulo puede venderse a UM$ 30 determine

el punto de equilibrio.
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B) Maria Alejandra compré un auto nuevo por UM$ 750000. ¢ Cual es el valor
V del automdvil después de t afios, suponiendo que se deprecia linealmente
cada afio a una tasa del 12% de su costo original? ¢ Cual es valor del automovil
después de 5 afios?

C) Un proveedor puede vender 300 unidades de repuesto para computador al
dia a UMS$ 30 por unidad y 250 unidades a UM$ 27 por unidad. La ecuacién
de la oferta para tal articulo es 6p = x +48.

a) Determine la ecuacion de la demanda para el articulo, suponiendo
que es Lineal.

b) Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

c) Determine el precio y la cantidad de equilibrio si se ha fijado un
impuesto de UM$ 3,40 sobre el repuesto ;Cual es el incremento en el
precio y la disminucion en la cantidad demandada?

d) ¢ Qué subsidio por unidad incrementaria la demanda en 25 unidades?
+,Conqué impuesto adicional por unidad debe gravarse al articulo de modo
que el precio de equilibrio por unidad se incremente en UM$2,08?

D) Una empresa productora de Arequipe de café esta disefiando el empaque
para su producto. Parte del mismo sera una caja abierta fabricada a partir de
una pieza cuadrada de cartdon, que se cortara con orillas de tres pulgadas
cuadradas en cada esquina y se doblara en los lados (ver figura) La caja
debera contener 75 pulgadas cubicas. ;Cuales son las dimensiones de la
hoja cuadrada de aluminio que se debe utilizar?

E) una compaiia fabrica dos tipos de helados tipo Ay tipo B. El costo de
fabricar cada unidad de tipo A es de UM$ 2 mas que el de fabricar tipo B.
Los costos de produccion de tipo A y tipo B son de UM$ 1500 y UM$ 1000
respectivamente, y se manufacturaron 25 unidades mas de tipo A que tipo B.
¢ Cuantas unidades se fabricaron de cada uno de los productos?

W - — s ; s A I A AT R Y R AL,
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F) Por cada UM$1000000 gue invierta en compras en seguros, un banco recibe
UMS$ 116 64000 después de tres afios. Esta cantidad representa el capital y los
intereses compuestos anualmente. ;Cudl es la tasa de interés?

G) El editor de una revista mensual tiene costos de publicaciones de 60
centavos de UM (unidades Monetarias) por ejemplar, y los ingresos de la
publicidad el 15% de los ingresos obtenidos de las ventas que sobrepasan los
20 mil ejemplares. ¢ Cuantos ejemplares debera publicar y vender al mes para
asegurar utilidades que sobrepasen los UM$40007?

H) Una empresa textil produce ropa para caballeros y esta planeando vender
su nueva linea de conjuntos de trabajo con un costo para el detallista de
UM$ 44 por conjunto. Por conveniencia del detallista la empresa colocara la
etiqueta con el precio a cada conjunto. ;Qué cantidad debe ser marcada en
las etiquetas de modo que el detallista puede reducir este precio en un 20%
durante una liquidacion y aun asi obtener una ganancia de UM$25 sobre el
costo?

I) Un fabricante de CD vende cada CD a UM$1900. El costo de fabricacion es
de UM$ 1300. Los costos fijos mensuales son de UM$ 800. Durante el primer
mes de de ventas de un nuevo CD, ;Cuéantos CD debe venderse para llegar
al punto de equilibrio?

J) Una compaiiia productora de platano compra una parcela en UM$ 72000000.
después de vender todo excepto 30 hectareas con una ganancia de UM$ 40
por hectarea sobre su costo original; el costo total de |la parcela se recupero.
¢ Cuantas hectareas fueron vendidas?

K) Una compaiiia fabrica tapabocas para las clinicas de la ciudad, el costo
combinado de mano de obra y material es de UM$7 por tapabocas. Los costos
fijos (los costos de cierto tiempo sin importar la produccién) son de UM$ 70000.
Si el precio de venta de un tapaboca de UM$ 9 ; Cuantos deben venderse para
la compaiiia obtener utilidades?

L) Una editorial decidié que las paginas de una publicacion debe tener
margenes de 3 cm en las partes superior e inferior y 2 cm a los lados. Ella
indica ademas que la longitud de una pagina debe ser 3 veces su ancho y
tener un area impresa de exactamente 20 cm?”. Calcular las dimensiones de
una pagina de la publicacion.

M) Una compafiia de Armenia exporta empaques para conos a los estados
unidos y Europa. Dicho cono ha de tener una capacidad de 15 cm?® de nieve
cuando se llene hasta el fondo. El diametro del cono es de 7 cm y la copa de
nieve forma una semiesfera. Encuentre la altura h del cono.
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7 cm

\ N) Las ganancias P de una empresa Caldense, varian directamente con las
ventas S. Se conoce que las ganancias son de $UM 5000 cuando las ventas de
$UM 50000. Calcular las ganancias cuando las ventas son de $UM 65 000.

0O) Luego de varias investigaciones una compafiia procesadora y exportadora
de pulpa de naranja en Guatica encontr6 que el volumen V de ventas de pulpa
de Naranja, es inversamente proporcional a la cantidad (10 + p), en donde p
es el precio de ventas de cada bolsa de pulpa. Si V es 10000 cuando p es $UM
20, encontrar V cuando p es $UM 25.

RECAPITULACION DE CONCEPTOS

1. Encierre con un circulo la respuesta correcta:

A) Al despejar f en la expresién i = 1+ l se obtiene:
s r
1+s r-s
—_—— f o
a) / 8 b)- l+s
. rS
c)f = d) Ninguna anterior.
il 3

B) Una ecuacion es:

a) Una igualdad que solo se cumple para unos valores de las
incognitas.

Fate ]
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b) Una ecuacién es valida para todos los nimeros reales.
c¢) Una ecuacién es una igualdad que se verifica solo para los enteros.
d) Ninguna anterior.

2. Contraste las preguntas a y b de acuerdo con la siguiente informacion.

nk

Al resolverpara p, [ = ————
(R+nr)

A) La solucién esta dada por:

R-1 — R/
ayn=——— b)n =

5 g )l r-1-FE

R
Y

d) Ninguna anterior.

B) Existe una relacion:

a) Directaentren y R

b) Una relacion inversa entre n y R.
c¢) No hay relacion entre ny R

d) La relacion directa es con E.

» , , nx+my=n’+m’
C)La solucion del sistema de ecuaciones es:
mx+ny =2nm
a)x=ny=m b)x=my=n
c)x=1 y=n d)Ninguna anterior.

D). La diferencia entre dos nimeros es 15y 1/3 de su suma es 11. Los nimeros
son:

a) 29y 13 b) 29y 15

c) 29y 14 d) 29y 16

3. Un nutricionista, en un experimento sobre nutricion, quiere preparar una dieta
especial para unos pacientes especiales. El requiere una comida formada
por una mezcla que contenga entre otras cosas, 22 onzas de proteinas y 8
onzas de grasa. El encuentra la comida preparada pero con las siguientes
composiciones:
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Proteinas (%) Grasa (%)
Mezcla A 30 4
Mezcla B 20 8

(Cuantas onzas de cada mezcla debera usar para preparar su mezcla?
Resolver geométrica y algebraicamente.

A) Para el modelo de ofertay demanda: O : 20—7p D :—4+5p. Lasolucion es:

a) (p.Q) = (3.6) b) (p.Q) = (2,6)
c) (p, Q)= (6, 2) d) Ninguna anterior.
27-4p:D A
B) Al resolver el modelo de oferta y demanda . Se obliene:
-342p:0
a) (7.5) b) (5.7)
c) (4,7) d) (7.,4) e) Ninguna anterior.
9x” + y* =90
C) Al resolver el sistema: | y . Se obtiene:
x°+9y° =90

a) (3,3) ) (3a_3)5 (_3’3) Yy (_39_3)

b) (=3,-3),(3,-3),(4,-4) y (-4.4)
c)(—4,4),(4.4), (—4,—-4) y (4,-4)
d)(—4,2), (2,—-4),(2,4) y (-2,4)

PROBANDO NUESTRAS COMPETENCIAS

i 2x—-y=1 . Obtenemos:
2x+3y=12

ayx=11/4, y=15/8 b)x=7/4, y=9/8
c)x=15/8, y=11/4 d)x=2, y=3

2. En la expresion — + P elvalorde T es:
k T w

DA 0 AT D o G s AR

85




Ecuaciones

FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEQ

vkw Y2k-w)
T= Ir=———
B 2k-w ) kw
2k—w : )
c)T = d) Ninguna anterior.
vkw

2 2
3. Al resolver la ecuacion 2(W+X) _3(c+x) _6(w” —2¢") g valor de

la incognita x es: o w we
a)2c - 3w b) 2w+ 3¢
c)3w+2c d)3w-2c

4. Dada la ecuacion ax® + ax +a = 0;a # 0, la afirmacion falsa es:

a)Sia =2 laecuacion tiene dos raices complejas conjugadas

b) Si a <0la ecuacion tiene raices reales distintas

c)Sia >4 laecuacion tiene raices reales distintas

d) Si0 < a <4 laecuacion tiene raices complejas conjugadas
)

e)Vae R las raices de la ecuacion son reales y distintas.

5. Dada la desigualdad =0, el conjunto solucién es:

3= =]
a)(-1,0)u(1,00) b)(—1,0]U[L,e0)
C) (_la O]U (15 oo) d) (_15 O)U[I,OO)

6. El departamento de compras de una compaiiia exportadora de partes para
maquinas despulpadoras de café, estudia la compra de un vehiculo de carga
mas. Los analistas de compras estiman el costo del vehiculo en 18 000 UM.
Han estimado también un costo promedio de operaciones de 0,40 UM por
kilbmetro. La funcion matematica que representa el costo total y la operacion
del vehiculo en términos del numero de kildbmetros es:

a) C(x) = 0,40x +18000
b) C(x) =40x+18000
c) C(x) =0,40 + 1800
d) C(x) =0,45 + 180000
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FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEO

3.1. FUNCIONES

Un principio basico en las matematicas es el concepto de funcion, tiene
aplicaciones en ingenieria, contaduria, administracion, economia, medicina,
matematicas, biologia, quimica, etc.

En matematicas utilizamos este nombre para denotar cierta clase de asociacion
entre los elementos de dos conjuntos. Estos conjuntos pueden ser de numeros
o de otros objetos cualesquiera. Por ejemplo si en un almacén a cada articulo de
le asocia un precio, entonces se tiene una funcion entre articulos y precios.

Cuando vamos a la Papeleria para comprar algo, siempre pensamos en cuanto
dinero tenemos disponible para la compra. En este momento estamos en
funcion del dinero, también aqui hemos hablado de funcion. Si y es la compra
y X el dinero, tenemos que la cantidad y depende de la magnitud X.

El éxito en el aprendizaje de una asignatura es funcion entre otras del tiempo
que se dedigue a ella para estudiarla.

3.1.1. Definicion de Funcién

Sean A,B conjuntos no vacios, sea R una relacion de A x B; si para todo x € A,
existe un Unico y € B tal que (x,¥) e R. Se dice que R es una relacion funcional
o simplemente que R es una funcion de Aen B.

Notacién: Una funcién de A en B se nota asi:

A—>B
f:A—> B

Figura 6

Ejemplo 42
a) Sean A= (1, 3, 5,7} B= {a, b, c d}

T I T T p— : e S UG, o 2 3 SRRt
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R= (1,b).(3,a),(5c).(7.d)

Decimos que R es una relacion funcional de A en B, o simplemente que es una
funcién de Aen B.

b) Sean A= (1,2 3 4, 56} B= {u, v xyz}

R={(1.u), (1.y), (3.u), (4.%), (4.y). (5.2)}

R no es una relacién funcional porque a un mismo elemento de A le hacen
corresponder dos elementos diferentes de B, ya que (1,u), (1,y) pertenecen a
R. ademas a 2 no se hace corresponder ningtin elemento de B.

Como hemos visto, una funcién envuelve dos conjuntos, al conjunto de partida lo
denominamos dominio y al de llegada codominio, para denotar las funciones
se utilizan diferencias letras, pero las mas utilizadas son f, g, h.

Si x representa un elemento en el conjunto de partida de una funcién f,
utilizaremos el simbolo f(x) que se lee “fde x “ (no confundir esto con el producto
de f por x). Esta notacion la utilizé en muchas ocasiones Euler, pero el origen
de ésta se debe a Clairaut.

3.1.1.1. Dominio, Condominio y Rango de Funciones de Variable Real:

A. Dominio de una Funcién (Df)

B. Rango o Recorrido (Rf)
Si f es una funcion de X en Y, el subconjunto de X para el cual f asigna una
nica y € Y se denomina el Dominio de la funcién f.

[
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Es el subconjunto de y formado por los elementos de y que estan asociados
con el dominio de f.

C. Codominio (Cf)

El condominio de una funcién f es el conjunto de llegada.

Mediante un grafico veamos los conceptos tratados (en forma intuitiva). Sean
Ay B dos conjuntos los cuales forman una funcién; es decir:

Dominio Codominio

Figura 7

Ejemplo 43:
a) Hallar el dominio y rango de f(x) = 5x - 3.

Solucion:

Dominio de f = Df = Reales (R); pues cualquier valor que tome X en 5x - 3
siempre es real.

Rango de f = Rf = Reales (R); pues cualquier valor que tome y siempre es
real.

b) Hallar el dominio y rango de f(x)=+vx+2

Solucion:
Para hallar el dominio debemos analizar la cantidad subradical, la cual debe
ser positiva o 0, para ello despejamos a X asi:

x+220 .. x=2-2
Df =[-2,%)
Recuerde que la raiz par de un nimero negativo no existe en R.

Rango:
Despejamos x.

y= x+l—)_v2=(M)7—>y2:x+l

x=y"+1
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Observe que cualquier valor que tome y es real, pero como se trata de una
funcion y estamos utilizando la raiz positiva para X, el rango es igual:

R* U {0}=[0,00)
c) Hallar el dominio y rango de:

3245522

f(x)= S

Solucion:
Debemos factorizar la expresion del numerador y luego simplificar teniendo
presente que el numero -2 no hace parte del dominio por lo tanto:

' +5x -2 (x+2)(3x-1)
x+2 (x+2)

ifi(x) = =3x-1

DF = R - (-2). (Reales menos el -2). Ya que x no debe tomar el valor de -2 pues
el denominador valdria 0 y asi f(x) no estaria definida.

El rango de f consiste de todos los nimeros reales excepto -7 que se obtiene
al reemplazar X por -2 en f(x) = 3x - 1. Por tanto:
Rf= R-{-7}. El punto (-2,-7) lo suprimimos en la grafica colocando alli un agujero

(0).

- 3.1.2. La Funcion Lineal

- Lafuncion f:R— R
x—= f(x)=mx+b
Donde m, b son numeros reales fijos, se denomina Funcién Lineal.

El dominio corresponde al igual que el rango al conjunto de nimeros reales.
La grafica es una linea recta.

Graficos:

s AL s R SR Ao R R R R A S TR
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y=mx+b(m>0)

[
'

Recta con pendiente positiva
Al aumentar x también aumenta y

-
g

y=cf(c>0)

»
»

Recta con pendiente igual a cero
Recta constante

Al aumentar o disminuir x,
y permanece constante (y = ¢)

y=mx+b(m=<0)

[

< »
Recta con pendiente negativa
Al aumentar x disminute y

A

v

y=ec(c<b

Recta con pendiente igual a cero
Recta constante

\
=

Pendiente Indefinida

X €s constante sin importar
el valordey (x=c¢)

Figura 8

Existe dentro de la familia de la funcion lineal una funcion llamada idéntica. Su
forma es: y =mx si m= 1 la grafica pasa por el origen a formando un angulo

de 45° con la horizontal.
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AY

H"

y=mx,conm=1

Figura 9

Algunas familias son:

Figura 10
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3.2. ECUACIONES DE LA RECTA

Primero vamos a definir que es la pendiente.
1. Pendiente

La pendiente de la y = mx +b que pasa por los puntos (x,,»,) y (x,,7,)
recta esta dada por:

=i o A Canbioen y

x,—x, Ay Cambioen x

3.2.1. Ecuacioén Punto Pendiente
y=y,=m(x—x) 0 y=m(x—x)+y,

La ecuacion de la recta que pasa por el punto (X,,),) ¥ (x,,7,)y
pendiente m esta dada por:

Y=¥ =J’27'"j:1(x_x!) 0 y=m(x—x)+y,

Xy — X

Ejemplo 44
Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos: (1,2) y (-2, 1) trazar
el grafico.

Solucion:
Con los puntos podemos calcular la pendiente y luego utilizamos la ecuacién
punto pendiente:

1-2 =t

3] =3 3

Ahora hallamos la ecuacion: y _l(x D+2 -y _£+ > que podemos t
escribir como: 3y —x =15 3 3

Para trazar el grafico utilizamos solo los cortes con los ejes.

X 0 | -5
y |353] 0
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le

_/ 3y -x=5
/- (0, 5/3)

X

Figura 11
3.2.2. Rectas Paralelas

Dos rectas y, =mx+b, y y,=m,x+b, son paralelas si y solo si sus
pendientes son iguales es decir: m, =m,.

Ejemplo 45
Dadas las rectas y, —3x=4 y y, —3x =35 verificar que son paralelas y
trazar el gréfico.

Solucion:

Lo primero que debemos hacer es escribir las ecuaciones en la forma
¥y =mx+b para asi identificar la pendiente. y, =3x+4 y y, =3x+5las
pendientes como podemos ver son iguales, por tanto son paralelas.

F4 y=3x+4
6,
J

4

y=3x+35

Figura 12
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3.2.3. Rectas Perpendiculares.

Dos rectas y, =m,x+b, y y, =m,x+b, son perpendiculares si y solo si
producto de sus pendientes es igual a menos uno. m, -m, = -1

Ejemplo 46 o
Dadas las rectas y =—2x—1 y y =—+3verificar si son perpendiculares y
trazar el grafico. K

Solucioén:

: ; 1
Como podemos observar las rectas tienen pendientes m, = -2y m,=— al
realizar el producto: 2

1
(—2)(5]= —1 como el producto es igual a -1 las rectas son perpendiculares.

Grafico:
y=-2x-1 Ay
16
14
/y____'x/z + 3

(-8/5, 22/10)

Figura 13
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3.3. FUNCION CUADRATICA

La funcion definida como:
f:R->R

x—= f(x)=ax® +bx+c
Donde a, b, ¢ son numeros reales fijos se denomina funcién cuadratica.

La grafica es una parabola. Si a > 0 la parabola abre hacia arriba si a<0la
parabola abre hacia abajo. El vértice de la parabola corresponde al punto

(—b dac—b’

—, que también puede ser un maximo o un minimo.
2a 4a

Ejemplo 47
Trazar el grafico de y =3x* + 13x + 4

Solucién:
Como vemos el valor de a = 3> 0 luego la parabola abre hacia arriba.

Cortes con los ejes:
El corte con el eje x se logra haciendo y = 0y el corte con el eje y se logra con
x=0.

Si x=0 - y=4
Si y =0 debemos resolver la ecuacion:

0=3x>+13x+4

Por formula o factorizacion Obtenemos:

x=-1/3,0 ,x=—4

Punto de minima puesto que a > 0 esta dado por:
-13 43)4)-13* ) (-13 -121
2(3) 403 TR

Tabulamos todos estos datos:

R A N D A o M R o
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X 0 -1/3 | -4 -13/6
y 4 0 0 -121/12
Grafico:

L

y

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 12

1. Trazar el grafico de las funciones:

a) f(x)=x-2 b)g
c) g(x)= 4x -23x-35

d) f(x )—

=

fly= x? +2x 3 g)y=
h)f(x)—IZx —-9x-30

|)g(x)——7x +20x+3

j)h(x)——3x —14x+5

k) f(x)= 5x +Llx—=l2

) f(x)= 4x* +4x+1

2. Hallar la ecuacion de la recta que: (Trace el grafico en cada

caso)

a) Tiene pendiente -2 y pasa por lo puntos (3,4) vy (-3,5)

e) h(x)=6x> —14x + 4

Figura 14

(x)=4x+1

3 4 D 1]
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b) Pasa por los puntos: 4.3) 2. ~1
c) Es paralela a y =5x + 4y pasa por el punto (2,1).

d) Es perpendicular a 2x+y _ y pasa por el punto (2,1
y 2

3.4. GRAFICA DE FUNCIONES

Al definir una funcion se puede tomar como un conjunto de parejas ordenadas
(x,y), luego si y = f(x) es una funcion real (en dominio y rango reales).
La funcion Y = f(x) se define por: {(x,y)/xe R, ye R, y = f(x)}.

La representacion geométrica no es mas que el conjunto de parejas (x,y)
en el plano cartesiano. La pareja (x,y) se obtiene al darle valores reales a x,
obteniendo asi el de y.

Supongamos que tenemos el grafico de una funcion y = f(x) asi:

Dominio
Df=[-a, a]
Figura 15

Recuerde: El dominio esta sobre el gje x.
El rango sobre el eje y.

Ejemplo 48
a) Hallar el dominio, rango y trazar el grafico de:

y=f(x)=x+3.
Solucion:

Dominio: En este caso el dominio consiste en el conjunto de los nimeros
reales pues cualquier valor que tome x es real.

e
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Rango: Al igual que el dominio es el conjunto de los nimeros reales.

Gréafico:

Figura 16

La ecuacion que nos han dado es lineal por tanto su grafico es una linea recta
como lo veremos.

Para el grafico hallamos los cortes (interceptos) con los ejes coordenados. Con
X = 0 encontramos el corte con y, haciendo y = 0 encontramos el corte con el
eje x asi:

x=0—-y=3
¥y =0 — x = -3 resumiendo en una tabla tenemos:

x| 0|-3
y| 3|0

Nota: Toda ecuacién lineal siempre que no se defina entre intervalos o sistemas
numéricos, tiene como dominio y rango el conjunto de los numeros reales, y su
grafica sera una linea recta.

Qué ocurre si se define lo siguiente:
f:[-5,-2] =-mmmme- [12,15]
X e f(X) = x + 3 27
Cual es dominio y rango?
Como es su grafica? (ejercicio).
b) Hallar el dominio, rango y trazar el grafico de:
y=1f(x)=x?-1
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Dominio: Consiste en todos los nimeros reales, ya que todo valor que tome
Xes real.

Rango: Debemos despejar a x, asi:
y=x"-1oy+l=x’ > [y+1=x luego x=4fy+1

Ahora debemos analizar la cantidad subradical teniendo presente que esta
cantidad debe ser positiva o cero por tanto:

y+120 y=z-1, asi que el rango consiste en todos los nimeros reales
mayores o iguales a -1. R = [-1,%).

Grafica:

La ecuacion es cuadratica por tanto su dibujo es una parabola.

Para facilitar més el grafico damos algunos valores teniendo presente los
cortes (interceptos) con los ejes coordenados.

Con X = 0 conseguimos los cortes con y asi:
six=0 y=-1.

Siy=0x=-1 x=1;porqué?
Busquemos ahora el punto de maxima o minima con la siguiente formula:

=5 4ac-b*
2a°  4da

Para nuestro caso tenemos:

U GORN
[o, A ]_(0,1)

Lo anterior lo podemos resumir en la siguiente tabla:

X 0 1 -1
y | -l 0 0
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AY

Figura 17

¢) Hallar el dominio, rango y trazar el grafico de:
y=f(x)=v9-x

Solucion:

Dominio:Despejamos y teniendo presente que la cantidad subradical debe ser
positiva o cero, por tanto:
9-x?2 0 factorizando (3-x) (3+x)20

Para resolver esta desigualdad debemos tener presente:

A) Desigualamos a cero cada factor.

B) La parte que nos cumpla la desigualdad; es decir su conjunto solucién lo
ilustraremos con un signo (+) y la parte que no cumpla con un signo (-). La
solucion sera el producto de signos, observando que el signo dado al comienzo
es mayor o igual, por tanto la solucién es la parte donde se encuentra el signo
mas (+).

Lo anterior lo resumimos mediante el método grafico siguiente:

X>-3 S R B R R R
-3
X <3 A A 2 B
3
(X+3)3-%X)>0 ----------=-=-- L 2 B s P
3 3

Por tanto el dominio consiste en el intervalo cerrado:
Df = [-3, 3].

112



Algunas Funciones de Importancia en Ciencias
Administrativas y Negocios
FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEOQ

Si deseamos estar seguros tomamos un x en el intervalo solucién, por ejemplo
x=0 ytenemos:

y=f(®)=v9-0% =3

y 3 e [-3, 3] al igual que -3; pero si tomamos x = - 5 que esta fuera de [-3, 3]
observamos que no cumple pues:

y=f(x)=+49—(-5)* =+/—16 ¢ R (el cual no es real.)
Rango: Debemos despejar a x para obtener:

9Elevando ambos miembros al cuadrado tenemos

y? =€/9—x2)c>y2 —9=—x* 19—y =x

Analizando la cantidad subradical como en el dominio:
9-y’2 0 .~ (3-y)3+y)z 0.

Utilizando el mismo procedimiento que para el dominio encontramos que el
rango es igual a:

[-3, 2], pero como se trata de una raiz positiva, y como debemos tener en
cuenta el dominio, el rango es entonces:

Rf =10, 3].
Grafica:

Para elaborarla debemos tener presente el dominio. Como se trata de un
circulo dado por la ecuacién:

¥2 + x* =9 del cual solo podemos tomar la parte positiva; es decir tomamos

medio circulo.
AY

Figura 18

B P G S R RS S B

1L.F2
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d) Hallar el dominio, el rango y trazar grafico de:
y=f(x)=+x* -4

Solucion:

Dominio: Despejamos a y, luego analizamos la cantidad subradical la cual
debe ser positiva o cero asi:

2450 = (x=2)(x+2)>0

S A & R T|—++++++++
2
B U R e e A
-2
(x-2)x+2)>0 ++++++‘|-i ——————————— ++++++++
L) 2

Observamos que el dominio corresponde a:
Df = (==, -2] U [2, +=) 0 también Df= R - (-2, 2); es decir los reales menos el
intervalo (-2, 2).

Rango: Debemos despejar a x, para obtener: y = x — 16 elevando ambos
miembros al cuadrado tenemos:

(; ) +4 X por qué?.

Observemos que y puede tomar cualquier valor real; pero como trata de una
raiz positiva su rango se reduce a:

Rf=[0, += ).

Grafica: Si tomamos todo el grafico de la ecuacion dada vemos que se trata de
una hipérbola; pero para nuestro caso y de acuerdo a su dominio y rango solo
tomamos los ramales que estan por encima del eje positivo y. Damos algunos
valores que estén en el dominio y no en el intervalo (-4, 4). Luego el grafico
es:
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A y

=)

=)

=

=

=1

Dominio
+——— —————t+— ——+—+ X

2 2
No hay Grifica
Figura 19

e) Hallar dominio, rango y trazar el grafico de:

2x P +3x>-5x—6
£+ 3542

y=f(x)=

Solucion:

Dominio: Factorizando la ecuacion dada tenemos:

Cx=-3Nx+D(x+2)
(x+2)(x+1)

= flx)=

Vemos que -2 y -1 no pueden hacer parte del dominio, ya que vuelven el
denominador cero y por tanto:

Df= R - {-2, -1}. De acuerdo a esto podemos simplificar la expresion dada para
obtener: f(x)=2x- 3.

Rango: Consiste en todos los nimeros reales excepto aquellos que se obtienen
al reemplazar a x por -2 y -1; es decir:

f(-2)=2(-2)-3=7 y f(-1)=2(-1)-3=-5
Rf =R - {-7, -5},

Grafica:

Dibujamos la expresion que obtuvimos al simplificar; es decir f(x) = 2x - 3.
Para ello excluimos las parejas (-2, -7) y (-1, -5) colocando en el grafico unos
agujeros.
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X O 32 <2 |
y -3 0 -7 | -5

(-1,-5)

(-2,-7)

Figura 20

f) Encontrar dominio, rango y trazar la grafica de:

x+4 si x>4
f(x)=4 0 si —-4<x<4
-3 s x<4

Solucion:
Se trata de una funcién escalonada( o a trozos)

Dominio: Consiste en el conjunto de los numeros reales, pues todo x esta

incluido como lo veremos en el grafico.
Rango: Consiste en Rf={-3, 0} U (8, +=).

Grafica:
Es la siguiente:
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Figura 21

Observemos que:

+ La gréfica solo se consigue utilizando la informacién dada al comienzo, y
dando valores en los intervalos indicados.

* Al unir todos los segmentos del grafico, comprobamos que el dominio es el
conjunto de los reales.

g) Hallar el dominio, rango y trazar el grafico de:

3 i x22

g(x)=4 0 si -3<x<2

-4 i x<-3
Solucion:
Dominio: Es el conjunto de los nimeros reales. Por qué?.
Dg=R.
Rango: Consiste en los niumeros {-4, 0 , 3}; es decir:
Rg = {-4, 0, 3}. Ya que son las unicas imagenes de cada segmento.
Grafico:

Esta formado por los segmentos dados, los cuales forman un grafico
escalonado.
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Figura 22

h) Encontrar el dominio, rango y trazar el grafico de:

x* 41 & 0<x<?

A(x)=4 x+3  si x>2
% x+1 si x<0
Solucién:

Dominio: Es el conjunto de los nimeros reales, exceptuando el 2 ya que se
incluye. Como veremos en el gréafico.
Dh=R-{2}.

Rango: Es el conjunto de los nimeros reales exceptuando 5 que es la imagen
de 2. Por qué?.
Rh=R - {5)}.

Gréfica:
Se obtiene dando valores en los intervalos dados.

Y

Figura 23
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Funcion Valor Absoluto ¥ = f(x) = x‘

Recordemos que el valor absoluto de unn nimero a, denotado por | a |, es
la distancia de a hasta 0, sobre la recta de los niumeros reales. Recordemos

ademas que siempre son positivas o 0; por tanto, tenemos:| a \ 20 para todo
namero a.

Ejemplo,‘5|=5 |—5‘=5 |£—2‘:«/§—2

En resumen:

% si x20
‘x‘: -x si x<0

Grafica:

Figura 24
i) Hallar el dominio, rango y trazar el grafico de: y = f(x) = |x + 2|

Solucion:
Se trata de la funcién valor absoluto.

Dominio: Es el conjunto de todos los nimeros reales, pues cualquier valor que
tome x es real.
Df=R.

Rango: Consiste en el conjunto de los numeros reales positivos, ya que el
valor absoluto de cada real es positivo. Rf = R.
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Gréfico:

Se buscan los cortes con los ejes y se dan algunos valores, para obtener el
siguiente grafico. Desplazamos la grafica a la izquierda 2 unidades, la funcién
original es decir. y = f(x) = | x|

Ay

Figura 25
i) Trazar el grafico y hallar dominio y rango de: y = g(x) = - |x + 1|
Solucién:
Dominio: Es el conjunto de los niumeros reales.
Dg=R.

Rango: Por tener un signo menos antes de las barras del valor absoluto toda
cantidad que toma x va a tener como imagen un numero negativo, por tanto:

Rg=R-.

Grafico:

TY
| i l Il | J__i. l

I T I T T

v
ae

Figura 26
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3.5. IMAGEN DE UNA FUNCION

Sean A, B conjuntos no vacios; sea f: A — B una funcién, x— f(x)=y,ayse
llama imagen de x por la funcion f, que denotaremos y = f{(x).

Ejemplo 49

1.8i y=f(x)=2x*-3x + 1.
Calcular las siguientes imagenes:
a) f(2)

b) f(-3)

c) f(a)

Solucion:

a) (2)=2(20°-3(2)+1 — f(2)=8-6+1 — f(2)=3.

b) f(-3) = 2(-3)?-3(-3)+ 1 — f(-3)=2(9)-3(-3) + 1 — f(-3) = 28.
c)ffa)=2(a)’-3(a)+1 — f(a)=2a°-3a+1 .. fla)=2a°-3a+1

2.Si f(x)=4/x+1.Hallar:
)f( 1)
b) f(x + h)

) F0: = /() 550
h

Solucion:

a) f(-1)=+-1+1

b) f(x + h). En este caso x + h = x; es decir donde esta x colocamos (x + h).

Luego: f(x +h)=+vx+h+1,

cyﬂx+hyafu)=Jx+h+l—Jx+l
h h

, racionalizando:

_(x+h 1 —x+ D +h+1+Vx+1)
hNx+h+1+x+1)

- h+l—-(x+1) = x+h+l-x-1
hx+h+1+Jx+1)  h(/x+h+1+Vx+1)

h

B x4kl x4 1)
1

= (Vx+h+1+x+1)

v

121




Algunas Funciones de Importancia en Ciencias
Administrativas y Negocios
FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEO ‘

3. Dada g(x) = 2x? -1, encontrar:

a) g(-5)

b) g(*2)

c)g(x)—g(h)

d) g(x’)

e) g(2x? - 3).

Solucion:

a) g(-5) = 2(-5)? -1 = 49,

b)g(*2) = 2(%)?-1=2/4-1=-1.

C)G(x)-g(h)=2x7 - 1-(2h?- 1) = 2x? - 1 - 2h2 + 1 = 2x2 - 242,

d) g(x°) = 2(x°) - 1= 2x%- 1.

e)g(2x*-3) =2(2x*-3)2-1=2(4x*- 12x2+ 9) - 1.
=8x*-24x* + 18 -1 = 8x* - 24x% + 17.

3.6. IGUALDAD DE FUNCIONES

Seany =f(x) y y=g(x) se dice f(x) = g(x) si y solo si tienen el mismo dominio,
para todo x.

3.7. OPERACIONES ENTRE FUNCIONES

Sean fy g dos funciones, podemos definir las siguientes operaciones:

3.7.1. Suma

La suma de fy g se define por: (f + g)(x) = f(x) + g(x).

3.7.2. Diferencia

La diferencia de f y g se define por: (f - g)(x) = f(x) - g(x).

3.7.3. Producto

El producto de f y g se define por: (f - g)(x) = f(x) - g(x).
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3.7.4. Cociente
El cociente de f y g se define por: (f/ g)(x) = f(x) / g(x), g(x) # 0.
Nota: El dominio en cada caso es la intersecciéon de el dominio de f con el

dominio de g, exceptuando el cociente donde deben excluirse los valores que
hacen g(x) = 0.

Ejemplo 50

1. Sean f(x) =x-3 g(x)=+x+2 encontrar:
a)f+g

b)f-g

c)f-g

d)f/g yeldominioen cada caso.

Solucion:

a)(f+g)(x)=x-3+ Vx+2; Df=R; Dg = x > -2 por qué?
DfNDg=RN[-2, =) =D(f +g).

b) (f- g)(x) =x-3-vVx+2; D(f—g) =[-2, ). Por qué?

o) (f-g)x) = (x-)NX+2)=xVx+2-3Vx+2,
D(f - g) = [-2, «). Por qué?

d) (f/ g)(x) = (x - 3)/ Vx+2.

D(flg) = (-2, «). Observe que se debe excluir a -2, pues si se toma, el
denominador sera cero lo cual no esta definido.

2. Sean f(x) = Vx* =25 y g(x)=vx—5 encontrar:
a)f+g
b)f-g
c)f/g.

Solucion:
a)(f+g)(x)=x?-25+x-5.
Df = (-, -5] U [5, =). Por qué?
=[5, «). Luego D(f + g) = Df + Dg = [5, =).

b) (f - g)(x) = (VX* =25)(Vx-5).
D(f-g) =[5, =).
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c) (f/g)(x) = VX’ =25/ x=5= (x=5)(Vx+5) /(Vx=5)=x + 5,

Para el dominio sélo excluimos a 5 y tenemos:
D(f/g) = (5, =).

3.8ean f(x)=(x+3)/(x-3) y g(x)=1/(x-8). Hallar:
a)f+g

b)f-g

c)f-g

d) f/ g y dominio en cada caso.

Solucion:

a) (f+g)(x) = =

x=3 x-8 (x-3)x-8)
Df=R-{3} y Dg=R-{8).
D(f +g) =R - {-8, 3}.

x+3 1 _ x’-6x-21

b) (f- g)(x) (ejercicio).

x+3 1) x+3
A a0= 73 | 38 | G=hx—3)
D(f- g) = R - {-8, 3).

x+3
U 2
d) (f/ =x=3_(+)H(x-8) x"-5x-24 il
) (1 9)x) | (x—3) (x=3) or que
x—28

D(f/g) =R - {-8, 3}.

3.8. FUNCION COMPUESTA

Definicion: Sean f y g funciones, la funcion compuesta, por f o g, esta definida
por: (f o g) = f(g(x)). (se lee f 6 g de x, en su defecto f compuesta g).

El dominio de f o g consiste en el conjunto de todos los numeros reales x en

el dominio de g tales que g(x) esta en el dominio de f. (El dominio en otras
palabras es el de la funcién que se obtiene al final).
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Si f:A—- B y g:B — C ilustrar mediante un grafico (gof)(x).

Solucion:

(gof)

Otra forma: Supongamos que tenemos una méaquina f y una maquina g que
actuan consecutivamente como si fuese una sola asi:

g(f(x))=(gof)(x)

Nota: La composicion de funciones no es conmutativa en general.
Coémo ilustraria usted (fog)(x)?.
Ejemplo 51
1.Sean f(x)=x?+1 y g(x)=x+ 3, hallar:
a)(f o g)(x)
b) (g o f)(x)
¢) Dominio de (fo g)(x) v (g o f)(x).
- Solucion:
l a)(fog)x)=f(g(x))=f(x+3)=(x+3P+1=x2+6x+9 +1.
=x?+6x + 10.
Recuerde lo visto en la imagen de una funcién. Aqui x = x + 3.
- b)(gof)(x) =g(f(x) =g +1)=(x2 + 1) +3=x2+ 4,
- ¢) D(fog) = R; D(gof) =R.

e
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3 b?
2.8if)=€"% ht)=€" "'y giy)=Y hallar:

g(f(t) / h(t)

Solucién:
Calculamos en primer lugar g(f(t)) y luego el cociente.

2 - R, b’ b
g(f(t)) — g(etﬂl) — (et-H}l)b — e‘lb e(xb : g[f(t)] = e ¢ N eub1

h(t) e

3.sif(x)=VXy g(x)=x2—6x+5. Hallar:
a)(fog) (x)

b) Dominio y Rango

c) Trazar el grafico.

Solucion:
a)(fog)(x)=f(x*—6x +5)=x*-6x +5.

b) Dominio: x2 — 6x + 5 > 0 Por qué?.
(x = 5)(x— 1) > 0 (factorizando).

Ahora por el método de los signos tenemos:

X1 3 0. X ] —————- B e
1
x-520 %25 ~ o
5
(X-5)(x-1)20 ++++++t+++ -- Attt

1 5

Luego D(f 0 g) = (-=, 1] U [5, =).

R(fog) =10, ).

c) Grafico:
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4. Sean f(x)= vx’ -4 g(x)+ vx— V5. Hallar:
a) (fog)(x)

b) (g o f)(x)

c) D(fo g)

d) D(g o f).

Solucién:

a)(fog)(x)=f(g(x))=fwx-~/§)=\f(3zx:r\f§) -4
x—+5-4

b) (g 0 )(X) = g(f(x)) = g( Vx> —4) = VVx* —4 -5
¢) Dominiode fog=+/x—+/5-4>0 x2+/5+4 luego Difog) =[5 + 4, =).

d) Dominiode gof=vx* =4 -452 0 & Vx4 245 x2—4 > 5
X-4-520e x-920 (x-3)(x+3)2 0

e T T e T e -+ttt
3
X432 05 X>-3 e e o a o
-3
(x-3)x+3) >0  +++++++++ttttommmme ottt
-3 3

Luego D(gof) = (-, -3] U [3, =).

3.9. CLASES DE FUNCIONES

3.9.1. Funcion Inyectiva

Seaf:4— B
x = f(x)

Sean x,, x, dos elementos de A, tales que x; #x,,si f(x,)# f(x,), se dice
que f es inyectiva o uno a uno. Es decir equivale a decir que f(x,), f(x,)
son dos imagenes en el rango de f tales que f(x,)=f(x;), x; = x,.

I 0.1 A P A A R A R A A 3 s P T P AT I
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Ejemplo 52
Verificar que /'R — R

x = f(x)=3x+2

Solucion
Sean x,, x, €R tales que x, #x,  entonces 3x, +2=3x, +2,
=3x,=3x, = x#x, . f(x)#f(x,)

3.9.2. Funcién Sobreyectiva

Sea f:4 — B
¥ = f(x)

Siempre que rango de f este contenido en el codominio de f, es decir, rango

f © B cuando rango de f =codominiode f, es decir rango de f = B, se
dice que f es sobreyectiva, o simplemente sobre.

(VyeB)3d xe A)(f(x)=y)
Ejemplo

f:A—> B

x = f(x)=3x+7
f es sobreyectiva , pues para todo ye codominiode f, existe un
x€ dominiode f talque y=3x+7.

Ejemplo
f:A-> B
x = f(x)=x’

f noes sobreyectiva , hingun numero real negativo y se puede expresar en
la forma y = x°. Observemos que / =R, codominio f =K.

3.9.3. Funcion Biyectiva

Si f es inyectiva y sobreyectiva se dice que es biyectiva.
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3.10. INVERSA DE UNA FUNCION

Seaf:4 —» B
x = f(x)

Una funcién biyectiva; si existe una funciéon, £:8 — 4
x —g(x)

Tal que (fog)gx) =(go f)(x)=x, decimos que g esla inversade f. la
notacién es: /7 (x)

Para que la inversa exista, la funcion f debe ser biyectiva(uno a uno y sobre).

Ejemplo 53
Hallar la inversa de f(x)=4x +1

Solucién
Para hallar la inversa despejamos x.

Por tanto la inversa de f es:

x| _x—l
S (%)= 3

Comprobemos que efectivamente es la inversa:

(fof_i)(x)=f(x7_l]=4{xT-1)+1:x—l+l=x

(/"o f)(x)=f“(‘f(x))=f‘(4x+1)=¥=f‘£:x

Por tanto como obtuvimos x en ambas composiciones, concluimos que g es
lainversa de f.

El graficode f y f'es el siguiente:

10
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AY
+3
f
+2
y=x
1
f-i
} e > X
-1 /_‘i
T -1
Figura 27

Observemos que son simétricas con respecto a la recta y = x.

Ejemplo 54

1. Hallar el dominio para que la funcion y = x*+3
a) Tenga inversa.

b) Halle la inversa.

c) Trace el gréafico de f yff'

Solucion

El dominio de la funcién es el conjunto de los numeros reales, pero si tomamos
las dos ramas de la parabola, esta deja de ser inyectiva (uno a uno). Por tanto
podemos tomar la rama derecha o la izquierda, en nuestro caso vamos a tomar
la derecha es decir de [0, + o).

a) Calculemos la inversa
y=x’43 = y-3=x’ = x=\y-3 .g@=f"()=Vx-3
b) Comprobemos que efectivamente es la inversa:

(fog)(x) = f(g(x) = f(Nx=3)=(yx=3) +3=x
(g0 )(x)=g(f(x)=g(x* +3)=vx* +3-3=x

Hemos comprobado mediante la composicion de funciones que g es la inversa
de f.

A R A A R A A B P AP AP 2 e S IS
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c) La gréfica es:

-10 10 20

Figura 28

2. Si f(x) = 3x* — x + 2 hallar.
a) f{-3)
b) f{ x*)
o) [ D=1

Solucion:

a) f(-3) = 3(-3)2 - (-3) + 2 = 32.

b) f(x*) = 3(x*)? = x* + 2= 3x5 — x* + 2.

o) fx+h)—f(x) = 3x* +6xh+3h* cx—h+-(3x’ —x+2)

|

h h
_3x7+6xh+3h° —x—h+2-3x" +x-2
h
_6xh+3h* —h _h(6x+3h-1)
h h

=6x+3h-1

3.Sif(x)=x-1y g(x) = 1/(x+ 1) demuestre que f(x?) - g(x) = f(x)

Solucion:
Calculamos f(x?) = x? — 1 luego
E—=1)(1/(x+ 1)) =(x+ 1)(x-1)/(x + 1) = x— 1 que corresponde a f(x).

W = e e P )
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1 2
4.sif()=—— y g(x)=—— hallar:
1+x 1+ x

f(x) + g(x) + g(x)/f(x).
Solucion:
1 & 2" _1+x? 1+ x?
1+x* 1+x* 1 14+x?
1+ x?

5.Sih(p)=(p+2/p-1) fip)=p+1; halar:
a)(h +1) (p)

b) (h-(p)

c) (h/H(p)

d) Dominio en cada caso.

Solucioén:

a) (h +f)(p) =

+x2=1+x? ¢ por qué?.

p+2+P+l=p+2+(p+l)(p—l)=pz—l+p+2=p2+p+l
p=l (p-1 p-1
D(h+f) = R - {1}.
+2 ‘+p+2p+2 pP43p+2
b)(h.f)(p)=(£__}p+l)=l7 ptep P P
p-1 p-1
D(h-f)=R - {1}.
pt2
_ p~1 p+2 p+2
c) (h/f)p) = - =
p+tl (p-D(p+D) p’-1

]

D(h/f) = R —{-1, 1}. Pues cuando reemplazamos a p por 1y -1 el denominador

es cero.

B R S P B Y I P P P P
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6. Dada la siguiente funcién trace el grafico y halle el dominio.

2 si ox<l

f(ﬂl‘{

B
x S xzl

Solucién:

-

Figura 29

7. Df = (-0, +). s Cual es el rango?. En la anterior funcion halle:
a) f(-1)
b) f(0)
c) f(1)
d) f(3).

Solucion:

Tomamos la parte correspondiente a x? asi:
a)f(-1)=(-12=1.

b) f(0) = (0)? = 0.

Ahora lo correspondiente a x.

(

c) f(1)= (1)
(3)

d) f(3

)= 1

)= 3.
Qué nombre reciben las funciones del ejemplo del numeral 6)7.
Respuesta: Este tipo de funciones se denominan compuestas.
Puede usted crear algunas?.
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8.Hallar el dominio y rango de:

x> +6x?+5x-12
x—1

fx)=

Solucion:
Dominio: Como se observa x puede tomar cualquier valor con excepcion de 1
el cual hace el denominador igual a cero, por tanto Df = R — {1}.

Rango: Factorizamos el numerador utilizando division sintética vy
encontramos:

X+ 6x2+ 5x—12= (x+ 3)(x - 1)(x + 4); luego:

0 (x+3)(x-1)(x+4)
¥ (x—1)

si x # 1 simplificamos y obtenemos:
y=(x+3)(x+4)=x*+7x+ 12

Rango: y puede tomar cualquier valor con excepcion de 20 que es el nimero
encontrado al reemplazar a x por 1 en la expresion que simplificamos, por
tanto: Rf = R — {20}.

El grafico corresponde a una parabola, de la cual excluimos el punto (1, 20).

Cortes con los ejes:
Con y tenemos: x =

y=12
Con x tenemos: y 0

=x2+7x+ 12
=(X+3)(X+4)-—->X=-3 O xi=4.

0 =
0 &
Recuerde:a-b=0siysdlosia=006 b=0; a be R.

Punto de minima: (sia > 0 hay minima)
~b dac=b*) (=7 -1
2a’  4da 274

Resumiendo:

X 03] -4/]72]1
Y=f(x)| 12 | 0 /4| 20

=

T m———————
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T 10

Figura 30

9. Hallar la férmula para la funcion representada en la figura:

Ay

(2.3)

Figura 31

Solucién:
El primer segmento va desde (0, 0) a (2, 3). Utilizando la ecuacion punto
pendiente y calculando previamente la pendiente tenemos:

3-0

m=—-—

3
;o oy=0=2(x-0) .- ==,
4-2 y-0=50-0 g

L | W

R A B A G R B S SR R
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El segundo segmento va desde (2, 3) a (4, 0). Utilizando lo anterior tenemos:

0-3 -3 3 3 3
m=——=—,; y—-3=—(x-2) y=—"+=(2)+3
4-2 2 g 2( ) ' 2 2()
3x
=——+6
io: 0.0
por qué?
Recuerde:
Ecuacion punto pendiente:
m=f2Z2 oy = (x—3)
X=X

Por tanto la funcion pedida es:

(3/2)x si 0<x<2
h(x) =
(-3/2)x+6 si 2<x<4

10. Dadas las siguientes funciones decir cuales son pares y cuales impares:
a)y=x?

b)y=x®

c)y=2x-3

d)y=x+2x

e)y=x5+1.

Solucién:

Recordemos que:

A) Una funcién f es par si f(- x) = f(x), para todo x en el dominio de f.
B) Una funcion f es impar si f(-x) = -f(x), para todo x en el dominio de f.

Veamos entonces:

a)y=x? — y=f(-x)=(-x)*= x* luego de acuerdo a lo dicho en A) esta funcién
es par.

b)y=x* — y=f(-x*) =-x° luego de B) decimos que esta funcién es impar.
C)y=2x-3 — y=f(-x) = 2(-x) - 3=-2x - 3. Por tanto es impar.
dy=x*+2x — y=f(-x) = (-x)* + 2(-x) = x* — 2x. Luego es impar.

e) (Ejercicio).
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3.11. LA FUNCION POLINOMICA

La funcion polinomica esta definida por:
- -1

f(x)=a,x" +a, x"

numeros reales.

+---+a1x+a0,xefﬁ con &,.d

nr*p—]o"

3.12. FACTORIZACION DE POLINOMIOS

Vamos a factorizar polinomios mediante algunos métodos practicos.

La division de polinomios vista en el capitulo de algebra, encontramos que el
polinomio P(x) esta dado por:

P(x)=D(x)Q(x)+ R(x)

Si D(x) tiene la forma x — r esto se convierte en P(x)=(x—r)0(x)+ R.
Donde R es de un grado menor que x —r debe ser una constante.

Esta identidad es valida para todos los valores de x incluyendo x =r. Luego:
P(ry=(r-r)O(r)+R=0+R

3.13. TEOREMA DEL RESIDUO

Si se divide un polinomio P(x) entre x - r, entonces el residuo constante
R esta dado por R = P(r).

Ejemplo 55
Hallar el residuo de dividir f(x)=x’ —4x” +5x — 2 entre x — 1.

Solucién

Por el teorema del residuo tenemos:

f(H)= 11 = 4(1)2 +5(1)-2=1-4+5-2=0 Luego la division es exacta,
es decir siy solo si x—res un factor de P(x).

A R BN
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3.14. TEOREMA DEL FACTOR

Un polinomio P(x) tiene a r como un cero si y sélo si tiene a x-rcomo
factor.

Algunas veces es facil localizar un cero de un polinomio, el teorema del factor
nos puede ayudar a encontrar los demas ceros del polinomio.

Ejemplo 56
Hallar los ceros de: P(x) =2x° —5x% —4x+3

Solucion

P1)=2(=1)* =5(-1)> =4(~1)+3=-2-5+4+3=0

Asi -1 es un cero. Por el teorema del factor x + 7 es un factor de P(x).Los otros
ceros los encontramos mediante la division sintética.

3.15. DIVISION SINTETICA

Supongamos que se desea dividir la funcién  polindmica
f(x)=a,x" +a, x"" +---+a,x+a,, de grado n, por una funcion de la
forma g(x)=x—r donde re Q. Entonces por el algoritmo de Euclides se
tiene:

f(x)=(x—=r)-g(x)+ R donde ¢ es un polinomio de grado n—1 R,
naturalmente, es una constante. Supongamos que ¢ tiene la forma
g(x)=b, x"" +-+b,x? +bx+b, El objetivo es determinar los
coeficientes b,_,,,...,b,, b, En término de los coeficientes de f.

Para la division sintética debemos encontrar los divisores enteros y racionales
del término independiente. Veamos mediante un ejemplo como es el
procedimiento.

Tomemos para ello el polinomio P(x)=2x> —5x* —4x+3

Los divisores de 3 son D(3) =+1,% 3 los divisores racionales son: + E
2

Ya encontramos que un cero (una raiz) es -1. Por tanto dividamos entre esta
raiz.
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¢ Qué se hicimos?

bajamos el 2 lo multiplicamos por (-1) lo escribimos debajo de -5 sumamos
el resultado es — 7 , ahora multiplicamos este resultado — 7po(- y obtenemos
7, este resultado lo sumamos con - 4 y obtenemos 3, el cual multiplicamos por
(-1) y obtenemos -3 y finalmente sumamos este resultado con 3 y obtenemos
0. Al obtener cero paramos y aplicamos el algoritmo de Eucldes.

Es decir:
P(x)=(2x* =Tx+3)(x+1)+0

Ahora factorizamos totalmente el polinomio.
P(x)=(x-3)2x-1)(x+1)

Ejemplo 57
Factorizar completamente el polinomio P(x) = s Dl Wy L S (VN

Solucion
Los divisores de 2 son * 1, *+ 2. Debemos probar con ellos hasta que uno sea
raiz (el residuo sea cero).

Probemos con 1.
P =31* +7(1)* -1 =7(1)-2=3+7—1-7 -2 =0. Como el residuo
es cero podemos dividir entre 1.

3 i of 2| 3
310 9
3 10 9 2 0 |

P(x)=(3x> +10x* +9x + 2)(x - 1)

Seguimos dividiendo hasta obtener una expresion que podamos factorizar mas
rapidamente, como una cuadratica.

AR A S TSI
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Los divisores son de nuevo + [, + 2.

Probemos con - 1.
P()=3(=1)> +10(-1)> +9(-1)+2=0

Dividimos entre - 1.

P(x)=(3x* +7x+2)(x = 1)(x +1)

Ahora factorizamos 3x° + 7x + 2, Al factorizarlo obtenemos:

(3x+6)(3x +1)
3

3x2 +7x+2=

=(x+2)(3x+1)

Por tanto el polinomio factorizado es:
P(x)=(x+2)3x+1)(x-D(x+1)

Ejemplo 583 ,
x —4x" +3
f(x)=

2 3t w5k +1

TALLER EN EL AULA DE CLASE No.13

AN

1. A) Dada f(x) = x?- 2x + 1 Calcular:

a) f(-3) b) f(a + b)
c) f(x + h) d) (x) - £(2x).
B) sea definida por: _f}'R —R hallar: %

x> f(x)=x*-3x+4. 2
a) f(-1) b) f(z - y)
c) f(x + h), d) ./(-‘f+hz—f(x) ¢ A

140



l?unas Funciones de Importancia en Ciencias ;
Administrativas y Negocios Capitulo™
FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEO :

C)Si f(x) =+/x+1. Hallar:

a) f(-1) b) f(3)
c) f(a-b) dy fle+h-f . B0
2 :

D) Sea la funcibn g R—R  definida  por

x+2 si x<2

X)) = , Hallar:
8() x2=3x si x>2

a) g(%) b) g(0) ¢) g(-2).

2 2
4
2. A)Si f(x)=x?—x g(f)=t 3:

£(3)
g(2)+1

a)f(7)-g(3)  b)
2

B) SiR(x) = S(x) + P(x) con P(x) = >

3
s(x) =— hallar:
¥

a) R(3) b) R(1/2) ¢) R(-4).

3.Sif(x) = x* y g(x) = vx. Hallar:
a) (fog)(1) b)(gof)(x) c)(fog)3)

4) Sean las funciones f : R—R y g : R—R definidas por f(x) = x*
+2x-3 , g(x)=3x-1. Hallar:

a) (fo g)(1) b) (g 0 H(~2)
c) (fof)(1) d) (g 0 g)(x)

5. Sean las funciones f : R—»R y g : R—R definidas por f(x) = x?
-3x-1], g(x)=x2 Hallar:

a)(fog)-5)  b)(gof)2)
c)(gof)-6)  d)(fog)a-b)
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2
X

x?+1

6. Si g(z,‘)=fez/"f y H(l/x)= . Hallar:

a) g(H(x)) b) H(g(t)).

7. Sean f(x) = e’ y g(x) = In x. Hallar:

a) (fo g)(x) b) (g o f)(x)
c)(fog)(vx) d)(fog)@3).

8. Si r(x) = 3/x, demuestre que: i
W r(x+ h) - r(x)]=
%’f(x +h)? +3x(x+h) + Vi

9,88 flx) = 2_x , probar que f(x) + f(-x) = 2f(-2x).
1+2

2 2
10. Sean: f(L)=Oc+L, h(L)=0° L ¥ SO="° paiar

S(f (L))
h(L)

11.8if(x)=-vX y g(x)=4-x Hallar:

a) (fo g)(x) b) Dominio de (f o g)

c) Rango de (fog) d) Grafico de (f o g).

e) Elabore el grafico de f, g y (f 0 g) en el mismo sistema
coordenado.

12. Elabore el grafico de las siguientes funciones:

a)f(x)=2x*-3x+ 1 b) f(x) =4x -3
c) f(x) = -2x + 1 d) g(x) = X2+ 1
e) f(x) = 2x° f) h(x) = 3x - &
g)f(x)= Jx+1 h)f(X)= % -1)?
) f(x) = 4-x J)ix)=N5-x°

k) 9(x) = Jx+x-20 I) f(x)=3-x
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m) 8x=1-4y n) f(x) = 3
o) f(x) = -5x - 2 p)x-y=0
q) f(x) = (-3/2)x r) T(x) = (-5/4)x

s)f(p)=-2p+7
13. Considere la funcién y =+/2 — Jx

a) Puede ser x negativa?.

b) Puede ser x mayor que 27.

c) Puede ser x = 07.

d) Cual es el dominio de la funciéon?.

14.Seanf(x)=x, g(x)=+vx—1. Hallar:

a)f+g b)f-g

c)f-g d)f/g y el dominio en cada caso.
15. En los siguientes problemas Halle:

A) Dominio de la funcion
B) Rango de la funcion

C) Grafica.
x-5x-6 x* -13x-12
=k R = e
- i x<
c)f(x)=5 d) f(x):{s ¥ 3 ¥l
2x ‘51 1<x
|x|+x
e) fix) = |2x - §| Of(x)=T
xX si ox<l 3. 8 _x»3
Q) h(x)=4x"  si 1x|<l hs(x)=1 0 »si 0Sx<5)
2x 5 x2l —2 8tk

SR
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i < 2
i gl =1 g x#l
pgx)=1-x* si l<x<2 HSfO)={1_ 1
x s oxd2 2
J25-3% & x%5 WA By oreptes
k) f(x)= Ny=
) f(x) { s s S<x )y {2;:-1 -
m) G(x) = |2x + 5| A x#=5/2
si x=-5/2
; : si s#-5
2x+3 si x<l S+5
N L(x)={8-3x si l<x<2 ©0)f(s)=
x+3 si 2<«x 0 si  §=-5

g  —4g+3 si  q#3

p).f(q)={ ) i g3

D) Trace la grafica de cada una de las siguientes funciones e
indique su dominio y rango exprésela en la forma y = f(x).

a)x* —6x-2y+11=0 b) y—/x—1=2

Ve 2 45 si —6<x<-3
i ¥ V3-x2-2x si -3<x<l
< 1 si l<x<2
lx+5  si x<—4 2x* -12x+17si  2<x<S
e){V16-x* si—4<x<4
x—6 si 4<x

16. En los siguientes ejercicios definir las siguientes funciones y
determinar el dominio de la funcion resultante.

A)f+g B)f-g C)f-g D)f/g E)g/f F)fog G)gof

R A B B A S Y Y A TP I VA R S N S M P iy
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a) f(x)=+x g(x)=x>+2
b) f(x)=4x-3 g(x)=2x-5
¢) f(x)=+x-1 g(x)=+x*-1
d) f(x)=|x g(x)=}x—il)‘
8) f(x)=x"+1, g(x)=+x

§f(x) =+, gm:%?
0 /() =a=1, glx)=223

h) f(x)=x22g(x)=xfx2 —x =2

) f(x)=x;x__l g(x)=+x-1
1 __2x—1
D= e =
g Flye . e 43
x-2 x—1
|)f(x)=xi2 g(x) =vx—1

17. Hallense las formulas de las funciones representadas en las
siguientes figuras:

y ¥ y
K\ | / :
@ = - = : »X
| % E - .

¥ y

b (a,b)

[
1
]
1

'
[
|

»X

2 3 -

I :\ 2‘3 o I
18.8ea f(x)=x"—3x—2. Encuentre dos funciones g tales
que:
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19. Sean f(x)=x> +1 g(x)=s/; h(x)=1-x

8) Encntrer [ fug)ohlx) 11 1t ie
b) ¢ Qué se puede decir de ( fog ohy fo(goh)?

20. Para cada una de las siguientes funciones:

a) Verifique que f es uno auno (o myectrva) sobre su dominio.
b) Halle la formula de correspondencia de f
c) Dibuje en un mlsmo plano las graficas de f Y

d) Verifique que STofNx)=x,y (fof )(x) x

: f(x)_——]
_9x+1
f@=1

. f(x)— x+5
x+1

21. Utilice la grafica de la funcion que se ilustra para obtener la
grafica de cada una de las funciones solicitadas.

il
2,6)
04)
(-L1)
(6.-2)\ 7

Figura 32
a)y=/(x)+1 b)y=f(x)-2
c) ¥y =/(2x) d)y= f(x+2)+1
&)V =|f(x)[+1 ny=- f(x)
g y=S(x-1) h)y—f(x+2)
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3.16. APLICACIONES DE LAS FUNCIONES

Veremos a continuacion una serie de aplicaciones de las funciones a las
ciencias administrativas y econémicas.

3.16.1.Analisis de Oferta y Demanda

El punto de equilibrio en el analisis de oferta y demanda se obtiene cuando la
oferta es igual a la demanda.

Al igualar la funcion de la oferta y la de demanda se puede determinar la
cantidad y el precio de equilibrio.

3.16.1.1.Curvas de Demanda:

En el caso mas comun, la pendiente de una curva de demanda es negativa,
es decir, a medida que el precio aumenta, la cantidad de demanda decrece y
viceversa.

En algunos casos puede ser cero la pendiente y nos indica que el precio es
constante sin considerar la demanda.

Cuando la demanda es indefinida, nos indica que el precio no importa y la
demanda es constante.

Veamos un resumen grafico:

A ¥ Precio A ¥ Precio ik ¥ Precio

Pendiente
Pendiente Cero

Pendiente

Negativa

X

»X

no definida

»X

"+ Cantidad
Demandada

Cantidad
Demandada

Cantidad
Demandada

B s ]

147



Algunas Funciones de Importancia en Ciencias
Administrativas y Negocios
FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEO

‘r Y Precio A y Precio A ¥ Precio
'\ :x / \ =x
I Cantidad : < Cantidad
»X Demandada Demandada
Cantidad
Demandada
Figura 33

3.16.1.2.Curvas de Oferta.

En el caso mas comun, la pendiente de la curva de oferta es positiva, es decir,
que al aumentar el precio aumenta el abastecimiento y decrece al decrecer
el precio. Cuando la pendiente de la curva es cero, nos indica que el precio
constante e independiente de la oferta. Si la curva de oferta tiene pendiente
indefinida esto indica que |a oferta es constante e independiente del precio.
Veamos un resumen grafico:

A y Precio A Y Precio A ¥ Precio
Pendiente
Pendiente Cero Pendiente
Positiva weadl no definida
»X »X L »\
Cantidad Cantidad > Cantidad
en Oferta en Oferta en Oferta
A ¥ Precio A ¥ Precio ¥ Precio
% g
< s
Cantidad b - - »X
en Oferta o >X e Cantidad
) Cantidad
en Oferta en Oferta
Figura 34
Nota:

Es importante aclarar que en economia y administracion se utiliza el cuadrante
positivo (el primero), sin descartar que la interseccion con y (ordenada) pueda
ser positiva, negativa o cero.

La abscisa de la intersecciéon con X puede ser negativa y por tanto quedar
fuera del intervalo de interés.

R e 1 R 2 e A A S o W A A H A SR
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Esto es razonable puesto que los productores dejan de ofrecer un articulo
antes de que el precio baje a cero.

Ejemplo 59

a) Cuando el precio de un abono es 8 unidades monetarias, hay disponibles
35 cajas en una tienda agricola, si el precio es 12 unidades monetarias hay
disponibles 40 cajas. Hallar la ecuacion de la oferta para este producto.

Solucién:
Utilizando la forma punto pendiente de la ecuacién de la recta, tenemos:
_ . 12-8 4
y-y,=mx-x) ;i m=—=—
40-35 5
4
y=—(x-35)+8
5
y= ﬂ . 20(',POI" que?.
Veamos el grafico:
A y
> X
(25,00
(0,-20)
Figura 35

b) Los productores de una compafiia han lanzado al mercado la promocién
de un nuevo producto. Para ello han asistido a un almacén y observan que
cuando el precio es 5 unidades monetarias se venden 60 ejemplares del nuevo
producto, al bajar a 3 unidades monetarias se venden 120. Cuél es la ecuacion
de la demanda®?.

T T——
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Solucion:

X =60 y=5

x=120 y=3
3-5 -2 -1

m:———~—-:‘;=7
120-60 60 30
y-5=(-1/30)(x-60) « y=-x/30+7.

Gréfico:

L 4

70 140 (210,0)

Figura 36

c) Una empresa de la ciudad y la telefénica municipal, realizan un contrato en
el cual la empresa, pagara a la telefonica la suma de 80 unidades monetarias,
al mes por llamadas a larga distancia sin limite de tiempo. Cual es la ecuacion
de oferta?.

Solucioén:
En este caso tenemos un tipo especial de funcion constante donde y = 80
unidades monetarias.

Grafico:

A ¥ precio en unidades monetarias

y=80
=+
T Cantidad

en
> X oferta _,
Figura 37
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3.17.PUNTO DE EQUILIBRIO
(EQUILIBRIO EN EL MERCADO)

De acuerdo a lo visto, para que halla equilibrio en el mercado se debe cumplir:
Cantidad de demanda igual a Cantidad en oferta.

Algebraicamente la cantidad y el precio de equilibrio se hallan resolviendo
simultaneamente las ecuaciones de oferta y demanda (siempre que se usen
las mismas unidades para x y para y en ambas ecuaciones). En algunos casos
utilizaremos las variables py q; p = precio, q = articulos.

Para que tenga sentido se utiliza el primer cuadrante por...

A precio
/ oferta

«—» Punto de equilibrio

(qosPo)
«—p» Demanda

articulos
cantidad

Figura 38

Ejemplo 60
a) Hallar el punto de equilibrio de las siguientes ecuaciones de oferta y demanda
(en algunos textos se utiliza la notacion Q = oferta, Q = demanda).

Solucion:
d: x=4y-6
o: 2y + 3x=10.

De la ecuacion de demanda x = 4y - 6 reemplazamos el valor de x en la oferta
asi:

2y + 3(4y-6)=10 «— 2y+12y-18=10

14y=28 . y=2

como y = 2 en d tenemos:
x=4(2)-6 . x=2

Punto de equilibrio (2, 2).

T n——
1 ~9
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b) Encontrar el precio y la cantidad de equilibrio si:

d p=4-q°2
o:p=2q+1
Solucién:
d=o

Luego: 4-q?=2q+1 « q?+2q-3=0.Porqué?
(q+3)(q-1)=0 . qg=-3, v,q=1.
Sdélo tomamos el punto g = 1 el que tiene sentido.

Precio: Como q = 1 reemplazamos en cualquiera de las ecuaciones y
obtenemos p = 3.

Grafico:

Equilibrio (1,3)

Garantia

Figura 39

c) Al precio de $10 la demanda de un articulo es de 400 unidades, al precio
de $4 la demanda del mismo articulo es de 1600 unidades, al precio de $5 la
oferta del articulo es nula y al precio de $10 la oferta es de 1400 unidades,
hallar el punto de equilibrio.

Solucion:
p,=10 — q,=400

Lo 410 6 1
1600-400 1200 200

p,=4 — q,=1600

p-10= (-1/200)(q—400) <« p=(-1/200)q+ 2+ 10
p=(-1/200)gq+12 (1).

P=5 — g=0
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10=5 5 1

m= = —
1400-0 1400 280

=(1/280)(q-0) — p=(1/280)q+5 (2).

De las ecuaciones (1) y (2) tenemos las ecuaciones de demanda y oferta
respectivamente.

D=0 — (-q/200)+12=(q/280)+5
(q/280)+(q/200)-7=0 <
12g-9800=0 .. q=9800/12 q=2450/3

Reemplazando en (1) 6 (2) tenemos que p=95/12
El punto de equilibrio es (2450/ 3, 95/ 12).
Ejercicio: Trazar el grafico.

d) La seccion de investigacion de mercados de una compafia recomendd
a la gerencia que fabrigue y venda un nuevo producto. Luego de amplias
investigaciones, se apoyd la idea y mediante la ecuacién de demanda
siguiente:

x = f(p) = 9000 — 30p.

donde x es el numero de unidades que los distribuidores compraran
probablemente cada mes a $p por unidad. Observe que a medida que el precio
sube, el numero de unidades disminuye. Del departamento de finanzas se
obtuvo la siguiente ecuacién de costo.

C(x) = g(x) = 90000 + 30x.

A) Exprese el costo C como una funcién del precio p.

B) Exprese el ingreso R como una funcién cuadratica del precio p.

C) Construya la grafica de las funciones de costo e ingreso obtenidas en las
partes A) y B) en el mismo sistema de coordenadas, e identifique las regiones
de utilidad y pérdida.

D) Calcule los puntos de equilibrio; es decir, encuentre los precios al valor mas
proximo en el cual R = C.

E) Cual es el precio que produce el maximo ingreso?

Solucion:

R A T P R 20T A AR L A . A R R ST PR
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A) C= 90000 + 30x pero x=9000- 30p

Tenemos entonces:

C = 90000 + 30(9000 - 30p)

= 90000 + 270000 — 900p

~.C = 360000 - 900p que expresa el costo en funcion del precio.

B) Ingreso = Precio por unidad, entonces R = p.x
R =p(9000- 30p?) .. R=9000p- 30p>

C) Grafica:

D) Calculamos primero el punto de equilibrio. Esto se logra con
R=C

9000p - 30p? = 360000 — 900p.

30p? - 9900p + 360000 = 0 Por qué?

P?—330p + 12000 = 0 Por qué?

_ 330+/108.900 — 4(12000)

p 2
33042468 p, =2884
i 2 ", SR

10

I 100 200 300 400
Figura 40

E) El méaximo ingreso se produce $150.
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Veamos: Si el costo esta por encima del ingreso (graficamente) hay pérdida. Si
el ingreso esta por encima del costo (graficamente) hay ganancia.

Aplicaciones miscelaneas

e) Cuando la libra de camarones se vende a p unidades monetarias, los
consumidores de un puerto pesquero pueden comprar D(p) = 45/(p — 4) libras
diariamente, por la pescaderia local a este precio es de O(p) = p - 8 libras.

A) Elabore el grafico de las funciones de oferta y demanda en el mismo sistema
coordenado.

B) Cual es el precio de equilibrio?.

C) Cuantas libras de camarones pueden venderse a este precio?.

D) Suponga que una gran recoleccién inusitada de camarén ocasione que la
cantidad ofrecida al precio p unidades monetarias se eleve a 3p - 10 libras.
Cuél es el nuevo precio de equilibrio?

Solucion:

A) Para elaborar el grafico es importante hallar los puntos en que se intersectan
ambas funciones; es decir, hallando los puntos o punto de equilibrio. Para ello
igualamos:

0=D; — 45/p-4=p-8 realizando operaciones
— p?-4p-45=0. Por qué?

Resolviendo:

P-9p+5=0 . p,=9 p,=-5

De estos valores rechazamos a p =-5 por qué?.

Ahora con p = 9 obtenemos en la ecuacion de oferta o demanda la imagen
asi:
0(9)=9-8=1 luego (9, 1) punto de interseccién.

B) p = 9 unidades monetarias.

C) A este precio solo se vende una libra.
D) De nuevo igualamos o =D

3p - 10 =45/p - 4 realizando operaciones
3p*-6p-45=0 .. (p-5)p+3)=0.

La solucion que tomamos es p = 5. Luego el precio de equilibrio es 5 unidades
monetarias.
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Gréfico:

e e B B B E . o e s » P
Figura 41

f) Una compaiiia muestra que la demanda por una mercancia esta dada como
una funcion de su precio en unidades monetarias p por D(p) = 985 — 7p. La
mercancia se puede ofrecer segun la funcion de oferta O(p) = p? + 10p — 65.

A) Cual es el precio de equilibrio?.
B) En cuanto excede la cantidad demandada a la ofrecida cuando p = 57.
C) En cuanto excede la cantidad ofrecida a la demanda cuando p = 100?.

Solucion:
D=0 — 985-7p=p*+10p—-65
— p*+17p—-1050 =0 factorizando
— (p+42)(p-25)=0 .. p,=-42,v,p,=25

Soélo tomamos p = 25. Luego el precio de equilibrio es:
A)p=25
B)p=15 — —(5)=985-7(5)=950

o(5) =52+ 10(5)-65=10

—acemos la diferencia para saber —n cuanto excede la oferta a la demanda
D(5) - O(5) = 901 - 199 = 702 unidades monetarias— Hagalo para—p = 12.

C)p=100 — D(100) = 985 - 7(100) = 285.
—  0(100) = (100)2 + 10~100) - 65 = 10935.

La cantidad ofrecida excede a—la demandada en 10650. Por qué?.
Hagalo para p = 20.

PO
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g) Una compafiia de fumigaciones presenta costos fijos de $4000 unidades
monetarias, con un costo de $2,5 unidades monetarias por herbicida. Los
herbicidas se venden a $6,5 unidades monetarias cada uno.

A) Cual es el costo total de la empresa?.

B) Cual es la funcion de ingresos?.

C) Dibuje las funciones de ingresos y costos sobre el mismo sistema
coordenado.

D) En qué punto se cortan las graficas?. Cual es el significado econdmico?

Solucién:
Recordemos: Costo total = costos fijos + costos variables.
Ingreso = precio por nimero de articulos.

Algebraicamente:
A) C(x) = 4000 + (2,5) x
B) R(x) = (6,5) x

Antes de realizar el grafico es importante encontrar el punto de corte de las
graficas.

C(x)=R(x) — 4000+ 25x=65x — 4000=4,0x
. x=1000 porque?

C(1000) = 4000 + 2,5(1000 ) = 6500; R(1000) = 6,5(1000 ) = 6500
C) Gréfico:
R(x)C(x)
<€—»(Ganancia

€ C(x)=4000+2,5x
(1000,6500)

<€ Pérdida
4 R(x)=6.5x

Figura 42

D) El punto de corte es (1000, 6500). El significado econdmico en este caso es
el punto de equilibrio y ademas muestra la parte de ganancia y pérdida.

R VS
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h) Una compaifiia de comestibles fabrica una galleta que exporta a Europa y
presenta las siguientes caracteristicas:

Tiene forma de disco.

Posee en su interior crema.

Debido a que los costos crecen, la compafiia reducira el volumen de su harina
en un 10%. Para lograr esto, la compafiia mantendra igual el radio exterior y su
grosor de 2 cms. Se ampliara el radio de la crema el cual tiene 2,8 cms.

La compaiiia desea hallar el nuevo radio de la crema con sus dimensiones (ver
la figura).

Figura 43

Solucion:
Ante todo recordemos que el volumen de un disco esta dado por:
Vsolido = - r? - h, donde r = radio, h = grosor.

Para nuestro problema m = 3,14. Ademas:

V, = Volumen parcial.

V, = Volumen de la crema (actual).

V, = Volumen total de la galleta (harina).
V__=Volumen nuevo de la crema.

nc

V=V,-V,
Calculemos V,

V,=(3,14)(4)* - (2) cms = 100,4 cms’
V,=(3,14)(2,8)*- (2) cms = 49,2 cms’

V,=100,4 - 49,2

51,2 cms®

Como el volumen reducird en un 10/100 conservando el radio exterior y el
grosor; trabajando con el volumen restante; es decir 90%. Tenemos:
(51,2)(90/ 100) = 46,08 cms.
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Luego:
V,= 46,08 cms.

Realizando operaciones y teniendo en cuenta que V, = 51,2 cms. Tenemos:

46,08 = 100,4 - (6,28r2).
46,08 - 100,4 = -(6,28r%). Simplificando
(-1)(-54,32) = (-6,28r%)(-1). Despejando a r tenemos:

5:23 =4+/8.65=2.94

Solo tomamos r, = 2,94 cms que es el que nos interesa, pues es positivo.

i) El costo de producir cinco unidades de un articulo es de $6500 y el costo total
de producir ocho unidades es de $7400, asumiendo que el comportamiento de
la funcién costo total es lineal, hallar:

A) El costo total en funcién de las unidades producidas.
B) El costo fijo.

C) El costo total cuando se produzcan 60 unidades.

D) El costo total cuando se produzcan dos docenas.

Solucion:
A) Se debe hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (5, 6500) y

(8, 7400). Luego:
7400—-6500 900
Primero hallamos la pendiente 7 = = =300
8-5 3
Ahora utilizamos la ecuacion punto pendiente:
y - 6500 = 300(x -5) .. y=300x+ 5000

B) Costo fijo, para ello hallamos C(0).
C(0) = 300(0) + 5000 .. El costo fijo es de 5000 unidades monetarias.

23000 unidades monetarias.
12200 unidades monetarias.

C) C(60) = 300(60) + 5000
D) C(24) = 300(24) + 5000

j) Una compaiiia Risaraldense procesadora de caféde exportacion a paises
Europeos y Norteamérica, tiene al producir el grano por kilos, un costo variable
de $0,22 unidades monetarias y costos fijos de $210 unidades monetarias.

B BR3P IAA R
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A) Cual es la ecuacion de costo lineal?.
B) Cual es el costo de procesar 500 kilos de granos de café en un dia?.

Solucién:
A) Sea y, el costo en unidades monetarias de procesar x kilos de café diarios,
el modelo para este caso es lineal; es decir tiene la forma:

Yc=mx+b.

m = costo variable por unidad.
b = costo fijo.

Aqui: m=$0,22 b=3$210 Iuego Y, =0,22x+ 210.
B) El costo de procesar 500 kilos se obtiene reemplazando:
x=500 en Y_=mx+ b. entonces:

Y.=mx+b - Y, = 0,22(500) + 210.

Y, = 320 unidades monetarias.

El grafico es el siguiente:

Recuerde que para trazar el grafico se deben hallar los interceptos, como lo
hicimos en el grafico de funciones.

AYc
Ry y.=0,22x + 210
10,210
'
re
”~
~
-
”
e
P4 > x
-954.,5
Figura 44

k) Una tienda de ropa tiene la siguiente politica: Por menos de 10 paquetes de
camisas vendidas se descuente 0,3 centavos UM. Por mas de 10 y menos de
50 se les descuenta 0,5 centavos UM paquete de camisas, y por 50 o mas se
les descuenta 0,8 centavos de UM por paquete.
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A) Exprese la tarifa de descuento que hace la tienda en funcién del grupo de
venta.

B) Cual es el dominio de la funcién?.

C) Cuanto es el ahorro para 10 paquetes comprados?.

D) Cual es el ahorro por 55 paquetes?.

Solucion:

Se trata de una funcién escalonada (compuesta), veamos porque:

Para 1 y menos de 10 se descuenta 0,3 por unidad comprada, lo que podemos
resumir asi:

0,3x si 1<x=<10

Para 10 y menos de 50 el descuento es de 0,6 por unidad, lo que resumimos
asi:
0,6x si 10<x<50

Y para mas de 50 el descuento es de 0,8 por unidad.
08x si xz250.

Lo anterior lo resumimos asi:

0308 <51 J<ixi<ll
T(x)=40,6x si 9<x<50
08x si x>50
T = tarifa; T(x) = tarifa por unidad.

B) Dominio:
DT(x)=Z* - {0}.

C) T(10) = 0,6(10) = 6 unidades monetarias. El ahorro es de 6 unidades
monetarias.

D) T(55) = 0,8(55) = 44 unidades monetarias.

Ejercicio: Elabore el grafico.

[} Una multinacional estudio los efectos nutricionales en Salmon, qués’é‘-_
con una dieta que contenia 10% de proteina. La proteina consistia €
de huevo y harina de maiz. Al variar el porcentaje P de yema en la
proteinas, el grupo de investigadores estimé que el aumento prom
(miligramos) de un animal durante un cierto periodo fue f(p),
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f(p) = (-1/50)p + 2p + 20. 0<p=100.
Halle el aumento en peso.

Solucion:
f(-b / 2a) es el maximo.

Calculemos 5
= Yo, R M

{a)

f(50) = (-1 / 50)(50)* + 2(50) + 20.
F(50) =-50 + 100 + 20 = 70; es decir, el maximo es 70 miligramos.

Ejercicio: Elabore el grafico.

m) Una compafia de investigacion de mercados firmé con el gobierno
colombiano, un contrato para producir una pelicula sobre evaluacion de las
ventas en mercados de cadena para ser usada en escuelas de mercadeo.
El costo en unidades monetarias de producir x peliculas esta dado por C(x)
= 9000 + 370x. Si la firma vende una pelicula por p unidades monetarias,
entonces x = D(p) = 1500 — 3p. se puede vender.

A) Qué precio debe cobrar por pelicula si se desea vender 330 peliculas?.

B) Exprese los ingresos de la firma R(x) como una funcién del numero de
peliculas x que puede vender a un precio determinado.

C) Determine la utilidad o pérdida de la firma si se quiere vender 330
peliculas.

D) Exprese las utilidades U(x) de la firma como una funcion del nimero de
peliculas x que se pueden vender a un precio dado.

E) Para que valores de x alcanza la firma el punto de equilibrio?.

F) Use los valores de x que usted encontr6 en E) para determinar asi los
precios por pelicula en el punto de equilibrio.

Solucion:
A) En primer lugar despejemos a p en funcion de x.

x=D(p)=1500-3p — x=1500- 3p

500 —
x-1500=3p . p= 1°02 -
Parax=330 — p= 1500-330 o 1170 . p = 390 unidades monetarias.
3 3
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Que es el precio de 330 peliculas.

B) Recordemos que ingreso = Precio por numero de articulos. Para este caso
los articulos son las peliculas por tanto:

: R(x) =

3
R(X)Z(ISOO x].x 1500x — x

C) Utilidad = Ingreso — costo total.

2 NS
U(x)=]500%—(9000+370x)<-+zj(x)=1500" X 3(9000+37OX)
— 2 i)
iy == +39{;x 27000
U330 = ~830 + 39(;(330)- 27000

U(330) = -2400. El signo menos nos indica que hay perdidas.
D) Del punto anterior:

—x? +390x — 27000

U(x)= 3

El punto de equilibrio se logra cuando R(x) = C(x).
(1500x — x?) / 3 = 9000 + 370x.

1500x — x* = 27000 +1110x realizando operaciones
x?-390x + 27000 = 0. Por que?.

Resolviendo la ecuacion cuadratica tenemos:

« = 390%+/152100 — 10800
2

«= 390++/44100
2

R A A A Y T P R A B B o P A A AU
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390210
X = 2 s x,=300
X

Los valores son x=300, v, x=90.

F)P=(1500-x)/3 ;:x=300 — p=(1500-300)/3 =40
x=90 — p=(1500-90)/3 =470

Luego:  p =400 unidades monetarias.
P = 470 unidades monetarias.

n) Una industria exportadora esta disefiando el empaque para un nuevo
producto, lo esta realizando de cartulina rectangular de 20 cms por 30 cms,
se construye una caja abierta, cortando de las esquinas cuadrados iguales de
area x y doblando hacia arriba la cartulina para formar las caras laterales (ver
figura). El fabricante quiere hallar el volumen V de la caja en funciéon de x como
base para otros empaques.

30

-~

20

Figura 45

Volumen = area de la base por la altura, (es un paralelepipedo).
Area de la base = (20 - 2x)(30 - 2x) = 4x? - 100x + 600.
V(x) = x(4x? - 100x + 600) .. V(x)=4x*-100x? + 600x.

o) Para propodsitos de seguridad un fabricante planea colocar una barda en
un area rectangular de almacenamiento 10800 cms? adyacente a un edificio,
utilizando a éste, como uno de los lados del area que se debe cubrir (ver figura)
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la reja que corre paralela al edificio queda frente a una carretera y costara $3
unidades monetarias por cada cm instalado, en tanto que la reja para los otros
lados cuesta $2 unidades monetarias por cm instalado.

Expresar el costo como una funcion de x.

Edificio
4 Y
X
carretera
Figura 46
Solucion:
xy = 10800 cms? (area) .. y=10800/x.

Costo por el lado x es C, = 3x

Costo por el lado y es C, = 4y

Costo total = 3x + 4y.

Comoy=10800/x — C(x)=3x+4(10800/x)
C(x) = 3x + 43200 / x. ($/cm?).

p) Un terreno en el cual se va a sembrar Naranja tiene forma de triangulo
rectangulo, con los lados 80, 120, y 144,2 metros. Encontrar las dimensiones
del almacén cuya area rectangular de piso sea el maximo que se pueda
construir en el terreno que se muestra en la figura.

80

Figura 46

Solucion:
Area del triangulo = (base por altura) / 2.

AR S 0 . T e
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F(x, y) =x -y por triangulos semejantes:

y 120-x 80120 -x) 2

= “ = =—(120-

180 120 Y= 20 Yorgh 05 ¥
2 2,

Ax)=x 3(120—x) A(x)=80x—§x

El maximo se obtiene con
f(—b) . zh_ =80 _

E 2a_ 22
3

f(60) = 80(60) - 2/3(60)* = 2400 area maxima.

q) El ingreso mensual R obtenido por vender abonos es una funcion de la
demanda x del mercado, el ingreso mensual y la demanda son:

R=400p-2p y x=400-2p.
Cbémo depende R de x?

Solucion:

SiR=f(p) y p=g(x), Rpuede expresarse como una funcién de x por medio
de la composicion:

R = (f o g)(x). La funcion de f(p) esta dada por:

R = f(p) = 400p - 2p sin embargo, con objeto de obtener g(x) expresamos p
como funcion de x, asi:

p = 1/2(400 - x) sustituimos a p en R y obtenemos:

R = 400 - 2p*.

= 400(1/2)(400 - x) - 2(1/4)(400 - x)2.

= 200(400) - 200x - 80000 + 400x - (x?/ 2).
R = 200x - 0,5x2

Asi expresa el ingreso mensual R como una funcién de la demanda x en el
mercado.
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TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 14

1. La funcién de demanda para un producto de un fabricante es p=
f(p) = 1300 - 3¢, en donde p es el precio (en unidades monetarias)
por unidad cuando se tiene una demanda semanal de g unidades.
Calcule el nivel de produccion que maximiza los ingresos totales
del fabricante y determine el ingreso.

2. Una microempresa estima que t meses después de la
introduccion, del producto nuevo de un cliente, f(t) millares de

familias, lo estaran utilizando en donde f(f)=——¢* + 7t + 30
3

Calcular el nimero maximo de fincas en las que se empleara dicho
producto.

3. Determinar la cantidad de punto de equilibrio de una empresa,
dados los siguientes datos: costos fijos totales, 1300, costos
variables por unidad $3. Ingresos totales por la venta de g unidades,
dado por:

R =100,/q

4. Considere que se requieren $40 unidades monetarias de costos
para fabricar 10 unidades de un producto, y que el costo de 20
unidades es de $70 unidades monetarias. Si el costo C esta
relacionado en forma lineal con la produccion que determine la
ecuacion lineal que relaciona C y g calcule el costo para fabricar
35 unidades. Elabore el grafico.

5. El departamento de investigacion de mercados de una empresa
recomendo a la gerencia que la compafia fabrique y venda un
nuevo producto prometedor. Después de amplias investigaciones,
el departamento apoy6 la recomendacion en la ecuacion de
demanda: x = f{p) = 6000 - 3p.

Donde x es el numero de unidades que los distribuidores compraran
probablemente cada mes a $p unidades monetarias por unidad.
Observe que a medida que el precio sube, el niUmero de unidades
disminuye. Del departamento de finanzas se obtuvo la siguiente
ecuacion de costos: C(x) = 72000 + 60x.

R A R A SR R,
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Endonde $72000 unidades monetarias es el costo fijo (manufactura
y gastos generales) y $60 unidades monetarias es el costo variable
por unidad (materia prima, ventas, transporte, almacenamiento,
etc.) la ecuacion de ingresos (cantidad de dinero R, que recibe la
compafia por vender x unidades a $p unidades monetarias) por
unidad es R = x - p y finalmente la ecuacién de utilidad es U =
R-C.

a) Exprese el costo C como una funcién lineal del precio p.

b) Exprese el ingreso R como funcion cuadratica del precio p.

c¢) Construya la grafica de las funciones costo e ingreso, obtenidas
en las partes A) y B) en el mismo sistema coordenado, e identifique
las regiones de utilidad y pérdida.

d) Calcule los puntos de equilibrio, es decir, encuentre los precios
al valor mas préximo en el cual R = C.

e) Calcule el precio que produce el maximo ingreso.

6. El frijol tiene un costo de 30c de UM para cantidades hasta de
60 libras y de 25c de UM por libra, en el caso de cantidades por
encima de la 60 libras. Si C(x) denota el costo de x libras de maiz,
exprese C(x) como una funcion de x. Elabore el grafico.

7.Un fabricante de botones de lujo para Chaquetas vende a UM$6
cada una. A este precio, los consumidores han comprado 3000
botones por mes. El fabricante desea aumentar el precio y estima
que por cada incremento de UM$1 en el precio, se venderan
1000 botones menos cada mes. Los botones pueden producirse
a un costo de UM$ 4 cada uno. Expresar la utilidad mensual
del fabricante como una funcion del precio al que se venden los
botones ; elaborar la grafica y calcular el precio 6ptimo de venta.
del precio al que se venden los botones; elaborar la gréfica y
calcular el precio.

8. La produccion de Jeans esta dada por (500 - 5x) , en donde x es
la densidad de la tela del Jean que se fabricara (es decir, el nimero
de Jeans por metro). Determine el valor que haga de la produccion
total por Jean un maximo. Elabore el grafico aproximado.

9. La demanda x de Turrones de arequipe de exportacion esta
dado por x = 200 - 15p, en donde p es el precio por unidad de
turrén. Elingreso mensual R obtenido de las ventas de este articulo
esta dado por: R = 2000 - 15p. Como depende R de x ?.
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10. Un fabricante ha encontrado que el costo de produccion
de sus primeras x unidades es de C(x) = 4x? - 11x - 3 unidades
monetarias.

a) Cual es el costo de fabricacion de las primeras 10 unidades?.
b) Cual es el costo de fabricacion de |a vigésima tercera unidad?.

11. El pargue de diversiones cobra la entrada a €l con la siguiente
politica: Nifilos menores de 2 afios no pagan; nifios entre 2 y 12
afios pagan 0,4 unidades monetarias y mayores de 12 afios de
edad pagan 0,6 unidades monetarias. Exprese la tarifa de entrada
como una funcién de la edad de la persona y trace el grafico.

12. Una compaifiia desea fabricar un bote cilindrico con el fin de
guardar agua para situaciones de emergencia. El bote tiene 200
cms® de volumen. Halle las dimensiones que debe tener para
emplear la menor cantidad posible de material y elabore el grafico.
(ver la figura).

/__\ x=radio Area =2nr’ + 2nrh
N | v=altura ygjumen = nrlh

——
- —
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13. Una empresa que fabrica fertilizantes tiene costos fijos de $300
unidades monetarias y el costo de mano de obra y del material es
de $15 unidades monetarias por fertilizante. Determine la funcion
de costo, es decir, el costo total como una funcién del ndmero
de fertilizantes producidos. Si cada fertilizante se vende a $25
unidades monetarias, encuentre la funcion de ingresos y la funcion
de utilidades.

14. Un microempresario puede comprar manzanas al mayorista a
los precios siguientes: 30c de dodlar por kilo si adquiere hasta 30
kilos; 25c de dolar por kilo para cantidades entre 30 y 60 kilos; 15¢
de ddlar por kilo para cantidades mayores de 60 kilos. Determine
el costo C(x) de adquisicién de x kilos de manzanas.

T m———
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15. El ingreso R obtenido por vender x unidades esta dado por
R(x) = 50x - 0,02x2, Determine el nimero de unidades que deben
venderse al mes de modo que maximicen el ingreso. Cual es el
ingreso maximo?.

16. Una compaiiia vende un producto a razén de 65 unidades
monetarias por unidad. Los costos de materia prima son de 25
unidades monetarias por unidad, los costos por mano de obra son
de 20 unidades monetarias por unidad, los costos de embarque
son de 5 unidades monetarias por unidad y los costos fijos anuales
son de 75000 unidades monetarias.

a) Determine la funcién de utilidad U(x), en donde x es igual al
numero de unidades vendidas.

b) Cuantas unidades se deben vender a fin de obtener una utilidad
anual de 150000 unidades monetarias.

17. Una compafiia vende un producto a razén de 75 unidades
monetarias por unidad. Los costos por mano de obra son de 30
unidades monetarias por unidad, los costos de embarque son de
10 unidades monetarias por unidad y los costos fijos anuales son
de 85000 unidades monetarias.

a) Determine la funcion de utilidad U(x), en donde x es igual al
numero de unidades vendidas.

b) Cuantas unidades se deben vender a fin de obtener una utilidad
anual de 160000 unidades monetarias?.

18. Una organizacion de empleados de una empresa planea salir
de excursion a la isla de San Andrés y esquiar alli en el fin de afio.
Se ha acordado con una pequefia compafiia de esqui acuatico
en donde ademas se proporcionan alimentos, equipo, habitacion
y boletos de cine, a un costo de $200 unidades monetarias por
persona, y un costo fijo de 1500 unidades monetarias por el arreglo
de actividades especiales. Los costos de transporte se espera que
sean a razén de 50 unidades monetarias por persona. La empresa
carga a cada empleado 235 unidades monetarias por el paguete
completo (incluido el transporte).

a) Cuantos empleados se requieren a fin de obtener el equilibrio?.
b) Si la empresa subsidia el viaje contribuyendo con 700 unidades
monetarias, cuantos empleados se requieren?.
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19.Una firma esta desarrollando una campana publicitaria por t.v. los
costos del desarrollo (costos fijos) son de 10000 unidades monetarias,
y la firma debe pagar 10000 unidades monetarias por minuto por las
intersecciones de t.v. Lafirma estima que cada minuto de publicidad, da
por resultado unas ventas adicionales de 50000 unidades monetarias.
De estos 50000 unidades monetarias, se absorben 37000 en cubrir
los costos variables de produccion de los articulos y deben emplear
10000 unidades monetarias para pagar el minuto de publicidad. El
resto es contribucion al costo fijo y a la utilidad.

a) Cuantos minutos de publicidad son necesarios para recuperar
los costos de la campafia publicitaria?.

b) Si la firma emplea esta campafia para intersecciones de
60 minutos, determine los ingresos totales, los costos totales
(produccion y publicidad), y la utilidad total (o la pérdida) resultantes
de esta campafia publicitaria.

20. Una empresa consulta sobre el costo de publicidad en
television y encuentra que: El costo neto (sin incluir el costo fijo),
de grabacion de un minuto de un determinado comercial es de 500
unidades monetarias y el costo total de grabacion de 5 minutos
del mismo comercial es de 2400 unidades monetarias. Asumiendo
que el comportamiento de la funcion costo total, es lineal, hallar:

a) El costo como funcion total de la duracion del comercial.
b) El costo fijo.

c) El costo de un comercial de media hora.

d) El costo total de un programa de 45 minutos.

e) El costo total de un programa de 70 minutos.

21. Se desea construir un tangue sin tapa de altura y metros y de
base cuadrada de lado x metros, de tal manera que el area lateral
y la del fondo suman un area de 9 m* Entre que valores debe
esgar x para obtener un tanque con una capacidad mayor o igual
a 3

2
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22. Suponga que la investigacién de mercados, encontré una
ecuacion de demanda dada por ¥ = 2000-20p y la ecuacion de
costo dada por C' = 2000+ 20x.

a)Exprese el costo C como una funcién lineal del precio P,
b)Exprese el ingreso R como una funcién cuadratica del precio P.
c)Construya las graficas de costo e ingreso en el mismo sistema
coordenado, e indique las zonas de pérdida ganancia y punto de
equilibrio.

d) Calcule el precio que produce el maximo ingreso.

23. Un fabricante produce filtros para purificacion del aire a un
costo $UM 2 por unidad. Los filtros se venden a $UM 5 cada uno.
A este precio, los consumidores compraron 5000 resortes al mes.
El fabricante planea aumentar el precio de los filtros y estima que
por cada incremento de $UM 1 en el precio, se venderan 500 filtros
menos cada mes. Expresar |a utilidad mensual del fabricante como
funcién del precio de venta de los filtros. Trace el grafico y sefiale
el punto maximo.

3.18. FUNCION EXPONENCIAL

En matematicas como en la vida cotidiana las funciones exponenciales son
importantes, pues con ellas podemos encontrar aplicaciones en crecimiento de
poblaciones y crecimientos biolégicos, etc.
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La funcion:

X . .
f(x) =da , x numero real con a > 0 y a#0 se denomina funcién
Exponencial con base a.

Propiedades.
Si a,be R" y x,y€ R, entonces:

d) = =a" (a #0)

e) a‘é)x =ax .bx
ax

Hl—| =—(®b=#0

) ) b"( )

<

b

gSia"=a" & x=
ol a =" & gs

Graficos de la funcion exponencial con base a.

AY
16

\ 4

432

1-4

Figura 47



Algunas Funciones de Importancia en Ciencias
Administrativas y Negocios
FUNCIONES BASICAS CON APLICACIONES EN ECONOMIA, NEGOCIOS Y MERCADEQ

Capitulo™

Caracteristicas:

a) Su dominio corresponde a todos los nimeros reales.

b) El rango esta dado por: (0, + o)

c) Es creciente.

d) Su corte con el eje y es el punto (0, 7). No toca el eje x. Se dice que es una
curva asintética

Para la segunda forma de la curva cuando x es negativo ella tiene las siguientes
caracteristicas:

Caracteristicas.

€) Su dominio corresponde a todos los nimeros reales.
f) El rango esta dado por: (0,+ o)

g) Es decreciente.

h) Su corte con el eje y es el punto (0,1).

No toca el eje x. Se dice que es una curva asintotica.

El grafico es el siguiente:

A y
- 3
L 2
2 7 p 7 "X
$-1
L3
Figura 48

Dentro de la funcién exponencial aparece una muy importante que cumple con
las mismas caracteristicas y graficos, la diferencia la hace la base e.

fx)=¢
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Recordemos que el numero e tiene un valor aproximado de
2.718281828462...

Ejemplo 61 3
Trazar el grafico de: V = 2
Solucion:
Hacemos una pequefia tabulacion:
X 0 1 2 3 -1 -2 -3
y 1 2 4 8 1/2 1/4 1/8
Grafico:

4 2 kel 1 2

=Y

1-1

$2

Figura 49

Existen graficos un poco mas complejos como por ejemplo:

fey=2—

Hacemos una tabulacion:

X 0 1 2 -1 -2
y 3 1 1/27 1 1/27

S S S O
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AY

TI

+-1
Figura 50

Esta curva es similar a la famosa campana de Gauss y que en estadistica se
conoce como distribucion normal.

3.18.1. Ecuaciones Exponenciales

Para resolver ecuaciones son muy importantes las propiedades pero en
especial

Sia*=a" x=y
Sia*=b"=a=b

Ejemplo 62
Resolver las siguientes ecuaciones:

)32)4? 1 9
) 8y+2

) 2!+2 - 1
dyppw’-10wH6 _ 4
) (3n +1) =(n+7)"

f) f22x+1 L

32
Solucion:
a)3>1-9=32 = 2x—1=2 .. x=23/2 Utilizamos la propiedad g).
b)2" =8 = 27 =20 & y=3(y+2) = y=3y+6 . y=-3

2:+2

c)e¥?=1=e’ & 24+2=0= 2t==2 .. t=—1

A R N A B St Fot R AT AP SR S T
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2 i
Ay 1 1= ! & W -10w+16=0 & (w-8)(w—-2)=0
w=8 0,w=2

e)Bn+1)'=(n+7)" © 3n+l=n+7 =23n-n=7-1
2n=6 .. n=3

Utilizamos la propiedad h).

=

2x+]

23 =2—5

Sox=-8

2x+1

=5=2x+1=-15 = 2x=-16

3.19. FUNCION LOGARITMICA

La funcion:
y=f(x)=log x & a’'=x

Se denomina funcién logaritmica de base a.
La funcién logaritmica y la exponencial son funciones inversas.
El logaritmo es la potencia a la cual a debe elevarse y para obtener x.

Caracteristicas

a) El dominio corresponde a los nimeros reales positivos (0,+0)
b) El rango es el conjunto de los nimeros reales.

c) Si a> 1lagrafica de la funcion es creciente en todo su dominio.
d) Si 0<a <1, la gréafica es decreciente.

El corte con el eje x es en el punto (1, 0).

Gréaficos:

A R N R B P A e S
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Ay
+2
11
e 5 >
+-1
y=fx)=logx < ad=x
Figura 51
Ay
13
y=logax (0<a<l)
42
41
: . " >
-1 1 2 X
17
$-2
Figura 52
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Propiedades
a)log, x-y=log, x+log, y (propiedad del producto)

b) loga[fJ= log, x—log, y (propiedad del cociente)
y

c)log, x" =nlog, x (propiedad de la potencia)
d)log, a=1
e)log 1=0

Aplicacion de las propiedades

Ejemplo 63
Escribir como suma o diferencia.

a)log,

(thb

a

b)log,

u
\
Solucion:
Para resolver estos ejercicios debemos utilizar las propiedades anteriores

y teniendo en cuenta cual se utiliza primero. Por ejemplo para el caso a)
utilizamos primero el cociente, luego el producto y finalmente la potencia.

3
Brzigs 3 )
a)log, .5 =log, T°H* ~log, z°

5
Z%

3
=log, T° +log, H* —glogbz

=3long+%long—%10gb z

Para el ejercicio b) primero bajamos la potencia exterior de la expresion y
luego hacemos lo del ejercicio a).
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R"t" \m n R*E
b)log, =—(10g4 : ]

u" m u

= i(1084 R" 1" —log, u")
m

=" (wlog, R+blog, t—alog, u)
m

n-w n-R n-a
—1log, R+—1log, t———log, u
m m m

Hagamos ahora el caso contrario.
Escribir como un solo logaritmo.

Slog, (v~3)+log, ¥~ 12log, w
Solucion: |
=log, (x—5)" +log, x° —log, w"
1
= log(x—5)"-x* —log, w"
1

“ 1

w"

=log

Al igual que la funcion exponencial, existe para la funciéon logaritmica una
funcion llamada logaritmica natural que tiene como base el nimero e. Dicha
funcion esta dada por:

f(x)=Lnx o f(x)=log, x

Cumple las mismas propiedades y su grafico es igual.
Propiedades conjuntas exponencial y logaritmica.

. log, x = x
X
,log, a =x
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3.e™" =X
4. Lne’ =x

3.20. ECUACIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Para resolver ecuaciones exponenciales y logaritmicas utilizamos las
propiedades de ambas funciones y la definicion de logaritmo.

Ejemplo 64
Resolver las ecuaciones:

a)log,,(7x—-2)—log (x—2)=1
b) log, (x+1)+log,(3x—-5)=log,(5x-3)+2

Solucién:
a)log,,(7x—=2)—log,,(x—2)=1

e i % b e | 222 | 0F 5 g0 =102~ 20
10 2

x—2
Tx=10x=-20+2 = -3x=-18 ... x=6

b) log,(x +1) +log,(3x —5)=log,(5x—-3)+2
=log,(x+1)(3x—-5)—log,(5x-3)=2
Ko, (x+1)(3x-3) e (x+1)(3x-5)
(5x-3) (5x-3)
3x*-2x-5
5x-3
8’ —-22x4+7=0 .. x=10 ,x=1/3

): 2% por definicion

=4 = 3x*-2x-5=20x-12

¢) N'°810¥ = 1000 N2

Solucién:
Tomamos logaritmos con base 10 en ambos lados.

11
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log,, N'*919* =log,,1000N*

log,, N -log,, N =log,,10° +log,, N*
(log,, N)* =3log,, 10+ 2log,, N
logm2 N —2log,, N-3=0

Si observamos con cuidado la Gltima expresion es una ecuacion cuadratica.
Hacemos un cambio de variable para ver mejor la expresion:

u=log oN

u?=2u-3=0

=30 u=rl

Rechazamos la solucion negativa, puesto que no existe solucion para logaritmos
negativos.

Recuperando la variable tenemos: logyN=3 .. N= 10° =1000

TALLER EN EL AULA DE CLASE No. 15

1. Escribir como suma o diferencia.

! 4 i

4 7 w ‘E?-
a) l()g3 xz y} b) logm =513
AR A?

2. Resolver las siguientes ecuaciones.

sl f3x+4 -0
i

b) 103.1‘+7 :87641) 3
c)(0.9)* " =13.8"" i
d) logg(x +4) + logg 2 =logg x*

€)9* +4.3" =12
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3. Escribir como un solo logaritmo.

a) log.(2x+7)+log,.(2x—1)—log,(x+ 6)

1
b)log, 4—3log, B+%logb iy

4. Grafique las funciones.

a) f(x)=log;x
b) S (x)=In(x +2)
c) f(x)=log,,, x

3.20.1. Aplicaciones de las Funciones Exponencial vy
Logaritmica

Es muy comun encontrar aplicaciones en todas las ciencias de estas
funciones

1. Laura Catalina tiene una exportadora de leche con la cual negocia a estados
unidos y Puerto Rico, ella esta interesada en conocer el numero de bacterias
en un cierto cultivo de bacterias de la leche después de t horas, ella encontré

e 0.011
gue este estd dado por Q(t) = Qoe Si hay 400 bacterias inicialmente,
Jcuantas bacterias estaran presentes después de tres dias?

Solucién:

Parat =0 tenemos
400 = Qoeo'm‘o’ = 400=0,

En tres dias habra:
0(72) = 400" = 400(2,05443321064) = 821,77

Hay crecimiento de las bacterias.

2. Secree que en muchos modelos de ventas tienen un crecimiento exponencial
dado por:

P=f(t)=Pe"

e B A R D O S S S S S
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Donde P es la poblacién en el tiempo t, P, indica la poblacién cuando t=0 y k
es la constante de crecimiento (tasa porcentual de crecimiento). Determinar el
periodo para que una poblacién duplique el consumo de un producto.

Solucion:
Si se duplica la poblaciéon de consumo inicial, ﬂ =1
P Po
Luego: — = ¢ la poblacion se duplicara ClilangZ e"" = 2 Tomando logaritmos
n

a ambog‘lados tenemos: k-t=1n2 .. ;:7.

Si la constante de crecimiento de un determinado producto es 0.4 y t se expresa
en horas, el tiempo que tarda la poblacién en duplicar el consumo :

b= ln_Z =1.733 horas.
0.4
3. Vida media.

- — . . - ~kt
Una funcién de decaimiento exponencial tiene |la forma general V= VO e

Donde V es el valor de la funcién en el tiempo t, V, indica el valor de la
funciéon cuando t = 0 y k es la constante de decaimiento (tasa porcentual de
decaimiento).

Muchos procesos naturales se caracterizan por el comportamiento de deterioro
exponencial. Uno de los mas utilizados es el de la pérdida por mal estado
de algunas productos perecederos. Una de las medidas utilizadas es la vida
media. Es el tiempo que una cantidad de cierto alimento perecedero tarda en
ser reducida por un factor de V%

Supongamosk que la cantidad de frutas se calcula por medio de la ecuacion
V =V, -e™" Lacantidad de pulpa de frutas se reducira a la mitad cuando:

K =S
V(’
et =05

Tomando logaritmos a ambos lados tenemos:

—-k-t=Ln0.5
In0.5
iE—
=k
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La constante de dafio de de fruta es k = 0.0244, donde t se mide en dias. Una
cantidad de esta se dafara en la mitad de su tamafo si:
In0.5

=———=28.40 dias.
-0.0244

4. Una de las funciones importantes en mercadeo es la funcion logistica la cual
esta dada por:

fl=—2 i

1+B-e**’

Su gréfico es:

5. En la comunidad de un barrio de Pereira se realizé el lanzamiento de un
nuevo producto comestible el éxito fue tal que t semanas después de su
lanzamiento f'(¢) personas lo habian consumido, donde:

£ = 500

1+15¢**

Cuantas personas habia probado el producto a) en el lanzamiento, b) después
de 3 semanas, c) después de 10 semanas.

Solucion: .
NSO = oo =2
400

B D U e e B R A T B S SRR SO
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k-

400
10)=——— =399
C) f( ) 1+1567()0-|m)

¢ Qué ocurre si continda indefinidamente?

Solucion:
Al decir indefinidamente quiere decir infinito por tanto (simbolicamente)
tomamos una cantidad muy grande que simbolizamos por: co

400 400
co)= = - 400
F(=) 14157 1+0

400 compraran el producto.

6. Supéngase que se invierten $UM 1000 a una tasa de interés anual del 5%.
Calcular el saldo después de 10 afios si el interés se capitaliza.

a) Trimestralmente b) mensualmente c) Diariamente d) Continuamente.

Solucioén
a) Para calcular el saldo después de 10 afos, si el interés se

kit
capitaliza trimestralmente, aplicar la formula A(f)=P|1+ A con
t=10,P=1000,r=0,05 y k=4 k

40
A(iO):IOOO(] + Ofi)‘j] =SUM 1643.61

120
b) A(lO)leOO(l +% =$UM 1647.009

005 3650
0)A(]O)=1000[1+3'65) = SUM 1648.66

d) Para el interés capitalizado continuamente emplear la formula A(¢) = Pe
cont=10,P=1000 y r=0.05

A(10) =1000e" =1648.72
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MISCELANEA No. 3

1. Resolver las siguientes ecuaciones:
a)2-5%2 =32 p)log, (x +1)+log, (3x —5)=log,(5x -3) +2

c)log;(2x —1)—log;(5x + 2) —log(x —2) =2

x+l x+2
dp S rags o gyls bl B ug
8 5

2. Dad la ecuacion:

1 0.8
w= 1000(—)
2

Demuestre que:

3-log,w 3Inl10—-Inw
lo S
gm[ log,, 2 ] 10810( In2 ]
x= =

» 0,
3log,2-1 3log,, 21

3. Resolver las ecuaciones.

a)5*' =18
b)§a+3) =(2a-95)’
olog, 27 =log, 27

4. Escribir como suma o diferencia.

35A2uH4

a) In| ————
0

=3 3

b) log, 3 f{

AT
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5. Escribir como un solo logaritmo.
a)ln3x+%lnw—7ln(2—l)

b)31n(x—2)—%ln(x+4)—lnc

6. Simplificar.

a)6loghx b) 36]03\‘,6

7. Trazar el grafico de:

a) f(x)=2"" b f(x)=log, x

C)f(x)=10g1.-’3x : d)y=37e"
e)y=10-e°""" f)y=4"-'1

8. Una sola bacteria gastrica se divide cada media hora para producir dos
bacterias completas. Si se empieza con una colonia de 6000 bacterias, después

de t horas habra B = 6000 - 22't bacterias. jCuanto tiempo pasara para
que B = 1000 000?

9. La venta de lamparas para fincas x se calcula mediante la ecuacion:

([
K Ir, Hallar el valor de I.

10. Si [H"' |=3.0%107 4Cual es el pH?

11. En un barrio de Pereira la publicidad de venta de cierto articulo se calcula
que f(t) personas la conocen t semanas después de su aplicacion, donde
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30
14+10e™*™

f ()=

¢ Cuantas personas compran el producto gracias a la publicidad
a) inicialmente?, b) después de 7 semanas?, c) después de 14 semanas?, Si
es indefinidamente cuantas lo compraran?.

12. Un producto agricola de exportacion debe tener ciertos cuidados para que

—0.05¢t
no se dafie, este sigue la férmula Q= Qoe donde t estd medido en dias.
Cual es la vida media de este producto?

13. Una poblacién de bacterias crece de manera que su tiempo de duplicacién
es de 40 horas. Si la poblacion consta hoy de un millén, ¢ cual sera la poblacidn
en 160 horas?

14. Cierta sustancia médica de exportacion tiene vida media 3 ;Qué fraccion
de una cantidad inicial quedara después de 243 dias?

15. Trazar el gréafico de:

a)y:—i—x—s b)y:3x

c)y=3x+7 d)y=5x"+9x-2
e) y =6x"—10x—4

16. Un medicamento inyectado por via intramuscular a un adulto de 37 afios
sigue laley f(t)=3t" —5t—2. Dondeten milésimas de segundo es el tiempo
de llegada de la sustancia al torrente sanguineo. ; Cual es el tiempo minimo de
llegada de la sustancia al torrente sanguineo? Trace el grafico y explique.

17. Si una cantidad crce exponencialmente, variando en 10% cada mes, ¢al
cabo de cuantos meses habra triplicado su valor inicial?

18. Hallar el valor de n que cumpla la siguiente igualdad.

A A P R R SR R S PRGOS
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702507 =

45600 | (1.02 Y
0,035-0,02| |1.035

19. Un cliente solicito unpréstamo a una cantidad financiera por $UM 36000,
con el acuerdo de que pagaria tanto capital como los intereses, en 12 pagos
mensuales de $UM 4080 el primero, $UM 3900 el tercero y asi sucesivamente.
Hallar la suma total de los pagos efectuados.

20. La venta de cierto producto ( en libras por Cr(r)zjg hpuede calcularse

aproximadamente mediante la formula PA =15.9¢" .Donde hesla
cantidad de personas que lo compran . Construya la grafica de esta ecuacion
para el intervalo 0 < A <12,

21. Una empresa Ecologica tiene registros sobre contaminacién ambiental
causada por algunas industrias e indican que cerca de un barrio de la
ciudad de Pereira la contaminacion en partes por millon estd dada por
N =100(1 - e“o'z') Numero de contaminantes por millén y t es el nimero de
semanas de contaminacion. Construya la grafica para 0 <t < 50.

22. Después de una larga investigacion, dos estudiantes del curso de
humanidades de la Fundacion Universitaria del Area Andina de Pereira
encontraron que si los miembros de un grupo étnico de los cerros del valle de
Cécora de limpieza y descontaminacion de 10 se clasificaron segun el nimero
de veces en que cada uno participa en dicha limpieza, el nimero de veces, N(L)
la L — ésima persona clasificada que participd, se calculé aproximadamente
mediante laley N(L)= L, e "™ 1< L <10

Donde L, fue el niumero de veces de la persona que obtuvo la mayor clasificacién
de especies en los cerros. Construya la ecuaciéon suponiendo L, =100,

REPASO DE CONCEPTOS

1. Senale la respuesta correcta.

a) Una funcion es una regla que asigna a cada numero del conjunto de
partida una y sola una imagen en el conjunto de llegada.

b) Una funcidn es una regla que asigna mas de un valor en el conjunto de
llegada.
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¢) Una funcién asigna como minimo dos valores del conjunto de partida al
conjunto de llegada.
d) Ninguna anterior. a

x+2y—-8=0

2x+4y+4=0
a) (3,-2) b) (3,-5) c)(3-1) d)Vacio.

2. La solucion del sistema de ecuaciones: esta dado por:

3. Un laboratorio de productos quimicos desea surtir un pedido de 500 litros de
una soluciéon acida al 25%. Si se tienen disponibles en el almacén soluciones
al 30% y al 18%, ¢Cuantos litros de cada uno de ellas se deben mezclar para
cumplir con el pedido?

4. ¢ Cual es la definicion de logaritmo?

5. Un modelo exportacion de cierto producto esta dado por D =k(1—e ™),
Donde x es la cantidad de contenido del producto el numero de productos
empacados , ky rson constantes. Compruebe que:

k
xr=1n
(5)

6. La pendiente de una recta esta definida por un en y sobre
un en

7. Senfale la respuesta correcta.
Una funcion en la cual todos los elementos del conjunto de partida estan
asociados con un Unico electo en el conjunto de llegada se denomina:

a) Funcién constante porque no sobran elementos en el conjunto de
llegada.

b) Funcién constante porque sobran elementos en el conjunto de llegada.

c¢) Funcién constante porque cada elemento del conjunto de partida tiene
una sola imagen.

d) Funcion constante porque laimagen es la misma para todos los elementos
del dominio.

A e B S N A P A e
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8.Si f(x)=5-3x, el valor de f(a + 1) esta dado por:

a)2-3a b)5-3a
¢j3a-2 d)4—3a

9. El modelo de blanco anico, impacto Unico de la letalidad inducida por
radiacion, esta dado por la ecuacion:
-D
S — i = eD"-' 5
N, Donde S es la fraccion superviviente, N el nimero de células
que sobreviven a una dosis D, N, el numero inicial de células y D,, una dosis
constante relacionada con la radio sensibilidad celular. Hallar el valor de D.

13. Una compariia Pereirana deposita hoy la suma de $UM 5000000 en
una cuenta de ahorros que paga interés del 2% mensual. Hallar la cantidad
acumulada dentro de 5 afios en la cuenta de ahorros.

14. Una compafiia Dosquebradense que fabrica partes para DVD estima que
el porcentaje de partes para DVD esta dada por:

78

F(t)=
- 1+31.87¢e% (0s¢<15)

Donde t se mide afios, con t = 0 correspondiente al inicio de 1987 ;,Qué
porcentaje de partes tenian estos partes al inicio de 1987 y de 20057

15. Resuelva las siguientes ecuaciones

2
glI**2=] p (%] =1 ¢)(Inx)’ +2Inx=0
d) 10815 (4x ~1)=0 e)In(3x—1)+In(x-1)=0
N 2+e =1 34+ _ i g)log, ;3 2x —log, 5 (x +1)=2
2 —_— f—
hy Inv/x =+/Inx i)ln(LleJﬂn(x—:s):o
x —

e T .
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16. En cada uno de los ejercicios use el logaritmo natural para despejar a x en
funcion de y.

17. La compafiia AB computadores S.A ha observado que la demanda
mensual de su nueva linea de computadores t meses después de introducirlos

al mercado esta dado por P(£)=2000—1500¢ % (¢>0)

a) ¢Cual es la demanda después de un mes, un afo, tres afios y cinco
anos.
b) trace el grafico.

18. Un fabricante del municipio de santa Rosa de Cabal puede producir
artesanias a un costo de UM$ 2 por unidad. Las artesanias se venden a UM$ 5
cada uno. A este precio, los consumidores compraron 4000 artesanias al mes.
El fabricante planea aumentar el precio de |las artesanias y estima que por cada
incremento de UM$ 1 en el precio, se venderan 400 artesanias menos cada
mes. Expresar la utilidad mensual del fabricante de artesanias como funcién
del precio de venta de las mismas.

19. La gerencia de una empresa determina que los costos fijos mensuales
correspondientes a la divisidbn que fabrica cierto tipo de componente para
impresoras asciende a UM$122000. Si el costo de produccién de cada
componente es de UM¢ y cada componente se vende a UM$1.20, encuentre
las funciones de costos, la de ingresos y de ganancia de la compafiia.

PROBANDO NUESTRAS COMPETENCIAS

1. El dominio de la funcién f(x) = esta dado por:

=
) (—o0,— 3) U [4,0) b) (—eo, 3) U (4, 0)
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—X

2. Dadas las funciones: f(x) =l-e g(x) =Inx

A) Las funciones sonlinversas entre si.
x —_—
B) (/ 0g)(x) -
C) ¥ =1 es una asintota horizontal de ./ (¥)
D) El dominio de g(x) es el conjunto de los reales.

a) Si Las afirmaciones 1 y 2 son correctas.
b) Si las afirmaciones 2 y 3 son correctas.
c) Si las afirmaciones 3 y 4 son correctas.
d) Si las afirmaciones 2 y 4 son correctas.
e) Si las afirmaciones 1y 3 son correctas.

3. Dada la funcion:

0 si x<0
f(x)=<x(4—-x) si 0<x<4
0 si x>4

La afirmacion falsa es:

a) El dominio de la funcion es el conjunto de los nimeros reales.
b) La funcion no es par.
c) La funcidn es invertible en los reales.

4 fix) & 9(x)

©.¢)-—-
|

(c. 0)

x‘!

Figura A Figura B %

4. Lafuncion de la figura B comparada con f(x), es:
a) g(x)=f(x+c) b) g(x)=f(x—c)+c

c) g(x) = cf (x) d)g(x)=f(x-c)
e)g(x)=f(x-c)—c
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. a+H" -1
5. En la ecuacion s = R| ————— | el valor de n es:
i
a)n_Ris+l_|_1
Inn
si+1
In
b) n= X
) i+1
In(l + Ri
RL(ED )
1+
si+R
In| - m
dn= -
143

6. El valorde ren laecuacion A=Pe"" es:

A
In| ~
P In(AP)
yr= b) r =

t I

a

lnf

oyr =In(dp)—r dy =
t

7. Al resolver la ecuacién logs(2x +1) —logs(x —2) =1 obtenemos como
solucion:

(10 badd
a) 3 ) 3 ¥ 3
c)x=% d) x=3,6

Las afirmaciones ciertas son:

1.a) yc)
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2.b) ye)
3.a)yd)
4.c) yd)
x+3
8. Al resolver la ecuacién exponencial (l]r_' :L x # . Obtenemos:
3 125
gx=3 b)x =-3
gjxXx=2 dyx=-2 gx=1

9. El siguiente grafico representa el valor total del costo de una economia. La
funcion lineal esta representada por C7 =12000 x + 8000000

Funcion de costos

Costo Total(en Millones)

- = e

0 20 40 60 80 100

Unidades Vendidas

De acuerdo a lo anterior la pendiente de la recta corresponde a:

a) Costos semivariables.
b) Costos fijos.

c¢) Utilidad Unitaria.

d) Margen de Contribucién.
e) Costos variables

10. si la funcion de costos C y la funcion de ingresos R estan dadas por
C(x)=4x+12000 y R(x)= Ox respectivamente.

El nimero de unidades que debe producir la empresa para obtener un equilibrio
es:

a) 20000 b)200 c)2000 d)2200 e)2100
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