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Introduccion

En esta cartilla se define con precisién una ecuacién diferencial ordinaria, su grado, orden
y linealidad; se identifican las ecuaciones diferenciales de primer orden, segundo ordeny
de orden superior. Asi mismo, se precisa si cierta funcién es solucion de una ecuacién
diferencial y bajo qué condiciones es una solucion particular o general, asi como las
formas explicitas e implicitas en que se pueden presentar dichas soluciones. Veremos
problemas en los que buscamos una solucién y(x) de una ecuacién diferencial pero sujeta
a unas condiciones que se han establecido previamente, es decir, proponen un valor inicial
para la variable independiente (x) y la variable dependiente (y) o sus derivadas sucesivas.

De manera muy general mostraremos unas pocas situaciones que se modelan a través de
ecuaciones diferenciales; la ampliacidén de éstas y la aparicidén de otras, seran ampliadas a
lo largo del médulo.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Modelacién y soluciones, se desarrolla a través de explicaciones de los
fundamentos tedricos y la solucién de ejemplos que ilustran los procedimientos para
clasificar ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, verificar si cierta funcion es
solucién general o particular, y explicita o implicita de una ecuacién diferencial. Lograr
este propdsito obliga a repasar los fundamentos tedricos requeridos como algebra y
calculo diferencial e integral. Asi mismo, antes de comenzar el estudio de cada una de las
secciones de esta cartilla, es requisito indispensable que el estudiante perfeccione las
nociones bdsicas y los métodos para resolver derivadas y con mayor rigurosidad los
procedimientos relacionados con la integracion de funciones de variable real.

Como sefialamos al inicio del mddulo, para garantizar su éxito en la revision y estudio de
los temas seleccionados, usted debe realizar una revision exhaustiva de la cartilla, las
lecturas complementarias y los recursos audiovisuales, ya que ademas de ubicar las
definiciones pertinentes, encontrard explicaciones desde varios autores y ejercicios
resueltos que despejardn dudas. El desarrollo del médulo exige disciplina y trabajo
permanente, usted debe acostumbrarse a la revisién frecuente de los recursos y a la
realizacion de las actividades en los tiempos sefalados. Se convierte en requisito
indispensable el uso de un programa de Calculo simbdlico como Geogebra, Derive,
Matlab, etc.

Ademas de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente los libros digitales Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado,
novena edicion, de Dennis Zill y Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas
historicas de George Simmons; que se encuentran en pdf en la seccién de recursos para el
aprendizaje.
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Desarrollo tematico

Modelacion matematica con ecuaciones diferenciales

A diferencia de lo que posiblemente creemos, muchos aspectos de la cotidianidad se
relacionan con las ecuaciones diferenciales, y sus aplicaciones en el mundo fisico que
vivimos son muy amplias, de tal suerte que a través de la evolucidn de las ciencias fisicas
su aparicién y desarrollo han permitido modelar, entre otros, un nimero considerable de
fendmenos en disciplinas como la economia, la biologia, la quimica, y la astronomia,
siendo por supuesto la Fisica una de las disciplinas que quiza aportdé mas conceptosy
nociones para su desarrollo.

Observemos de manera muy general unas pocas situaciones que se modelan a través de
ecuaciones diferenciales; la ampliacidn de éstas y la aparicidén de otras, seran ampliadas a
lo largo del médulo.

En general podemos considerar que la poblacién mundial esta creciendo a un ritmo
acelerado ya que cada vez hay mas personas y menos recursos alimenticios y energéticos
para hacerla sostenible. Ain mds, supongamos que dicho crecimiento es exponencial y
claramente el aumento de personas en cierta ciudad es proporcional al nimero de
habitantes que hay en un instante cualquiera; Este es un problema tipico que relaciona
una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

dP _
== kP (1),

cuya solucién es:
P(t) = Poekt

En geologia y arqueologia interesan las ideas que tratan sobre desintegracion radiactiva;
los elementos radiactivos que se encuentran en la tierra pueden usarse para ubicarnos en
el tiempo sucesos que ocurrieron hace millones de afios y la ecuacién diferencial que
resulta de las consideraciones pertinentes es (Simmons, G. Ecuaciones diferenciales.
p.20.):

dx

~ =k k>0(2)
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Aunque todos nosotros realizamos transacciones financieras a diario, no todos sabemos
gue cuando depositamos cierto capital C en una cuenta bancaria que rinde una tasa
compuesta cada cierto tiempo t, digamos anualmente, este capital crece
exponencialmente y el modelo matematico que expresa esta variacion estd dado por la
ecuacion diferencial

dA/A
L= k(3),

donde A representa el capital acumulado después de t afos y k muestra el cambio
relativo de A por unidad de tiempo t.

En economia pueden interesar por ejemplo las preferencias de consumo que van ligadas
al precio de un articulo en algiin momento, este precio esta determinado por la condicidn
de que en cierto instante, cierta funcion de variable real llamada funcién de oferta sea
igual a otra funcidn de variable real llamada funcién de demanda; este equilibrio, llamado
principio econdmico de la oferta y la demanda resulta en una ecuacién diferencial de
primer orden. Asi mismo, se pueden abordar la aplicacion de los modelos de Maclaurin-
Taylor y de ecuaciones diferenciales en la direccién y gestion de unidades de produccion
(tomado de http://www.urosario.edu.co/urosario_files/b8/b8887954-9f29-4bd1-9a19-
94a0b050dc16.pdf).

La Fisica es la disciplina donde sin lugar a dudas aparecen con mayor firmeza las
ecuaciones diferenciales. Algunos ejemplos se relacionan con caida de cuerpos y variados
problemas de movimiento como el pendular y el tiro parabdlico; la ley de la gravitacion de
Newton, los periodos de revolucion de los planetas y la tercera ley de Kepler; circuitos
eléctricos simples, vibraciones en sistemas mecdnicos y eléctricos, y osciladores armédnicos
acoplados; problemas cldsicos como el de encontrar la forma que adopta una cadena
flexible suspendida entre dos puntos y que cuelga por la accidén de su peso (cadena
colgante) o el problema de la braquistocrona.

En gran variedad de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales que veremos durante
todo el curso aparecen con mucha las funciones exponenciales, mostrando cierto
crecimiento o decrecimiento (decaimiento) que experimentan las variables involucradas;
en estas aplicaciones generalmente la variable independiente es el tiempo, t. La figura 1
muestra el comportamiento de la funcién exponencial cuando la funcidn crece, es decir,
donde la constante k > 0, y cuando la funcion decrece, es decir, donde la constante

k <O.
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Figura 1. Crecimiento y decrecimiento

Fuente: Propia.

Aunque en el recorrido que haremos por una parte importante del universo de las
ecuaciones diferenciales ordinarias apareceran muchas aplicaciones y muchas formas de
modelar situaciones y fenédmenos en varias disciplinas, el propésito principal del curso
tiene relacién directa con la modelacién y aplicaciones de las ecuaciones diferenciales en
ingenieria.

Definicion de una ecuacion diferencial

En términos generales una ecuacion es una igualdad de dos expresiones, no importa su
“longitud”, que se caracterizan porque ambas o alguna de ellas tienen una o mas
incégnitas; éstas representan o esconden el valor de “algo” que debe ser encontrado, si se
puede. Al reemplazar cierto valor o ciertos valores en la incégnita- generalmente nimeros
reales, funciones de variable real, vectores, matrices- la igualdad puede o no darse.
Cuando se reemplaza un valor o varios valores que verifican la igualdad al realizar las
operaciones indicadas, se dice que este valor o estos valores son el conjunto solucion o las
soluciones de la igualdad. Aunque estamos acostumbrados a resolver ecuaciones de tipo
algebraico donde las soluciones son niumeros reales, debemos advertir que la solucién o
soluciones de una ecuacién diferencial es una funcién o una familia de funciones.
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Una ecuacion diferencial es una ecuacién que contiene las derivadas de una o mas
variables dependientes con respecto a una o mas variables independientes:

F(x,y', ...'yn) =0

Para los propdsitos del presente mddulo fijaremos nuestra atencion en las ecuaciones
diferenciales ordinarias, ecuaciones diferenciales que relacionan una funcion, una sola
variable independiente y las derivadas con respecto a esa variable independiente, por
ejemplo la ecuacion diferencial

2
d—y+ﬂ—x—1,oy"+ y=x-1

dx2  dx

Observe que es la misma ecuacion diferencial escrita con dos notaciones diferentes. Quiza
el uso diferenciado de alguna de ellas se deba a su aparicion histdrica en alguna de las
aplicaciones que veremos, pero para nuestro uso podemos utilizar cualquiera de ellas.

Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias son:

xy” +2x*y = xy (4)

y =x%(5)

(r)? —4xy’ = x* (6)

d’y d’y dy
¥ =D

()3 - 3x(y)?% = x3y? (8)

AX _ 1xk>0(9
dat % ©)
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Al lado de las ecuaciones diferenciales ordinarias, existen las ecuaciones diferenciales
parciales o ecuaciones en derivadas parciales, éstas tienen mas de una variable
independiente y las derivadas (parciales) se calculan con respecto a estas variables
independientes. Aunque algunas de ellas aparecen en este mddulo, solamente se
referencian por su aparicidén en algunas aplicaciones.

Algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales parciales son:

ou i3 ou A ou (10) 0%u N 9%u N 0%u
at "oy Tox "V 9x2 T ayr T 922

=0(11)

Orden, grado y linealidad
Las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar segun su tipo, orden y linealidad.
De acuerdo a su tipo, pueden ser ordinarias o parciales como vimos en la seccidon anterior.

Si en la definicién de una ecuacién diferencial, F es un polinomio, se define el grado de la
ecuacion diferencial como el grado de y(x) y el de sus derivadas, es decir, el exponente al
gue esta elevada la derivada de mayor orden que aparece en ella. Si este nimero no es
natural, no se puede determinar el grado de la ecuacion diferencial.

El orden de una ecuacidn diferencial se define como el orden de la derivada mas alta que
aparece en ella.

La ecuacion diferencial F(x,y,y’,---,y™) = 0 se llama lineal si F es una funcion lineal de
las variables y, y’, .-+, y™. La forma general de una ecuacidn diferencial lineal de orden n
es:

a,(O)Y" + ap_1 (Y"1 + -+ a0y + ag(x)y = h(x).

Estas se caracterizan porque son de grado 1 en la variable dependiente y y en todas sus
derivadas, y todos los coeficientes:

a,(x), a,_1(x),a;(x), ap(x)

solo dependen de x.
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Identifiguemos estas caracteristicas en las ecuaciones diferenciales (4) al (9).

rrr

xy””" + 2x%*y’ = xy es de grado 1 porque el exponente al que estd elevada la derivada de
mayor orden que aparece en ella es 1; es de tercer orden porque la derivada mas alta que
aparece es 3; es lineal porque todos sus coeficientes solo dependen de x, y es de grado 1
en y y todas sus derivadas.

y’ = x?% es de grado 1 porque el exponente al que esta elevada la derivada de mayor
orden que aparece en ella es 1; es de primer orden porque la derivada mas alta que
aparece es 1; es lineal porque todos sus coeficientes solo dependen de x, y es de grado 1
en y y todas sus derivadas.

Verifigue que las otras ecuaciones diferenciales sefialadas anteriormente cumplen las
condiciones descritas:

(y")3 —4xy = x? es de grado 3, segundo orden y no lineal.

d3y d%y dy 3 .
— — — — = x> esde grado 1, tercer orden v lineal.
dx3 dx? dx g ’ y

(y®)3 — 3x(y3))?2 = x3y? es de grado 3, cuarto orden y no lineal.

_% = kx, k > 0 es de grado 1, primer orden y lineal.

Para las ecuaciones en derivadas parciales (10) y (11):

3=

du
4— —uesdegrado 1, primer orden y lineal.
at ay ox & P y

a%u %u %u
— 4+ —+ — = 0esdegrado 1, segundo orden y lineal.
22 + ¥2 + 922 g , Seg y
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Revise las referencias bibliograficas, alli puede complementar el estudio de estas
caracteristicas de las ecuaciones diferenciales; les recomiendo la seccién 1.3 de la unidad
1 del libro Ecuaciones diferenciales de Ana Garcia que lo encuentra en version electrénica
en ProQuest ebrary, en la direccién
http://site.ebrary.com.proxy.bidig.areandina.edu.co:2048/lib/bibliotecafuaasp/detail.acti
on?doclD=11017467.

Soluciones generales y particulares de una ecuacion diferencial

Resolver una ecuacion diferencial es hallar una funcién y = f(x) definida en algun
intervalo (a, b) y algunas de sus derivadas, y’,y”, -+, y" que satisfacen la ecuacion.

Mas adelante, podemos demostrar que las
funciones(http://personal.us.es/niejimjim/tema01.pdf):

y=Inx(12) yy = (x> - 1)"1 (13)
son soluciones respectivas de las ecuaciones diferenciales:

d? y
dx?

dy _ dy 2 _
+2=0(14) y 2+ 2xy* = 0 (15)

Sin embargo, en el caso de (12), comprobaremos que esta solucién solamente existe en el
intervalo (0, o), mientras que (13) satisface a (15) solamente en el intervalo (—1,1). Si no
advertimos otra cosa, suponemos que estos intervalos son conjuntos de nimeros reales.

Existen formas diversas que se presentan al respecto de las soluciones de una ecuacién
diferencial, aunque en la gran mayoria de casos se presentan las soluciones infinitas que
se pueden expresar mediante una expresion general.

La gran mayoria de ecuaciones diferenciales tiene un conjunto infinito de soluciones. Por
ejemplo la ecuacion diferencial:

y’'—5y —14y =0 (16),

gue discutiremos en la siguiente seccidn, tiene como conjunto solucién todas las
funciones de variable real que se pueden escribir de la forma:

y = k,e ?* + k,e’* (17), con k4, k, constantes.

Soluciones como (17), que incluyen parametros k4, ko, *++, k,, , se enmarcan dentro de la
expresion:

H(x,y, kl' kz, kn) =0 (18)
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A la familia n — paramétrica de funciones que define (18) la llamaremos solucién
general de la ecuacion diferencial. Dicha solucién general representa geométricamente
una familia de curvas que se pueden graficar de manera muy facil dando valores a los
pardmetros mediante el uso de algun “programa de Célculo simbdlico” como Geogebra,
Derive. Matlab, etc.

Si por ejemplo de manera arbitraria en (17) reemplazamos k; = 3,y k, = 2, esta solucién
se convierteeny = 3e %% + 2e7*; esta Ultima funcién es una solucién particular de la
solucién general.

Entonces, una solucion particular de una ecuacion diferencial es cualquier solucién
especifica que hace parte de su conjunto solucidn; ésta se obtiene al dar valores
especificos a todos los parametros que aparecen en la solucién general.

Algunas ecuaciones diferenciales no tienen solucion en el conjunto de los nimeros reales,

. d i L. .,
por ejemplo (d—i:)2 + 1 = 0; y otras soluciones son unicas, esto ocurre con la ecuaciéon

. . d - .
diferencial (d—z)2 + y% = 0, cuya Unica solucién es y = 0.

Se denomina solucidn singular de una ecuacién diferencial a una solucidon que no estd
incluida en la solucién general. Aunque este tipo de soluciones no aparecen con
frecuencia, revisaremos estas soluciones cuando estudiemos las ecuaciones diferenciales
de orden superior.

Soluciones explicitas e implicitas de una ecuacién diferencial

Verificar si cierta funcion definida de manera explicita es solucidon de una ecuacion
diferencial es una tarea relativamente facil si se tienen los conocimientos necesarios sobre
derivacidén; sin embargo, existen soluciones de ecuaciones diferenciales definidas de
manera implicita, lo que implica que en algunas ocasiones sea muy dificil (o imposible)
expresar la variable dependiente explicitamente en términos de la variable independiente.

Ejemplo 1. Soluciones explicitas. Las funciones:

y=e%*(19),y = e7* (20)

son ambas soluciones explicitas de la ecuacion diferencial de segundo orden:
y’ =5y —14y =0 (21)

Y de manera mas general, la funcién:
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y = ke ?* + kye’* (22),

es igualmente una solucién explicita para (8), sin importar qué valores asignemos a las
constantes k, y k,

Estemos seguros que efectivamente (19), (20) y (22) verifican lo dicho.
De (19) sabemos que:
y=e 2%y = —2¢72% y" = 4%,
al reemplazar los respectivos valores de y,y",y”” en (21) nos queda:
y’' —5y — 14y = 4e™%* — 5(—2e7%*) — 14(e™?*) = 4e** + 10e** — 14e** =0,
y se verifica la igualdad.
De (20) sabemos que:
y=e*y =17e’*y" = 49e’*,
al reemplazar los respectivos valores de y,y’, ¥ en (21) nos queda:
y’ — 5y — 14y = 49e”* — 5(7e’*) — 14(e”*) = 49e”* — 35e’* — 14e’* = 0,
y se verifica la igualdad.
De (22) sabemos que:
y=kie?* + kye™*,y = —2k,e”** + 7k,e’*,y" = 4k,e"%* + 49k, e”*

al reemplazar los respectivos valores de y,y’, ¥ en (21) nos queda:

y// _ Sy, _ 14y
= (4klezx + 49kze7x) - 5(—2k16_2x + 7kze7x)
- 14(kle_2x + kze7x) =

4'kle_2x + 49kze7x + 10k13_2x — 35kze7x — 14'kle_2x — 14kze7x = 0,

y se verifica la igualdad. Asi hemos comprobado que las tres funciones (19), (20) y (22) son
soluciones de la ecuacion diferencial (21).
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Aunque posiblemente ya lo advirtid, al encontrar la solucién de una ecuacion diferencial
es necesario especificar como estan definidas las funciones que componen su conjunto
solucidn, es decir, especificar en qué intervalo o intervalos estan definidas; en otras
palabras, la solucién de una ecuacion diferencial.

Ahora revisemos en los ejemplos 2 y 3 funciones que estan expresadas de manera
implicita y son solucién de una ecuacion diferencial.

Ejemplo 2. Soluciones implicitas. Dada la funcién:
3yt =1+ xy* cosx (23),
verifiguemos que es solucion de la ecuacion diferencial:

—3x2 + xsinx — cosx

y = 4(x3 — x cos x) (24)

Solucidn. Al contrario del procedimiento anterior, en este caso no podemos encontrar y’
de manera inmediata al calcular la derivada de y porque simplemente y no aparece de
manera explicita, es decir, esta definida de manera implicita. En (23) dejemos solamente
el 1 en el segundo miembro de la igualdad y factoricemos y*:

y*(x3 — xcosx) =1,
Dejamos y* a la izquierda de la igualdad y derivemos:

4 _ 1 3dy _ —3x%—[x(— sin x)+cos x] dy —3x%+x(sinx)—cos x

4‘}’ dx

y

(x3—x cos x)? dx  4(x3—xcosx)2y3 '’

" (x3—xcosx)
Multiplicando el segundo miembro por 5 , y reemplazando y* nos queda

d_y_ [-3x2+x(sin x)—cos x]y _ [-3x2+x(sin x)—cos x]y _ [-3x2+x(sin x)—cos x]y

dx 4(x3—xcos x)2y* B 4(x3-xcosx)? |

S S 4(x3—-xcosx
(x3 —Xx cos x)] ( )

Entonces hemos mostrado que (23) es una solucién implicita de la ecuacion diferencial
. —3x%+xsinx—cosx
y =

4(x3—-xcosx)

Ejemplo 3. Soluciones implicitas. Utilizando derivacion implicita verifiguemos que las

funciones definidas de manera implicita por la ecuacion™:

4xy + 2x3y* = 5 (25),

1 .2 . s . . . . . s . ;.
Una relacion F(x,y) = 0 es solucién de una ecuacion diferencial si define una o mas soluciones explicitas.
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son soluciones de la ecuacion diferencial

Ay + 12x%y?

4x + 4x3y (26)

y =

Solucidn. Usando reglas elementales de derivacion para derivar (24) con respecto a x
tenemos

(4xy” + 4y) + 2[x32yy" + 6x2y%] = 0 = (4xy + 4x3yy) + 4y + 12x%y? =

Ay + 12x%y?

y = 4x + 4x3y

Ejemplo 4. Soluciones implicitas con diferenciales. Probemos que la funcién:

x3—

y2
2+ x+ 4y = k (27)

define de manera implicita la solucion general de la ecuacién diferencial:
~x% + 1)dx — (2y — 4)dy=0 (28)

Solucidn. Recuerde de sus cursos de Calculo que si f(x) es una funcidn derivable, la
diferencial de f(x) , representada por dy, se define como dy = f’(x)dx; ésta es una
cantidad infinitesimal mientras que su derivada es una cantidad finita que resulta del

. . . d , . ,
cociente de dos diferenciales d—i’ . Ademas, cuando se calculan derivadas, éstas se calculan

respecto de “algo”, es decir, con respecto a una variable independiente, mientras que una
diferencial es un incremento de una sola funcion. Ademas, las reglas para diferenciales y
derivadas son equivalentes.

Entonces calculando las diferenciales para (27):

x3 — y2 1
d<Ty+x+4y)=d(k)ﬂ E(szdx—Zydy)+dx+4dy=0$

3

Exz + 1)dx — (2y — 4)dy=0

En las secciones precedentes hemos visto la forma de comprobar si una funcidn expresada
en forma explicita o implicita hace parte del conjunto solucion de una ecuacién diferencial

dada y hemos destacado la diferencia entre soluciones generales y particulares. Sin
embargo, aln no hemos resuelto preguntas relacionadas con los requisitos y condiciones
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de existencia y unicidad de dichas soluciones y no hemos tratado los llamados problemas
de valor inicial.

Problemas con valores iniciales (PVI)

Como una aplicacion inmediata de resolver una ecuacion diferencial, habitualmente
interesan problemas en los que buscamos una solucién y(x) de una ecuacién diferencial
pero sujeta a unas condiciones que se han establecido previamente, es decir, proponen un
valor inicial para la variable independiente (x) y la variable dependiente (y) o sus
derivadas sucesivas.

Se dice que se resuelve un problema de valores iniciales cuando se pide resolver una
ecuacion diferencial:

'y _ . (n-1)
e =f(xy.y,..,y®D),

gue estd sujeta a las condiciones iniciales:

y(x0) = ¥0,¥ (x0) = ¥1, .., YV (x0) = V1,

donde los valores yo , ¥1, Yn—1 SOn constantes de valor real arbitrario y los valores de
y(x) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo punto xq , y(xo) = ¥o,¥ (x0) =
Y1, 0, YD (x0) = y,,_1 se llaman condiciones iniciales.

En general, el problema con valores iniciales descrito anteriormente, se llama problema
con valores iniciales de n — ésimo orden.

En particular, el problema de valor inicial:
dy

Resolver = = f(x,y),
dx

sujeto a la condicién

y(x0) = Yo

Se llama un problema de valor inicial de primer orden. El calculo diferencial nos enseiié
que este problema se puede interpretar geométricamente: se trata de buscar una
solucién de una ecuacion diferencial en un intervalo I que contenga a x, tal que su grafica
pase por el punto dado (xg,¥yy). en la figura 2 se presenta una curva solucion.
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Figura 2. Interpretacién geométrica problema de valor inicial de primer orden

Fuente: Propia.

En particular, el problema de valores iniciales:

d%y ,
Resolver Sz fx,y,y),
sujeto a las condiciones:

y(x0) =¥,y (x0) = y1

Se llama un problema con valores iniciales de sequndo orden. Para interpretarlo
geométricamente, de manera similar al caso anterior, se busca una solucion de la
ecuacion diferencial en un intervalo I que contenga a x, de tal manera que su grafica no
solo pase por el punto dado (xq,yp), sino que también la pendiente a la curva en ese
punto sea el nimero y . En la figura 3 se presenta una curva solucién.
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Figura 3. Interpretacién geométrica problema de valores iniciales de segundo orden

Fuente: Propia.

Ejemplo 5. PVI. Encuentre la solucién para el problema con valor inicial y" +y =
0; y(—1) = 2, si se sabe que la solucidn general para esta ecuacion diferencial es
y(x) = c,e™™, con ¢, constante arbitraria.

Solucidn. Este es un caso de problema con valor inicial de primer orden.

Reemplazando y(—1) = 2 en la solucidn, es decir, en y(x) = c;e™*, nos queda y(—1) =

2 .
2 > ¢ = pe S 2e? | lo que significa que debemos
seleccionar ¢c; = 2e?2. Al reemplazar este valor de ¢; en y(x) = ¢;e™* nos queda

y(x) = cie™* = y(x) = 2e? e™* = y (x) = 2e*>7* como la solucién del problema de

valor inicial.

c,e’? =>2=ce”

Ejemplo 6. PVI. Determine si alguna de las funciones y{(x) = sin2x ,y,(x) =
%sin 2x ,y3(x) = x es una solucién para el problema con valor inicial y” + 4y =

0,y(0)=0,y(0) =1.
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Solucidn. Este es un caso de problema con valores iniciales de segundo orden.
Analicemos la posible solucién y; (x) = sin 2x :
y1(x) = sin 2x si es soluciéon de y”" + 4y = 0.ya que con y;(x) = sin2x =

yi1(x) =2cos2x = y’1(x) = —4sin2x= y " +4y=0
= —4sin2x + 4(sin2x) = 0,

Ademas, se cumple que y(0) = 0, ya que y;(x) = sin2x = y;(0) =sin2(0) =

sin 0 = 0; pero no se cumple la segunda condicién, y'(0) = 1,yaque y'1(x) =
2cos2x =7y1(0) =2cos2(0) =2cos0=2+x1=2 #1=1y(0), luego y;(x) no
cumple la segunda condicidn inicial, lo que implica que y;(x) = sin 2x no sea una
solucién de valor inicial.

. . - 1.
Analicemos la posible solucién y,(x) = 5 sin 2x:

y.(x) = %sin 2x = y,(x) =cos2x ,y",(x) = —2sin 2x, reemplazando en
y' ' +4y=0 = —2sin2x + 4 Gsin Zx) = —2sin2x + 2sin2x =0, luego y,(x)
si es solucion de y”” + 4y = 0. Ademas se cumple que y(0) = 0, ya que

y.(x) = %sian = y,(0) = %sinZ(O) =0,yy’(0) =1,yaque

y'2(x) = cos2x = y’,(0) = cos2(0) = 1. Entonces, y,(x) = %sin 2x satisface la
ecuacion diferencial y”* + 4y = 0 y cumple las dos condiciones iniciales y(0) =
0,y’(0) =1, lo que implica que y,(x) = %sin 2x si es una solucién con valores iniciales.

Analicemos la posible solucién y;(x) = x :

y3(x) =x = y3(x)=1,y"3(x) =0,comoy”"+4y=0 = 0+1=1+0,luego
y3(x) = x no satisface la ecuacion diferencial dada.
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Un preambulo a la solucion de ecuaciones diferenciales

Con el propdsito de comenzar el productivo camino en la aplicacién de métodos para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y orden superior, en especial
las de segundo orden, emprenderemos el analisis del tipo de ecuaciones diferenciales
cuya solucién no presenta mayores dificultades, ya que se “limitan” a resolver integrales
por los métodos vistos en cursos anteriores.

Ya sospechara usted que iniciar la busqueda de una solucién a partir de la ecuacién
diferencial dada es un camino que seguramente va a presentar obstaculos. Aunque en
este médulo se presentan algunos métodos y procesos para lograrlo, nuevamente debe
tener presente que los fundamentos de derivacién, y por supuesto de integracidn, son
requisito indispensable, parte de su éxito depende de este hecho.

. . d
Soluciones sencillas de la forma d—z = f(x).

Las ecuaciones diferenciales mas sencillas de resolver son aquellas de la forma

o=@ 28).

, - d
Estas se resuelven escribiendo d—y = f(x) de la forma:
X

y = [ f(x)dx + c (29),

utilizando métodos propios del Calculo integral; como usted sabe, algunas integrales
suelen ser muy complicadas de resolver y varias de ellas se resisten a ser resueltas.

Ejemplo 7. Soluciones de ecuaciones diferenciales que resultan en una integral indefinida.

Resolvamos la ecuacion diferencial:

dy ., 3y —
ax X (4—-x°)=0(30)

. . d d . .
Solucién. Despejando d—y nos queda d—y = x%(4 — x?), con lo cual la integral solucién es:
X X

y = fx2(4—x3)dx (31)
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. s d
Haciendo la sustitucién u = (4 — x3), tenemos que du = —3x?dx y dx = —ﬁ. La

integral queda entonces:

2
— [XPu— = —gfudu=—§(u?2)+c=—(—2)+c=—M+c,ylasolucién

3x2 6

(explicita) de (19) es:
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Introduccion

Comenzamos el estudio de algunas ecuaciones diferenciales de primer orden.
Estudiaremos las soluciones de las ecuaciones separables, luego estudiaremos los
métodos para resolver ecuaciones que se pueden convertir en separables, las ecuaciones
homogéneas y aquellas que se pueden transformar en homogéneas. La cartilla termina
con una revision exhaustiva de dos aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer
orden: Ley de Enfriamiento de Newton y Crecimiento poblacional.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Introduccién a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, se desarrolla a través de explicaciones de los fundamentos tedricos y la solucién de
ejemplos que ilustran los procedimientos para comenzar nuestra tarea de resolver
ecuaciones diferenciales de primer orden. Lograr este propdsito obliga a repasar los
métodos de derivacion e integracion de funciones de variable real.

Para garantizar su éxito en la revisidén y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revision exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mdédulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revision frecuente de los recursos y a la realizacién de las actividades en los tiempos
sefalados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademas de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente los libros digitales Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado,
novena edicion, de Dennis Zill y Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas
historicas de George Simmons; que se encuentran en pdf en la seccidn de recursos para el
aprendizaje. Del libro de Simmons se resuelven muchos ejercicios propuestos de las
secciones finales de los capitulos seleccionados.
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Desarrollo tematico

Introduccion a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden

Ecuaciones diferenciales separables de primer orden

Al final de la cartilla 1, presentamos ejemplos de las ecuaciones diferenciales de primer
orden cuya forma es la mas simple; su solucidn aparece al resolver una integral indefinida,
es decir,

o=l =[dy=[f@dx.=y=[fldx.

dx

Existe otra forma muy sencilla en que se pueden presentar las ecuaciones diferenciales de
primer orden, cuya solucidn después de ciertos arreglos algebraicos, es muy similar al
nivel mas sencillo presentado en el ejemplo 5; se trata de las ecuaciones diferenciales
separables, aquellas que se pueden escribir de la forma:

dy
2 = 9COR).
Estas ecuaciones se caracterizan porque en la parte derecha de la igualdad aparecen dos
funciones que se multiplican entre si; una de ellas depende de la variable dependiente
(casi siempre y) y la otra de la variable independiente (casi siempre x). Para resolverlas,
separamos las variables y resolvemos por integracién:

a4y _
fh(y) fg(x)dx+ k.

Ejemplo 1. Soluciones de ecuaciones diferenciales separables. Resolver la ecuacion
diferencial:

d
2 =5x(y +3)2

Al separar las variables y escribir las integrales nos queda:

d
f(y+§)z = [ 5xdx.

Resolvamos cada integral por separado:

Para la integral [ (y?;)z realizamos la sustitucion u = y + 3 = dy = du, con lo que:
dy _ opdu_ o—p . U, 437
f(y+3)2— uz—fu du=—+k=""—+k
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- S (e
Laintegral [ 5xdx =5 [ xdx ==~ +k.

Al igualar las soluciones de las integrales respectivas nos queda:

-1 2 2

O3 = s L 5L o = :
-1 2 (y+3) 2 2 2 (y+3) 2

ultima igualdad se convierte en la solucién implicita de (34); sin embargo, en este caso

podemos despejar y para obtener su solucién explicita, es decir, despejar y:

5x2+42k _ 5x2+k 1 5x2+k

Esta

-1-2 —2

Gt ISV G

Recuerde que siempre que la constante k sea multiplicada (u otra operacién que la afecte)
por un nuevo nimero, de manera automatica se genera una nueva constante k.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion diferencial e*dx = 2ydy con condiciones iniciales
y(1) =1.

Al separar las variables y escribir las integrales nos queda:

-2 [ydy + [e*dx = ¢ = y? = e* + c. Al sustituir la condicién inicial y(1) = 1, nos
queda (1)2=el+c¢ = 1 =e+ ¢ = ¢ =1 — e. Entonces una solucién particular con
las condiciones iniciales y(1) = 1 es:

y?=e*+1-e.
Ecuaciones convertibles a separables

En las secciones precedentes hemos resuelto ecuaciones diferenciales de primer orden en

. . . . d
las que de manera inmediata se pudieron separar sus variables de la forma d—z =

f)g®).

Mediante algin método de solucién de integrales se llegé a la solucién f(x,y) = c.

No existe una regla general que nos brinde una sustitucion adecuada para que una
ecuacion diferencial de primer orden se pueda expresar de una manera “mas sencilla”
para tratar de resolverla por alguno de los métodos vistos en los cursos de Célculo
diferencial e integral. La experiencia nos indica que la mejor regla es la practica constante
y el ensayo y el error a la hora de transformar dicha ecuacion en una expresion mas
simple.

En los dos ejemplos siguientes, las sustituciones realizadas transforman esas ecuaciones
aparentemente “dificiles” en ecuaciones diferenciales con variables separables.
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Ejemplo 3. Resolver la ecuacion diferencial:’
(x%y3 + y)dx = (x3y% — x)dy.

. . . d x%y3+ .,
Organizando los diferenciales tenemos ﬁ = x3§:2 3: Claramente en esta ecuacion no se

pueden separar las variables, es decir, no se puede obtener una expresion de la forma

d . -
d—i = g(x)h(y). Sin embargo, la ecuacién propuesta se puede transformar en una

ecuacion diferencial separable utilizando la sustitucion z = xy. Veamos una forma de

hacerlo.
dz_
dy dz — 4y _ ax y.

_ — “z_ W & =
Seaz = xy :dz—xdy-l_ydx:dx_xdx-l-y:xdx dx dx x

Reemplazando en la ecuacién diferencial propuesta, tenemos

dz
w Y _YOYEAD dz o y@+1)  dz_y(E+1)
X x(x%y? —1) dx 7 (z2-1) dx (z2-1)
_yzt+y+yzi -y
a (z2—-1)
dz 2yz? 2(3)22 2z3 dz 2z3 f (z?-1) 4
_—= = = I _—
dx (z2-1) (z2-1) x(z2-1) dx x(z%-1) z
dx
= — =
X
f fdd Inx + s 1f “Sdz=Inx+c=onz- 2L
dz Zznxczz2 z=lnx+tc=clz-- —
=lnx+c=
11+111+1+121+112+ !
- — = = — = = - =—— =
Szt =Ihxtc nz+o— nx+c nxy —Inx?+c 2092
= - — — = Y
ln( )+c 2x2y2=> 2xzz—ln(x)+c.

Ejemplo 4. Resolver la ecuacion diferencial:?

cos(x + y)dx = xsin(x + y) dx + x sin(x + y) dy.

! Ejercicio numero 6 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.

2 Ejercicio numero 15 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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Casi de manera inmediata debemos advertir que el dngulo de las funciones seno y coseno,
X + y, que aparece en la ecuacién diferencial impiden separar las variables. Para buscar la

d . . o
forma d—z = f(x,y), quizé parezca evidente la sustitucion u = x + y.

. . o . d
Primero escribamos la ecuacion diferencial propuesta de la forma d—z = f(x,y):

~ dy [cos(x +y) —xsin(x +y)]
[cos(x +y) — xsin(x + y)]dx = xsin(x + y) dy = dx xsin(x + y)

Ahora sigamos los pasos con la sustitucion elegida: Seau =x+y = du =dx +dy =

4y _au
vl =1 + == 1.Y reemplacemos:
dy [cos(x+y)—xsin(x+y)] du 1 [cosu —xsinu] du
_— = —_— ﬁ —_—
dx x sin(x + y) dx xsinu dx
cosu —xsinu
= , +1=
xsinu
du cosu—xsinu+x sinu du cosu f smu dx
—_—= - = _— =
dx xsinu dx xsinu cos u X
dx 1
tanudu = | — = Insecu =Inx+c=In( )—Inx=c=1In =c=
X cosu X cosu

1 1

elnxcosx = ef€

1
:mzC=E=xcos(x+y)=>xcos(x+y)=c.

Comprobacidn. Verifiguemos entonces que la solucion de la ecuacion diferencial
cos(x + y)dx = xsin(x + y) dx + x sin(x + y) dy, es x cos(x + y) = c.
La expresion x cos(x + y) se deriva como un producto:
[x cos(x +y)] =[x (=sin(x +y) - (1 +y") + cos(x + y) - (1]
= —xsin(x +y) — [xsin(x + y)] -y + cos(x + y)
= —xsin(x + y) — [xsin(x + y)] - d_y + cos(x +y) =
= —xsin(x + y)dx — [x sin(x + y)]dy + cos(x + y)dx =

cos(x + y)dx = xsin(x + y) dx + x sin(x + y) dy.
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En ocasiones, algunas ecuaciones diferenciales de primer orden se resuelven de una
. . . . s X . .z
manera mas sencilla usando la sustitucién u = " Esta sustitucion nos llevaa x = uy =

dx du
dx = udy + ydu,de donde —=u + y—.

dy dy
Adicionalmente, debe advertir que en buena parte de las ecuaciones diferenciales que
aparecerdn a lo largo del presente curso, se requiere un uso adecuado de algebra

elemental. Buena parte de su éxito, dependera de su habilidad en las “artimafias” y
“trucos” algebraicos que descubra y aplique.

Ejemplo 5. Resolver la ecuacidn diferencial:

dy nye(§) dx _y?+ yze(§) + 2x2e(5)
dx X\ N dy Xy =
y? + yze(§) + ZxZe(y) nye(y)
dx 1 w1 y\ X 1 1 1 1 X
o~ G5 = Fm) w5
Vg 2y 00 \G)) 2 \G)) Y

. .z X
La sustitucion u = 5 nos lleva a:

sl ) ) e )1 )

du 1+e* j‘ uet dy
- = - — L
y dy  2ue¥’

du
1+ e%? y

Ecuaciones diferenciales homogéneas
Una ecuacidn diferencial escrita en la forma y” = f(x,y) es homogénea de grado n si
f(tx,ty) = t"f(x,y) para todo teR.

Esto quiere decir que al reemplazar x por tx y y por ty, en la expresidn resultante se
obtienen dos factores, uno de ellos es precisamente t™ y el otro factor es la funcion

original f (x,y).

La expresion x? — y?, es homogénea de grado 2, ya que (tx)? — (ty)? = t?(x? — y?).

.z X , xt X 2 X
La expresidn cos e homogénea de grado 0, ya que CoS = cosT = t cos ..

La expresion 1/ y? + x2, es homogénea de grado 1, ya que
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JEN? + (02 = [(ty)2 + (t0)? = /22 +x2) = t1(/y2 + x2).

. d . S .
La ecuacién d—z = f(x,y) siempre se puede transformar en una ecuacién diferencial
separable (vista en secciones anteriores), mediante la sustitucion:

z=% =y=x"Z

Al derivar con respecto a x nos queda:

dy N dz
dx_Z xdx

Al reemplazar estas expresiones en la ecuacidn inicial, se obtiene una ecuacién diferencial
en términos de x y z, esta ecuacion se resuelve como una ecuacién diferencial separable.

Ejemplo 6. Resolver la ecuacidn diferencial homogénea:3

3x%2y y3

dy 3x*y—-y® dy "5 %

2+, _ A3 _ 2 __ 43 e _—=
Bx“y —y?)dx — Bxy* — x°)dy 0:>dx 37— 2 dx 3xy2_x_3:>
x3 x3
32_23
d—yzw.Hacemoslasustitucic’my=z-x —Sz= P-4 o
dx 3(;)2—1 x dx dx
N dz 3z-23 dz 3z-23 3z—2z3—-3z23+2z 4z—4z3
P Xax T322—1 Yax 3z22-1 7 322 — 1 322 — 1
J‘Bzz—l 1 (3z2-1  (dx
4(z — z3) A (z3 —2) i

Como la derivada de (z3 — z) es (3z2 — 1) =

1 3z2-1 _ 1 3
_Zf(z3—z) dz=—.In(z> - z) =

1
—Zln(z3 —2)+c=lnx+c,=>-In(z3—2) =4Inx + 4c; =
3

4 3., — 4 Yz _ 25 — 4.y —x*y _
Inx*+1In(z> —2z)=c, = Inx +ln((x) (x))—c4:>1n x e =Cc, =

eln(xy3—x3y) = ot = xy3 _ xSy =c

3 Ejercicio nimero 36 de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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Comprobacion.
Derivemos en la misma la linea la solucién encontrada xy3 — x3y = ¢ :

3xy?y +y°® —x%y’ = 3x?y = Bxy? —x%)y’+ Bx?y —y*) =0

Ejemplo 7. Resolver la ecuacion diferencial homogénea® xydy = x2dy + y2dx.
Busquemos la forma 3—3: =f(x,y) = yidx+ (xy—x*)dy = 0=

v?
dy _ y*2 _ yz 1
dx  xv—x2  xy-x%2 = X_Xy2°
y = 3G

En este caso la sustitucion z = % no sirve porque al dividir cada término por y? con el

, . .. . . y . x
propdsito de eliminar la variable y , no es posible reemplazar z = ~,sinoz = 5

. .y x dx dz
La nueva sustitucion® es entonces z = =~ =~ = z + y —,
y dy dy
, d 1 dx X X dz dz d
Tenfamosque > =y = —=-— (2 = z+y—=z-z22===-=2
ax  7-()? dy 'y dy z2 y
y oy
dz dy _2 1 y
—=—|—=|z*%dz=-lny+¢=>—-——=—-Iny+¢,>=>=>==Ihny+c¢ =
z2 y z X

y = xlny + cx. Verifique el resultado.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacion diferencial homogénea:6
(v? — 3xy — 2x?)dx = (x? — xy)dy.

s ., . . ., d dz
Dividiendo la expresidn por x? y haciendo la sustitucién z = %,é =z+ X -, Nos queda

4 . .. P .z . . . s . . . .
Ejercicio numero 9 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.

s o, x dx __ du

Con la nueva sustitucién Z = S = x =uy = dx = udy + ydu = i u y@
6 Ejercicio numero 20 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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2

2

y> xy 2x y xy  2x?
ﬂ_(3’2_3"3’_2"2)_72_3;_?)_72_ 2 57)
dx 2 — - x2  xy - x2  xy
v e G-2) -3
N dz z*>—-3z-2
—_—_,——
z xdx 1—2z
dz z?>-3z-2 2-3z—-2—z+42z% 2z2°—-4z-2 2(z*-2z-1)
x— e = =
1—-2z 1—-2z 1—2z 1—-2z

f 177 = [® 1( 2z—1 +¢, =2Inx+
Z—22-1 z= - = n(z z g =2Inx+c¢,=

»* = 2xy - xz)] _

—In(z? —2z—-1) =4Inx + 4c, = In[(x*) - 2

= In[x?(y? —2xy—x3)] =¢c; =

C3
eln[xz(yz—ny—xz)] =0 = XZ(yZ — 2xy — xZ) =c

Ecuaciones diferenciales convertibles a homogéneas

Existen ecuaciones diferenciales que no siendo homogéneas, si podemos convertirlas a
homogénea. Estas ecuaciones son de la forma:

dy ax+by+c

dx (dx+ey+f)

Mediante las sustitucionesx =u+h = dx =du,yy =v+k = dy = dv, con
h, k constantes, estas ecuaciones se reducen a una ecuacién homogénea.

A continuacién dos ejemplos que nos muestran el procedimiento utilizado.
Ejemplo 9. Resolver la ecuacion diferencial:’
(2x + 3y +1)dx + (2y — 3x + 5)dy = 0.

Aunque esta ecuacién diferencial no es homogénea, si podemos convertirla a homogénea
mediante las sustitucionesx =u+h = dx =du,yy=v+k = dy = dv, con
h, k constantes.

7 - . e , .2 . . e . . . . .
Ejercicio numero 3 de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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., _ _ . dy _ (2x+3y+1)
La ecuacion (2x + 3y + 1)dx + (2y — 3x + 5)dy = 0 es equivalente a = (Zy—3xro)

Reemplazando las sustituciones propuestas tenemos:

dv 2(u+h)+3w+k)+1 2u+2h+3v+3k+1
du 3w+h)-2(v+k)—5 3u+3h—-2v—-2k—-5

2u+3v+2h+3k+1
3u—2v+3h—2k-5

Hacemos® 2h+ 3k = —1y3h—2k=5 = h=1yk=—-1 =

dv 2u+3v+2(1)+3(-1)+1 2u+3v dv 2u+3v p
— = = = -— = ——queyaes homogenea.

du  3u-2v+3(1)-2(-1)-5  3u—2v du  3u-2v
2u 3v v
dv 2u+3v Lt dv 2+37 v dv N dw
_— = = _ — = _ W= =>—=Ww u— =
du 3u-—2v 3%_2v du 3-2Y u du du
u u u
dw 2+3w dw  2+3w 2+3w=3w+2w?  2+2w?
wH+u— = > Uu— = —-—Ww = =
du 3-2w du 3-2w 3-2w 3—-2w

=(3_2W)d _du:l 3[ dw f 2w p _fdu=>
2(1 +w?) Y= 2[ 1+ w? 1+ w? wl= u

Evaluemos cada integral de la parte izquierda de la Ultima expresién:

dw
3[ = 3tan" 1 w.

1+ w2
2w dt
f dw =t =1+w? =dt =2wdw = dw = — =
1+ w? 2w
f 2w dw = 2Wdt_ dt—lt—l 14 w?
1+ w2 W= t 2w t_n = In( W)

8 . . , .z ,
Este es un sistema de ecuaciones 2x2. Podemos resolverlo por el método de reduccidn, asi:

{(Zh +3k=-1)- (2)} - {4h + 6k = -2

(3h -2k =5)-(3) 9h—6k=15}=>13h=13=>h=1:>

2 +3k=-1 =>k=-1.
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Entonces:

1 dw 2w du 1 5
E[3f1+w2—f1+wzdw]=f7=>3tan‘ w—In(l14+w?)=2lhu+c=

-1V UN2)
3 tan ;—ln(1+(z) )—21nu+c.

Recordemosquex =u+h,y=v+k =u=x—hv=y—k.Comoh=1,k=
-1=

u=x—lLv=y+1 =
v Vy2 y+1
-1_ _ _ _ -1
3tan ” 1n(1+(u)>—21nu+c=>3tan (_x—l)
y + 1\2
“In 1+(ﬁ) —2ln(x—1)+c=

4yt
3tan (_x—l) 2
=In 1+(y+1>
x—1

+In(x — 1)? + ¢ = In[(x — 1)?

(x—1)2+(y+1)2
(x — 1)?

1+c=

3tan~! () = In(x — 1)2(y + 1% +c.

_ x+2y+2

. g .. d
Ejemplo 10. Resolver la ecuacion diferencial: o .
dx -2x+y

Esta ecuacién es otro ejemplo de una ecuacion diferencial que aungue no es homogénea,
si podemos convertirla a homogénea mediante las sustitucionesx =u+ h = dx =
du,yy =v+k = dy = dv, con h, k constantes.

Reemplazando las sustituciones propuestas tenemos:

dv_u+h+2v+2k+2_u+2v+(h+2k)+2$
du —2u—2h+v+k —2u+v+(—2h+k)
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-2

Hacemosgh+2k=—2,—2h+k=0 = h = . ,k=? =

dv. u+2v+(-2)+2 dv u+2v % dv 4 dw
— = = — = — = =— = —= _ =
du —2u+v+(0) du u—v VT dau VT au

..y . . ., ut2v . . .
Dividiendo por u cada término de la expresiéon Y haciendo las sustituciones
propuestas nos queda:

N dw 142w dw 142w —1-2w —2w + w?
_— = = > U— = — — =
w udu 2—w udu 2—w w 2—w
—1 — 4w + w?
- 2—w

2-w) dw = du
f(w2—4w—1) Y=l

Al evaluar las integrales10 nos queda:
1
—Eln[(w —2)2=5]=lnu+c=mhu’*+In[w-2)2-5]=c=
In[((Ww — 2)% = 5) - (u?)] = ¢ = eM(W-2*-5WI] = ¢¢ = (W —2)% - 5)(u?) = c.

(v — 2u)? — 5u?
uZ

= (-2 -5 == ( @) = ¢ = vt duv —u’ = ¢ =

9 . . P .z .
Este es un sistema de ecuaciones 2x2. Podemos resolverlo por el método de reduccidn, asi:

(h+2k=—2)-(2)} 2h+ 4k = —4 _ _ 4
{ Cohrheo =>{_2h+k=0}=>5k_ t=k=— =

—2h+ (=0 =h=="

s pertinente recordar cdmo se debe evaluar la integral de la izquierda:
2-w) -w-2)
[2m g | i
w2 —-4w—-1) (w2 —-4w+4-5)
_ —(w —2) d
“J w25

P B B T ar
Seat = (w—2)*—=5)=dt =2(w—2)dw = dw = 2(w-2)

M ___1 E___ll t+c= 11 2)2 —§ 5
w-22-5 W=7 )T htte=phlw-27 -3
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o oo D03 -
(2 - (Y- -
= 5y +4)? —4(5y + 4)(5x + 2) — (5x + 2)? = 25¢

= 5y +4)?—-40Gy+4)Gx+2)— Gx+2)? =c.

Problemas de crecimiento y decrecimiento
Ley de Enfriamiento de Newton

Isaac Newton”, uno de nuestros grandes protagonistas en la creacidon de muchos
resultados relacionados con el Célculo diferencial e integral y por supuesto con las
ecuaciones diferenciales, establecié una ley para el calentamiento y enfriamiento de los
cuerpos. Esta ley establece que la variacidn de la temperatura de un cuerpo con respecto
al tiempo (o la razén de cambio en el tiempo de la temperatura de un cuerpo) es
proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio que lo rodea. Sea

. . dr ,
T,, la temperatura del medio ambiente, T la temperatura del cuerpo, ™ la razén de

cambio en el tiempo de la temperatura del cuerpo, entonces la ley de enfriamiento de
Newton se puede escribir como:

dT— k(T —T,

La constante de proporcionalidad k, se toma como positiva (Figura 1); al hacerlo, se
. . . . dT .
requiere el signo menos en esta ley para hacer que la razén de cambio - sea negativa en

un proceso de enfriamiento cuando T es mayor que T, y positiva en un proceso de
calentamiento cuando T es menor que T, .

11 , . 4 . . . g
En la linea del tiempo de este mddulo encuentra ideas importantes sobre Newton y otros cientificos
relacionadas con el desarrollo histérico de las ecuaciones diferenciales.
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Ley de enfriamiento de un liguido

75

70 T
65

&0 ]

T3(°C)

55 &

50 \ 4

0 10 20 30 40 50

t(min)

Figura 1. Ley de Enfriamiento de un liquido

Fuente: https://majocosno.wordpress.com/about/calor/transferencia-de-calor/ley-del-enfriamiento/

Ejemplo 11. Ley de Enfriamiento de Newton.

Se coloca una barra de metal a 90 °C en un laboratorio con una temperatura constante de
18 °C. Si después de un cuarto de hora la temperatura de la barra de metal disminuye a
40 °C, determine:

El tiempo requerido para que la barra alcance una temperatura de 20 °C.
La temperatura de la barra transcurridos 10 minutos.

Primero resolvamos la ecuacién para T, de la siguiente manera:

ar _ k(T —T,) = ar___ kdt
dt m (T-T,)

dT
S —kdt =>InT—-T,, = —kt+c= In(T-Ty)
(T - Tm) f n m ¢ €

= e—kt‘l'C =T — Tm — e—ktec =T — Tm — Ce_kt

De donde T es la solucidn buscada para la temperatura del cuerpo después de cierto
tiempo t:

T=T, +ce*t
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Con los datos del problema, la temperatura del medio ambiente es la temperatura del
laboratorio, es decir, T, = 18°C. La temperatura del cuerpo en el instante inicial, cuando
t = 0 minutos, correspondea T = 90 °C.

Advierta que en la ecuacién T = T,, + ce™*t aparecen dos constantes por descubrir, c y
k. Entonces usemos las condiciones iniciales del problema para encontrarlas:

Busquemos c .Como T, =18yt = 0 cuando T = 90, entoncesT =T, + ce ¥ nos
gueda:

90 =18+ ce® = c = 72.

Busquemos k. Con el valor de ¢ = 72, volvamos a la ecuacién T = T, + ce™*t que nos
queda T = 18 + 72e~*t. Sabemos que t = 15 cuando T = 40, entonces:

22
T =18+ 72¢e % = 40 = 18 + 72¢7¥(15 = 7= e~ 15k —

In22
lni—i =Ine ™ =k =_n—17; =0,0790, de donde:

T = 18 + 72¢~00790t,

Ya podemos calcular tiempo requerido para que la barra alcance una temperatura de 20
°C, es decir, despejar la variable t para el valor T = 20. Nos queda:

20 — 18
T =18+ 7270779 = 20 = 18+ 7270779 = ¢ 000 = — — =
Ine=007%t = [n2 = —0,0790t =In=> = t = 252 = 453,

72 72 —-0,0790

Para que la barra alcance una temperatura de 20 °C deben transcurrir aproximadamente
45 minutos.

Busquemos ahora la temperatura de la barra transcurridos 10 minutos:

T =18 + 72¢7007900 = T = 18 4 7270079010 — T = 18 + 32,7 = T = 50,7
Después de 10 minutos la barra alcanza una temperatura de 50,7 °C.

Crecimiento poblacional

En las ciencias naturales (biologia) interesa mucho la forma como una poblacién de
especies crece con respecto al tiempo. Se sabe que en periodos de tiempo relativamente
cortos la velocidad con que crecen algunas poblaciones como animales muy pequefios o
bacterias, es proporcional a la poblacidon que se tenga en algin momento del presente.
Supongamos que P(t) es una poblacién de bacterias en el tiempo t y que, como ya se
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dijo, la poblacidon esta creciendo de manera constante a un ritmo proporcional a la
poblacién presente en ese momento, entonces interesa establecer como estd relacionado
P con t, o en otras palabras, determinar P como funcion de x. Volviendo al concepto de
razon de cambio, como el ritmo de crecimiento de P es proporcional a P, entonces
podemos escribir esta variacion en términos de la ecuacion diferencial.

dpP

E=kp

Resolviendo para P, tenemos % = kP = d—PP = kdt = In P = kt + c. Para determinar la

constante de integracion c, es necesario establecer las condiciones iniciales, es decir, para
una poblacion en determinado instante que tomamos como inicial, P = P, cuando t = 0.

Volviendo al resultado preliminarInP = kt + c = InPy = k(0) + ¢ = ¢ = InP,.
Entonces,InP =kt +c = InP = kt + InPy = e!n? = g(kt+InPo) — p = gkt . glnPo
En esta Ultima expresién el término e!™ o es una nueva constante P, y llegamos a

P = Poekt.

El propdsito de establecer esta dependencia de P con respecto a t es muy util ya que nos
sirve para predecir la poblacion en cualquier instante de tiempo t o bien para determinar
qgué tiempo puede demorarse alcanzar cierta poblacion (figura 2).

Aunque en la introduccién del problema actual consideramos el contexto de animales
muy pequefios y bacterias, supongamos, sin molestar a la raza humana, que aplica para
nosotros. En este sentido, la tasa de crecimiento es el promedio porcentual anual del
cambio en el numero de habitantes, como resultado de un superavit (o déficit) de
nacimientos y muertes, y el balance de los migrantes que entran y salen de un pais.
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Evolucion temporal de la poblacidn.
Modelo exponencial.

200,0
1500 +

1000 4

Individuos

500 1

0.0 LI B S S B B B S S B S e

Figura 2. Evolucién temporal de la poblacién

Fuente: http://tarwi.lamolina.edu.pe/~acg/Capitulo%20I11%20Ecologia.htm

Ejemplo 12. Para 2014 en Colombia'? la poblacién esta creciendo a una tasa media
aproximada de 1,07 por 100 anual, es decir, k = 0,0107. Entonces la expresiéon P = Poekt
aplicada a la tasa de crecimiento de la poblacién colombiana en 2014 se transforma en:

P = POeO,0107t

Si por ejemplo nos queremos preguntar cuanto tiempo debe transcurrir para que la
poblacién colombiana se duplique, entonces:

P =2P, = 2P, = Ppe®0107t = 2 = 00107t = |n2 =

Ine%0107t — |n2 =0,0107t = t = —2
0,0107

= t = 64,7 anos.

Este resultado nos dice que si en la actualidad tenemos aproximadamente 48000000 de
habitantes en Colombia, entonces deben pasar aproximadamente 65 anos para que esta
cifra se duplique.

12 http://www.indexmundi.com/es/colombia/tasa_de crecimiento.html, consultado [23082015]
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Introduccion

Continuamos con la revisidn de las ecuaciones diferenciales de primer orden.
Estudiaremos los métodos de solucion de las ecuaciones diferenciales exactas lo que nos
obliga a revisar el concepto de diferencial total y de derivada parcial, y veremos el proceso
para determinar un factor integrante cuando una ecuacién diferencial de primer orden no
cumple las condiciones para ser exacta. La cartilla culmina con una aplicacién de las
ecuaciones diferenciales: la desintegracidn de sustancias radiactivas.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (parte 1), se
desarrolla a través de explicaciones de los fundamentos tedricos y la solucion de ejemplos
que ilustran los procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales exactas y encontrar
un factor integrante para las que no lo son.

Para garantizar su éxito en la revisidén y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revisidn exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mddulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revision frecuente de los recursos y a la realizacidén de las actividades en los tiempos
sefialados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademas de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente los libros digitales Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado,
novena edicidon, de Dennis Zill y Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas
historicas de George Simmons; que se encuentran en pdf en la seccién de recursos para el
aprendizaje.

Del libro de Simmons se resuelven muchos ejercicios propuestos de las secciones finales
de los capitulos seleccionados.
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Desarrollo tematico

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (parte |)
Ecuaciones diferenciales exactas

Para iniciar el estudio de las ecuaciones diferenciales exactas de primer orden debemos
recordar el concepto de diferencial total visto en cursos anteriores.

Diferencial total y derivadas parciales

Si se tiene una funcién z = f(x, y), la diferencial total de z, dz, es la suma de las
funciones, f,dxy f,dy, donde f, y f, son las derivadas parciales de f(x,y).

dz = d(f(x,y)) = fedx +f,dy.

En la definicidn expuesta se supone por supuesto que las derivadas parciales deben ser
continuas en algun intervalo de R3.

Como usted recordard, encontrar las derivadas parciales de una funcién f(x, y) exige que
las variables x, y se examinen como variables independientes entre si; es decir, al derivar
f (x,y) parcialmente con respecto a la variable x, la variable y es constante y asi se
asumira siempre que aparezca en los calculos. Asi mismo, al derivar f(x,y) parcialmente
con respecto a la variable y, la variable x es constante.

En sus cursos anteriores de Cdlculo, usted resolvié derivadas parciales. Sin embargo, es
prudente calcular algunas derivadas parciales para recordar y extender las ideas previas.

Ejemplo 1. Determinar la diferencial total de la funcidn:

z = f(x,y) = 5x*y? — 4xy3 + 8.

Calculemos primero la derivada parcial de f(x, y) con respecto a la variable
independiente x:

Z_;Zc = 20x3y? — 4y3,
y ahora calculemos la derivada parcial de f(x, y) con respecto a la variable independiente
y:

dz

— = 10x*y — 12xy?
3y Ox*y Xy
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Entonces el resultado de la diferencial total de la funcion:

z = f(x,y) = 5x*y? — 4xy3 + 8 es

dz = d(f(x,y)) = fydx +f,dy = 20x3y? — 4y3)dx + (10x*y — 12xy?)dy.

Advierta que la notacidn para derivadas parciales utiliza la notacion con los simbolos Z_;Zc y

ﬂ
oy’

Ejemplo 2. Determinar la diferencial total de la funcidn:

x3 —2y3 + y?
x%+y?

z=f(xy)=

Debemos usar inicialmente la regla para un cociente:

(u), vu —uv
) =

v2

Calculemos primero la derivada parcial de f(x, y) con respecto a la variable
independiente x:

9 3_2 3 2
07 (PH+yH) 20— (P -2y +y

ox " Gy

24 0(x%+y?)
) ax

0z (x?+y*)(3x%) — (x* — 2y° + y?)(2x)
o Y

0z 3x*+3x?y? — 2x* + 2xy® + 2xy?
ox (x2+y?)2

0z x*+3x%y% + 2xy® + 2xy?)
ox (x2+y?)? '

Y ahora calculemos la derivada parcial de f(x,y) con respecto a la variable independiente
y:

2,020 -2y3+y®) 5 3 2y 0(x?+y%)
%z(x ty ) (P =2yt Yy =
dy (x2+y?)?
0z (x*+y?)(—=6y* +2y) — (x* — 2y° + y*)(2y)
dy (x2+y?)?
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0z —6x%y? +2x%y —6y* + 2y3 — 2x3y + 2y* — 2y3
o T
—4y* — 6x2%y% + 2x%y — 2x3y
(x2+y2)2

Y el resultado de la diferencial total de la funcién:

x3 —2y3 + y?
x%+y?

z=f(xy)=

es

x*+3x2%y? + 2xy3 + 2xy?) —4y* — 6x2y? + 2x%y — 2x3y
dz = dx + dy
(xZ_l_yZ)Z (x2+y2)2

Solucion de ecuaciones diferenciales exactas

Con las definiciones de diferencial total y el repaso del procedimiento para calcular
derivadas parciales con respecto a las variables independientes x y y, ya podemos
resolver otro tipo de ecuaciones diferenciales que se presentan en la lista de ecuaciones
diferenciales de primer orden, las ecuaciones diferenciales exactas.

Una ecuacion diferencial de la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
es una ecuacion diferencial exacta si:

d d
M@xy) =3 =fyNxy) =2 =,

En esta definicién suponemos que M (x,y) y N(x, y) son funciones continuas y por lo
menos para cada una de ellas se pueden determinar sus primeras derivadas parciales (que
deben ser continuas) en algtn intervalo de R?.

Resolver una ecuacioén diferencial exacta consiste en encontrar una funcién f(x, y) de tal
manera que su diferencial total sea exactamente la ecuacion diferencial dada.
of

Para hacerlo, primero escribamos por simplicidad M = Y N = 5

a .
—i. Derivemos ahoraa M
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con respecto a y, y derivemos a N con respecto a x:

oM _ 0% on _ o
dy  dydx’ y dx  dxdy

Como suponemos que las derivadas parciales son continuas podemos concluir que:

o0°f _ 9°f con lo uea—M—a—N
dydx  dxdy’ q dy  9x’

Entonces para que la ecuacién diferencial:

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

. aM _ N
sea exacta se debe verificar que = ox

Antes de encontrar un método para resolver ecuaciones diferenciales exactas,
verifiguemos a través de los dos ejemplos siguientes, la condicidén de exactitud.

Ejemplo 3. Verificar que la ecuacidn diferencial xdy + ydx = x cos x dx es exacta'.
Inicialmente verificamos que la ecuacién es de la forma:
Mdx + Ndy = 0.
xdy + ydx = xcosxdx = xdy + ydx —xcosxdx =0 =
(y —xcosx)dx + xdy =0

conM = y—xcosx,y N = x.

La condicion de exactitud exige que Z—IZ = 2_1;/.
oM 0(y —xcosx) L
oy dy -
ON 0(x)

dx  0x

Luego xdy + ydx = x cos x dx es exacta.
Ejemplo 4. Verificar que la ecuacién diferencial:

(¥ — 3x2y2)y” + ye® = 2xy? es exacta’.

! Ejercicio numero 8 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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Inicialmente verificamos que la ecuacién es de la forma:

Mdx + Ndy = 0.
d
(e* = 3x%y?)y’ + ye* = 2xy3 = (e* — 3x2y2)% = 2xy3 — ye* =

(e* — 3x%y?)dy = —(ye*—2xy3)dx = (ye*—2xy3)dx + (e* —3x%y?)dy =0

Tenemos entonces que M = ye*—2xy3y N = e* — 3x%y2.

ON

L . . oM
La condicion de exactitud exige que 3y~ ax

oM 0(ye*—2xy?)

P — pX _ 2
3y 3y e 6xy
ON _d(e* —3x?y?) 5
A L

Teniendo claridad en la identificacion de una ecuacién diferencial exacta, a continuacion
se expone el procedimiento para su resolucién.

Método de solucion de una ecuacion diferencial exacta de primer orden

Paso 1. Identificar que efectivamente la ecuaciéon diferencial es exacta, es decir verificar

Lo dM _ o
a dy  ox’

. d
Paso 2. Debemos encontrar una funcién f tal que é = M. sabemos que esto se logra
integrando la funcién M con respecto a x, es decir, integrar parcialmente M (x, y) con
respecto a x.

f=J Mdx+g@).

Paso 3. Derivamos parcialmente f con respecto a y, es decir,

6f_0fde+dg

dy  dy dy

d
Paso 4. Igualamos é = N.

d . L . d
Paso 5. Integrarﬁ para determinar la funciéon g, es decir, g = fﬁ.

2 Ejercicio numero 10 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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La solucidén requerida es:

[ Mdx + g(y) =c.

Ejemplo 5. Volvamos al ejemplo 4. Alli se propuso la ecuacion diferencial

(e* — 3x2y?)y” + ye* = 2xy3. Esta ecuacidn se llevé a la forma

(ve*—2xy3)dx + (e* — 3x%y?)dy = 0y se verificé el paso 1, es decir, que es exacta.

., d
Paso 2. Debemos encontrar una funcién f tal que é = M. sabemos que esto se logra

integrando la funcién M con respecto a x, es decir, integrar parcialmente M (x, y) con

respecto a x:

f = [ Mdx + g(y). Entonces:

f=[Mdx+gl) = [(yve*—2xy3)dx + g(y) = [ ye¥dx — [ 2xy3 dx + g(y) =

f=ye*=2y3+g).

Paso 3. Derivamos parcialmente f con respecto a y, es decir

6_f_6fde+d_g
dy 9y dy’
of _o(ye*-2y®) dg _ _x . o dg
VA +dy—e 6y +dy.
d
Paso 4. Igualamos 99— N,
oy
X _ g2 199 _ ox _9.2.2 A9 _ 02 _ 94242
e 6y+dy e 3xy=>dy 6y 3x“y“.

d . . .

Paso 5. Integrar ﬁ para determinar la funciéon g, es decir, g

fd_g —
dy

Entonces la solucidn es:

[ Mdx + g(y) =c.
Es decir,
ye* —2y3 +2y3 —x?y3 =c.

ye* —x%y3 =c.

g = [(6y* = 3x*y*)dy = [6y*dy — [ 3x*y*dy =

7

_ (4
=%

2y3 _ X2y3 .
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Como se pude sospechar es necesario saber si la respuesta obtenida es correcta. Por
supuesto que podemos comprobarlo, atendiendo el teorema fundamental del Calculo, es
decir, derivando la solucién ye* — x2y3 = ¢, obtenemos la ecuacién diferencial propuesta
como lo estudiamos en la cartilla 1.

Advierta que para verificar la solucién encontrada, debemos nuevamente considerar que
la variable dependiente es y y la variable independiente es x.

Comprobacidn. Verifiguemos entonces que la solucion de la ecuacion diferencial exacta:
(ye*—2xy3)dx + (e* —3x%y?)dy =0

Es:

ye* —x%y3 =c.

Como la solucidn tiene dos términos vamos a derivar cada término por aparte y luego los
ubicamos en la solucidn final:

(ye*) = ye* + y'e*.

(—x%y®) = —x?3yy" — 2xy°.

Entonces la solucién nos queda:

ye* +y'e* —x23y%y’ — 2xy3 =0 = (e* — 3x%y?)y" + (ye* — 2xy3) = 0.
Es conveniente escribir y” de la forma z—z, lo que convierte la expresién anterior en
(e* — 3x2y2)3—z + (ye* — 2xy3) = 0.

Multiplicando por dx cada término de la igualdad llegamos a la ecuacién diferencial
exacta propuesta

(ye*—2xy3)dx + (e* — 3x?y?)dy = 0.

Ejemplo 6. Volvamos al ejemplo 3. Alli se propuso la ecuacion diferencial
(y —xcosx)dx + xdy = 0y se verifico el paso 1, es decir, que es exacta.

A continuacién detallaremos el mismo procedimiento descrito en el ejemplo 5 pero
empezando con la integral de la funcion N con respecto a y, es decir, integrar
parcialmente N(x,y) con respecto a y. El método previsto cambia las variables de
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integracién y derivacion respectivamente, pero evidentemente nos lleva al mismo
resultado.

., d
Paso 2. Debemos encontrar una funcién f tal que é = N. Sabemos que esto se logra

integrando la funcién N con respecto a y, es decir, integrar parcialmente N(x, y) con
respectoay:

f = [ Ndy + g(x).

Entonces f = [ Ndy + g(x) = [xdy + g(x) = xy + g(x).

. . ) dfNdy _ d
Paso 3. Derivamos parcialmente f con respecto a x, es decir, é = % + ﬁ.

oF _aey)  dg _  do
ox ox dx dx *

d
Paso 4. Igualamos é =M.

dg dg
+—=9y—XCOSX = —= —XCOSX.
y dx y dx

d . s : d
Paso 5. Integrarﬁ para determinar la funciéon g, es decir, g = fﬁ.

g=[—xcosxdx?= —xsinx — cosx.

Entonces la solucion es:

[Ndy + g(x) =c.

Es decir,

Xy —xsinx —cosx = c.

Comprobaciéon. Debemos comprobar que la solucién de la ecuacién diferencial exacta

(y —xcosx)dx +xdy =0

3. .. . . .
Quiza sea conveniente evaluar el resultado de la integral f —xcosxdx = —xsinx — cosx, que se
resuelve por el método llamado integracion por partes.

Juvdx =uv — [w'vdx.
Hagamosu = x = du = dx, dv = cosxdx = v = fcos xdx = sin x. Entonces

J —xcosxdx = xsinx — [ sinxdx = xsinx + cos x.
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es
Xy — xsinx — cosx = c.

Como la solucidn tiene tres términos vamos a derivar cada término por aparte y luego los
ubicamos en la solucidn final:

(xy) =y +axy.

(xsinx) = x cosx + sinx.

(cosx) = —sinx.

Entonces la solucién completa nos queda

y+xy —xcosx —sinx +sinx =0

d
= y—xcosx+xy =0 =>y—xcosx+x%= 0
Es decir, (y — x cosx)dx + xdy = 0, que era el resultado por verificar.
Ejemplo 7. Resolver la ecuacion diferencial:*
" i+ 2y In—2= 4 3siny)dy = 0
(x2+3x)x (ynx+3 siny)dy =
Paso 1. Verifiguemos que sea exacta:
3y?
a_M — 0 (x2+3x) — 3 2y
dy dy x? + 3x
5 .
ON _0Q2yln—+3siny) L, E+3) @ +3)(5) — (1))
ox 0x — 4V sy (x + 3)2
— 5 1 5x+15—5x_2 1 5x+15—5x_2 15
~ sy (x+3) Y5 (x+3)2 y5x(x+3)
3
=—-2
x2 + 3%

Paso 2. Debemos encontrar una funcién f tal queg—f/ =N = f = [ Ndy + g(x).

4 Ejercicio numero 32 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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5x ) _
f= f(Zylnx+3+351ny)dy+g(x) —lnx+3f2ydy+3fsmydy+g(x)
= 32—~ 3cosy + g(x)
f=y*In(=5) —3cosy + g(x

Paso 3. Derivamos parcialmente f con respecto a x,

5x
or _ 0P InGED-3¢0sy) L dg _ o (x43) c4)©-(0W) , dg _ 3 dg
ox ox dx y 5x (x43)2 dx  x2+3x  dx

Paso 4. Igualamos % =M.

2 2

3y dg 3y dg
x2+3x+a_x2+3x = E‘O = 9&x) =0.
Entonces la solucion es

5x
x+3

y2In( )—3cosy =c

Comprobacion. Derivemos en la misma la linea la solucién encontrada:

5x 3 .., 3 + vl S5x
x+3) cosy =] _yx2+3x yy n(x+3

[y?1In ( )+ 3sin(y) -y =0

2

3y 5x . _
. Ydx + (2y lnm + 3siny)dy = 0.

x2+3x

3" + [( 2yIn (;%) +3 sin(y)] y = (

T x243x

Factor integrante

En muy pocas ocasiones la ecuacion diferencial de la forma Mdx + Ndy = 0, es exacta, ya
gue la exactitud que supone requiere un adecuado calculo en que se debe presentar dicha
ecuacion; entonces usted advertird sobre la aparente necedad de querer resolverlas. Sin
embargo, en la presente seccion justificaremos el esfuerzo causado.

Si la ecuacidn diferencial Mdx + Ndy = 0 no es exacta, en algunas ocasiones es posible
transformarla en una ecuacion que si lo sea, buscando una funcién H(x, y) que al ser
multiplicada por dicha ecuacidn, la convierta en exacta. Esto es:

H(x,y)[Mdx + Ndy] = 0 es exacta.
Ala funcion H(x,y) se le llama factor de integracion de la ecuacion Mdx + Ndy = 0.

Existen tres formas posibles de encontrar la funcién H(x, y) :
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La funcién H(x, y) solo depende de la variable x.

it

(OM ON
N

3 E) = f(x), entonces el factor integrante

H(x,y) = el /®)dx

La funcién H(x, y) solo depende de la variable y.

siL

(aN oM
M

Pl 5) = g(v), entonces el factor integrante

H(x,y) = el 90dy

1
xM-yN’

SIM=yf(xy)yN =xg(xy) = H(x,y) =

Como lo hemos advertido, la busqueda de un factor integrante puede no tener éxito, y no
gueda otra alternativa que buscar soluciones en otros métodos. Por otra parte, si la
busqueda del factor integrante, H(x, y) tiene éxito, solo nos queda resolverla por los
métodos vistos en la seccidn anterior para ecuaciones diferenciales exactas.

En el ejemplo siguiente, nos presentan una ecuacién diferencial que no es exacta, pero
que se puede transformar en exacta mediante la condicidn 2, es decir, la funcién H(x, y)
solo depende de la variable y.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacion diferencial:®

(1-xy)y" =y

Esta ecuacién diferencial no es exacta, ya que aunque podemos escribirla de la forma:
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Es decir, y?dx + (xy — 1)dy = 0. Las derivadas parciales correspondientes no son iguales
como se verifica enseguida:

oM a(y?)

—_—= = Zy
dy dy
ON d(xy—1)
ox . ox 7

> Ejercicio numero 2 de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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Volviendo a la condicién 2, como la ecuacién no es exacta, procedemos a encontrar un
factor integrante de la forma:

ON oM

1 .
Si " (5 — E) = g(v), entonces el factor integrante es:

H(x,y) = el 90dy

Busquémoslo:

dy
—_— _1 _
f y = elny = y 1

1 (0N oM y

= (G- =n0-m=F =S HEN =g =€

1
oy y2 vy’

El factor integrante es entonces g(y) = %, y éste multiplica a cada uno de los términos de
la ecuacién y?dx + (xy — 1)dy = 0. Asi:

y2dx + (xy —1)dy =0 = Jl/yzdx +31—/(xy —1)dy = ydx + (x —i) dy = 0.
Verifiquemos que la nueva ecuacion ydx + (x — %) dy = 0esexactacon M =y,y

N=(x - %) =

oM o(y)  oN 0&x—2) _

oy "oy ax T ax -

1 . . ]
Para resolver ydx + (x — ;) dy = 0 sigamos los 5 pasos en la misma linea:

Encontrar una funcion f tal quez—i =M =f=[Mdx+g(y)=f=[ydx+gQy) =

. . . df _d[Mdx | d
f = xy + g(y). Derivar parcialmente f con respecto a y, es decir, é = % + ﬁ =
af d(xy) , dg af dg af dg 1 dg
—=——+4+==—=x+——.lgualar = =N=>x+—-=x—- = —=
6y1 oy gy oy dy 8 oy dyd y dy .
—5 Integrarﬁ para determinar la funcion g = g = —f?y = —lny=lny 1= ln;.
Y la solucién es
[ Mdx + g(y) =c.
Es decir,
+1 !
c=xy+In—
y
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. s . . , . s 1
Comprobacién. Derivemos en la misma la linea la solucién encontrada® ¢ = xy + ln; :

O=xy"+y+ ;—3; = xy'+y—y;/=(x—§)y'+y =>ydx+(x—§)dy=0.

QIR R

Ejemplo 9. Resolver la ecuacion diferencial” e*(1 + x)dx = (xe* — ye¥Y)dy. Organizando

los términos de la forma Mdx + Ndy = 0 = e*(1 + x)dx + (ye” — xe*)dy = 0, vemos
oM _ 0(e*(1+x)) ON _ 0(yeY—xe*)

—_— = T = - X
gue no es exacta porque 3y 3y 0 # ™ ™ e*(1+ x).
Buscamos el factor integrante que debe ser:
. f_idy _ oM oN _0(e*(14x)) . o(yeY—xe*)
M(y) = ce’-m ,conw =00 =Sw =" ™ =e*(1+x)=

eX(1+x)
M(y) = el @™ = e=fdy = ¢ = fy

El factor integrante es entonces M(y) = % y éste multiplica a cada uno de los términos de
la ecuacion e*(1 + x)dx + (ye? — xe*)dy = 0. Asi:

1 1 y . _ e* xe* _
e—ye (1+x)dx+e—y(ye —xe )dy—0=>e—y(1+x)dx+(y—e—y)dy—O=>

e* V(1 + x)dx + (y —xe*¥)dy = 0. Verifique que efectivamente es exacta ya que

oM _ a(e* Y(1+x)) _

ay oy

d(—xe*™Y)

_ x-y _—
(1+x)e = o

Para resolver® e~V (1 + x)dx + (y —xe*™Y)dy = 0 sigamos los 5 pasos en la misma
linea:

Encontrar una funcién f tal que Z—f} =N =f=[Ndy+gkx)=

f=fl—xe*Y)dy +gx) = [ydy — [xe*Vdy + g(x) = f = y;+xex_y + g(x).

o — —(1+x)e* Y + Z—z. Igualar% =M=

Derivar parcialmente f con respecto a x, P

. . . Sl
® En la comprobacién aparece la derivada de un logaritmo: (Inu) = —u

’ Ejercicio numero 25 de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.

¥ Miremos la solucion de [ xe*dy.Seau=x—y = du=—dy = [xe*Vdy = —x [e*du =
—xet = —xe*™V.
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dg dg
= — x=y — =Xy —_— = =
A+x)e* Y+ il 1+x) = Ix 0 =gk =0.

Y la solucién es
[Ndy + g(x) =c.
Es decir,
c=y%+2xe*V

Comprobacidén
Derivemos en la misma la linea la solucién encontrada ¢ = y2 + 2xe* ™7 :

0=2yy +2[x(e* V(1 -y )+e* V] =0=y(y—xe* )+ (1 +x)e*V =
e* V(A +x)dx + (y —xe*Y)dy = 0.

Algunos de los factores de integracidn que se presentan con mayor frecuencia se
muestran en la tabla 1.

Algunos factores de integracion

Forma de los términos Factor de Diferencial exacta
de la ecuacion diferencial integracion
ydx — xdy 1 xdy —ydx d(X)
x2 x2 %
ydx — xdy 1 xdy —ydx d(f)
y? y? y
— 1 xdy — ydx
ydx — xdy L y—yax _ d(In X)
xy xy X
ydx — xdy 1 xdy —ydx X
2 iy? iy d(tan y)
1 dx + xd
ydx + xdy 1 y Y _ d(In xy)
xy xy
dx + xd ydx + xdy -1
y y —— n>1 L = d[(—— ]
(xy) (xy) (n = 1)(xy)
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1 dy + xdx 1
ydx + xdy yay :d(zlnx2+y2)

x2 + yZ xZ + yZ
ydx + xdy 1 n ydy +xdx
(x2+yH)n’ (x2+yH)n
>1 -

d[(Z(n — 1)(x? + yz)"‘l)]
aydx x@1, yb-1 x% 1 yb=1(aydx + bxdy) = d(x*y?)
— bxdy a, b constantes

Tabla 1. Algunos factores de integracion

Fuente: Propia.

Una aplicacion de las ecuaciones diferenciales: desintegracion de sustancias radiactivas

Como sabemos, los nucleos de los atomos son composiciones combinadas de neutrones y
protones, pero por muchas razones, algunas de esas combinaciones son inestables hasta
llevar a la desintegracion de los atomos. Esta condicién se conoce como desintegracion
radiactiva. La razén de cambio (o tasa de cambio) con que los nucleos de una sustancia se
desintegran es proporcional al nimero de nucleos de la sustancia restante en cierto
tiempo t. Si N es la cantidad de nucleos ya podemos sospechar (por la similitud de este
modelo matematico con las aplicaciones de los ejemplos anteriores), que la relacién de
proporcionalidad nos queda (figura 1):

dN

E:kN

Aunque el modelo matematico para la desintegracion radiactiva que acabamos de deducir
es utilizado en el universo de las ciencias fisicas, también se aplica en sistemas bioldgicos,
por ejemplo para calcular cuanto puede ser la vida de un medicamento, es decir, una
medida de tendencia central que nos describa su vida media. En otras palabras, el tiempo
gue tarda el organismo en eliminar la mitad de éste por los procesos bioldgicos de
metabolizacion o excrecion.
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Figura 1. Desintegracidn de sustancias radiactivas

Fuente: Propia.

Ejemplo 10. Desintegracion radiactiva® del PB-209, isétopo radiactivo del plomo.

El PB-209, isétopo radiactivo del plomo, se desintegra con una rapidez proporcional a la
cantidad presente en algun instante y tiene una vida promedio de 3,3 horas'®. Si
inicialmente se tiene un gramo de plomo, é{cuanto tiempo debe transcurrir para que se
desintegre un 80%?

Sea N(t) la cantidad de PB-209 (gramos) presente en el instante t (horas).

El modelo matematico para la desintegracion radiactiva es:

dN
—=—kN,k > 0.
dt
. dN dN
Resolviendo para N, tenemos T —kN = ~ = —kdt = InN = kt + c. Para

determinar la constante de integracion c, es necesario establecer las condiciones iniciales,
es decir, para una poblacién en determinado instante que tomamos como inicial, N = N,
cuandot = 0.

9 Adaptacion de un problema similar encontrado en http://ocw.uc3m.es/matematicas/ecuaciones-
diferenciales-ordinarias/pruebas-de-evaluacion-1/EDOexamsolene09.pdf
10 . . . . 4 ;

Esto significa aue en cualauier momento hav el doble de isétopo aue 3.3 horas después.
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Volviendo al resultado preliminarInN = kt + c = InN, = k(0) + ¢ = ¢ = InN,.
Entonces, InN = kt + ¢ = InN = kt +In N, = e'*VN = ekt+InNo) —

P = ekt . elnNo.
En esta ultima expresion el término e!™ Mo es una nueva constante P, y llegamos a
N = Nyekt.
Sabemos que en el instante inicial se tiene un gramo de plomo, es decir,
N(0) =1 = 1= Nyek® = 1 = N,

Nos falta determinar k. Para hacerlo sabemos que la semivida del plomo es 3,3 horas, lo
gue significa que después de 3,3 horas debe quedar la mitad del PB-209 del inicio, es
decir, N(3,3) = 0,5. Entonces:

1
1 1 1 In- In?2
— =33k — lnz =Ine(33%k — lnz =—-33k =k = _3’23 =k = 33

In2 ., . . .
Al reemplazar los valores1 = Ny y k = 23 encontrados, la ecuacion diferencial particular

nos queda:

In2

N =¢ 33"

Con el modelo matematico encontrado, nos piden el tiempo que debe transcurrir para
que se desintegre un 80%, es decir, N(t) = 0,2 . Entonces

In2

—t In2 Ino,2 In20
02=e 33 =2n02=——t=>t=33——=1t=3,3
3,3 —In2 In2

= t = 14,26.

Es decir, deben pasar un poco mds de 14 horas para que PB-209, isétopo radiactivo del
plomo se desintegre un 80%.
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Introduccion

Avanzaremos en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales y la ecuacién
diferencial de Bernoulli a la vez que revisaremos una aplicacién de las ecuaciones
diferenciales lineales: Circuitos en serie. Luego ingresaremos al estudio de unas
ecuaciones diferenciales de segundo orden que se pueden reducir a ecuaciones de primer
orden ya sea por ausencia de la variable dependiente o la ausencia de la variable
independiente.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (parte ll), se
desarrolla a través de explicaciones de los fundamentos tedricos y la solucion de ejemplos
que ilustran los procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales lineales, la
ecuacién diferencial de Bernoulli y una parte introductoria a las ecuaciones diferenciales
de segundo orden.

Para garantizar su éxito en la revisidn y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revision exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mddulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revision frecuente de los recursos y a la realizacidén de las actividades en los tiempos
sefialados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademas de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente los libros digitales Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado,
novena edicidon, de Dennis Zill y Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas
historicas de George Simmons; que se encuentran en pdf en la seccién de recursos para el
aprendizaje.

Del libro de Simmons se resuelven muchos ejercicios propuestos de las secciones finales
de los capitulos seleccionados.
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Desarrollo tematico

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (parte Il)

Ecuaciones diferenciales lineales
En la cartilla 1 revisamos el concepto de una ecuacidn diferencial lineal.

La ecuacion diferencial F(x,y,y’,--,y™) = 0 se llama lineal si F es una funcién lineal de
las variables y, y’, -+, y™. La forma general de una ecuacion diferencial lineal de orden n
es:

a,(O)Y" + ap_1 (Y"1 + -+ a0y + ag(x)y = h(x).

Estas se caracterizan porque son de grado 1 en la variable dependiente y y en todas sus
derivadas, y todos los coeficientes

a, (%), an_1(x), a1 (x), ag(x)
solo dependen de x.

Si la funcidn f (x, y) se puede escribir como f(x,y) = —P(x)y + Q(x), entonces f (x, y)
es lineal.

En general, las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se pueden escribir como:

y'+PH)y=0Qx)

Debe advertir que los coeficientes, P(x) y Q(x) solo dependen de la variable x (o en su
defecto funciones constantes).

La forma mas sencilla de resolver una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la
d L .
forma d—z + P(x)y = Q(x), se basa en la solucidén de la derivada del producto de las

Yy

funciones eJ P4*

d dy dy
[ Pdx — o[ Pax JPdx — [ Pdx
I (e .y) e Ix + yPe e (dx + Py)

Multiplicando Z—z + p(x)y = q(x) por el Pdx e optiene:

d d
d_zedex +P(x)yedex — Q(x)edex — edex (d_z+Py> — Q(x)edex N

d
a(edex_y) — Q(x)edex
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Integrando a ambos lados de la igualdad:

jd(efpdx.y) =jQ(x)edexdx :efpdx.y=jQ(x)edexdx+c =

1

el Pdx y = j 0(x)el Pidx + ¢ = y = T

jQ(x)edexdx +c =

y = e—dex(f Q(x)el P4*dx + ¢) es la solucién de % + P(x)y = Q(x).

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion diferencial lineal de primer orden y" — 2y = 5.

Esta ecuacion es lineal con P(x) = —2y Q(x) = 5. Entonces

[ Pdx = [ —2dx = — 2x = el P4¥ = ¢=2% Al multiplicar cada término de Z—z -2y =
5 por e ~?* nos queda

dy

_ _ _ d,  _ _
e X _2ye?* =5e zxﬁa(ye M)y =S 5 =

f:—x(ye‘zx)dx = [5e dx =

5 _
—2x__E —2x+ = _—ge 2x+ ¢ = — 2x_E
ye = Ze C y = e—2x e—2x y =ce >

Advierta que uno bien puede aplicar la férmula:
y= e‘fpdx(j Q(x)el Paxdx 4 ¢)

para resolver la ecuacién diferencial dada; sin embargo, si observa la solucion del ejemplo

anterior, es mas practico llevar a cabo la forma como se dedujo dicha solucidn, es decir,

edex

multiplicar por e integrar la parte derecha de la ecuacion.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion diferencial lineal' de primer orden xy” + y = x2 cos x.

Busquemos la forma Z—z + P(x)y = Q(x). Dividiendo la ecuacién propuesta por x =

xdy ., 1

1,=1,2 YW hy = (Hy2 WLy =
~o, Ty =-xfcosx = -+ ()y = ()x"cosx = ——+ ())y = xcosX.

! Ejercicio numero 13 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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Nos quedd entonces P(x) = iy Q(x) = xcosx.

1 T . .
Entonces [ Pdx = f;dx = Inx = el P4x = eInx = x Al multiplicar cada término de

Z—i’ + (i)y = X COS X por x nos queda

dy+(1>_( ):>dy+—2 =
dx X T X xy—xxcosx xdx y=X"COoSXx

xdy + ydx = x? cosx dx = d(xy) = x?cosx dx = [d(xy) = [x?cosxdx =

xyzfxzcosxdx = xy = x?sinx +2xcosx — 2sinx + ¢ =

y =xsinx+2cosx —2x 1sinx + cx7?!

Quiza sea prudente recordar que la solucién? de f x? cosx dx se realiza por repeticion
del método de integracién por partes.

A estas alturas del curso, usted ya debe suponer que algunas ecuaciones diferenciales de
primer orden se pueden resolver por diferentes métodos. En el ejemplo siguiente vamos a

o . d . . .
resolver la ecuacion diferencial d—z = y + 4 por dos de los métodos vistos: ecuaciones
diferenciales lineales y ecuaciones diferenciales exactas con factor integrante.

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion diferencial Z—z =y+4.

., d
La ecuacion &
dx

y = 4 eslineal con P(x) = —1y Q(x) = 4. Entonces

[Pdx = —1dx = —x = el PAx = o=x p| multiplicar cada término de% —y = 4 por

Y —x

_ dy _ _ _ d _ _
e"nosquedaae —e"y=4exz>a(ye ) =4e7%,

Integrando a ambos lados de la ultima ecuacidn se obtiene
ye ¥ =—4e ™ +c =y =ce* -4

. . . d . .
Ahora analicemos otro camino de solucion de d—z = y + 4, el método de las ecuaciones
diferenciales exactas.

2 .
Seau = x? =>du=2xdx,dv=fcosx=>v=smx=>
[ x%cosx dx = x?sinx — 2 [ x sin xdx.

Seaz=x =dz=dx,dw = [sinx =>w=—cosx =

fxzcosxdx = xzsinx—fosinxdx =x?%sinx — 2[—xcosx—f—cosxdx=>

fxzcosxdx =x2sinx+2xcosx — 2sinx

Fundacién Universitaria del Area Andina



Escribamos % =y + 4 de laforma Mdy + Ndx, es decir (y + 4)dx + (—1)dy = 0, con
M =y + 4,y N =—1. Esta ecuacion no es exacta ya que:

a_M_M_l ON _ 9(-1)

ay  dy ax  ox =0.

Como la ecuacién no es exacta, procedemos a encontrar un factor integrante de la forma:

aN 9 .
Si— (% — %) = g(v), entonces el factor integrante es

H(x,y) = el 90dy

Busquémoslo:

ax dy —0-)=—-———=Hxy) =gy)=e r=—

_ (aN 6M> 1 1 _fﬂ 1
y+4 y+4 y+4

. 1 . . A
El factor integrante es entonces g(y) = S Y éste multiplica a cada uno de los términos

de la ecuacién y?dx + (xy — 1)dy = 0. Asi:

1 1
—4(y+4)dx+m(—1)dy =0= (1)dx—mdy =0

Verifiquemos que la nueva ecuacién (1)dx — yﬁdy = (0esexactaconM =1,y

N=—— =
y+4
oM () _o N _ (_m)
dy dy ox ox

1 . . .
Para resolver = dx — y:dy sigamos los 5 pasos en la misma linea:

Encontrar una funcién f tal que Z—i =M =f=[Mdx+g(y)=f=[1ldx+g(y) =

f =x+ g(y). Derivar parcialmente f con respecto a y, es decir, o _3JMdx , dg

oy oy dy
of od(x) , dg of dg
_— = — —_ = — = -2 = N -z
3y 2y Ty 2y + Igualar + o

determinar la funciong = g = — 3% —In(y +4) =In(y + 4)7? lny—;.

-

1 dg
=—— Inte rar— ara
y+4 g dy P

Y la solucidn es:

[ Mdx + g(y) =c.
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Es decir:

= x +1
c X I’ly+4

o d
Entonces hemos resuelto la ecuacion ﬁ =y+4.

Vista como ecuacién diferencial lineal se obtuvo la soluciéon y = ce* — 4.

Vista por el método de ecuaciones diferenciales exactas mediante el método del factor

1

integrante, se obtuvo la solucion ¢ = x + In e

Aparentemente usted advertird que las soluciones son diferentes, pero
1 1

In
= Cc — :l = el ¥ = Ve = —— =
y+4 € rly+4 ¢ ¢ y+4

c=x+1In

1

eCe™X

y+4= =ce* =>y=ce* —4.

Una aplicacidn de las ecuaciones diferenciales lineales: circuitos en serie

Circuito en serie LR (figura 1)

AN

Figura 1. Circuito en serie LR

Fuente: http://www.profesormolina.com.ar/tutoriales/circ_elec/img00055.gif

En un circuito en serie muy simple como el de la figura, dotado de un resistor y un
inductor, la segunda ley de Kirchhoff establece que la suma de la caida de voltaje a través
del inductor, mas la caida de voltaje a través del resistor es igual al voltaje aplicado al
circuito.

En un circuito, L se define como la Inductancia y R es la resistencia del circuito; ambos, Ly
R son valores constantes. La corriente i(t) se denomina la respuesta del sistema.
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. , . . . di , .
Si representamos la caida de voltaje a través del inductor por L (d—;), la la caida de voltaje

a través del resistor por Ri y el voltaje aplicado al circuito por E(t), entonces la segunda
ley de Kirchhoff para determinar la corriente en el circuito en serie LR en cualquier
instante se puede escribir mediante la ecuacién diferencial

L (%) + Ri = E(t)

En un circuito, L se define como la Inductancia y R es la resistencia del circuito; ambos, Ly
R son valores constantes.

Circuito en serie RC (figura 2)

Figura 2. Circuito en serie RC.

Fuente: http://elluishinojos.blogspot.com.co/2015/04/circuitos-rc-y-constante-de-tiempo.html

La caida de voltaje a través de un capacitor de capacitancia C es ? donde q es la carga
del capacitor. Al aplicar nuevamente la segunda ley de Kirchhoff

1
Ri+—-q =E(t)
C
. . . . Lo dq
La corriente i y la carga g se relacionan mediante la expresion i = ™ entonces para

determinar la corriente en el circuito en serie RC en cualquier instante nos queda la
ecuacion diferencial:

dg 1
Raﬁ'zq = E(t)

Fundacién Universitaria del Area Andina



Ejemplo 4. Circuito en serie:®

’ . . . . . 1
Una bateria de 12 voltios se conecta a un circuito en serie en el que el inductor es dez
henry vy la resistencia es de 10 ohms. Determine la corriente i si la corriente inicial es cero.

Sabemos que la ecuacidn diferencial para este circuito es:

L (%) + Ri = E(t)

ComoL=%,R =10,y E =12, nos queda

%% + 10i = 12 con la condicidn inicial i(0) = 0.

Multiplicando la ecuacién %% + 10i = 12 por 2 nos queda:
&4 20i = 24.
dt

Esta es una ecuacion diferencial lineal de la forma % +P(x)y = Q(x) con P(x) =20y
Q(x) = 24. Entonces [ Pdt = [ 20dt =20t = el Pat = 20t

. A di . di .
Al multiplicar cada término de d—; + 20i = 24 por e?° nos queda d—;ez‘)t + 20ie?0t =

.
24 et = ” (ie?%) = 24 %% =

d
ja(ez‘)t i) = 24.[ e?0ldt =

6 20t
5

. 1 . c . 6 —
e?0t.j=24.-—et ¢ == +— = i=-+ce 20,
20 e20t e20t 5

Como i(0) = 0, debemos encontrar el valor de la constante de integracion c, entonces:

. 6 _ 6 _ 6 ., .
i=<-+ce 20t — 0 = - +ce 2000) de donde ¢ = — < luego la expresion que permite
determinar la corriente en el circuito en cualquier instante es:

3 Ejemplo 6 del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado, p.88.
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Ecuacion diferencial de Bernoulli

o . d .,
La ecuacion diferencial de la forma d—z + P(x)y = Q(x)y™ con neR, se llama ecuacién

diferencial de Bernoulli. Advierta que sin = 0, o n = 1 la ecuacidn diferencial de Bernoulli
se transforma en una ecuacion diferencial lineal de primer orden.

Sospechard usted que la ecuacion diferencial de Bernoulli se puede transformar en una
ecuacion diferencial lineal de primer orden. Efectivamente esto se logra mediante la
sustitucion

1-n

v=Yy

. d o -
Que transforma la ecuacién é + P(x)y = Q(x)y™ en una ecuacion diferencial lineal
donde la funcidn que se debe encontrar es v(x).

Ejemplo 5. Resolver la ecuacién diferencial y" — xy? + xy = 0:

Organizando los términos de la ecuacién nos queda con la forma de la ecuacidn diferencial
de Bernoulli:

d
£+xy=xy2

Conn =2,P(x) =xyQ(x) = x. Haciendo la sustitucion sugerida nos queda:

1eg _1_1=> _1=>dy_ 1 dv
=Y Ty Y=9 dx  vZdx

., a 1 dv 1 1
Entonces la ecuacion == + xy = xy? se transforma en —— — + x - (—) =x- (—) =
dx v2 dx v v2

av . . . .
—x XV =—xque claramente es lineal con variable dependiente v, variable

independiente x, P(x) = —xy Q(x) = —x.
2

2 X
Entonces [ Pdx = [ —xdx = —x? = el Pdx = ¢7% | Al multiplicar cada término de

WLy = .
T (x)y = X COS X por x nos queda:

xz x2 xz x2 xz
= dv = = d = =,
e 2--—Xxe 2v=—xe ? = al\ve 2 )=—xe 2, integrando a ambos lados de la

Fundacién Universitaria del Area Andina



ultima ecuacion se obtiene:

52

EE T2 x? x?
ze z =e 2 +c¢c = z(x) = — +cez = z(x) =1+ce>
e 2
. L 1 . 1
Devolviéndonos a la sustitucion y = ) la soluciénesy = -

1+cez

Ejemplo 6. Resolver la ecuacién diferencial® (xy?2 + y)dx + xdy = 0:

Busquemos la forma de la ecuacion de Bernoulli Z—i + P(x)y = Q(x)y™

dy xy*+y xy* y y _dy 1
2 _ _ _ — 2
xy“+y)dx+xdy =0 = == = +—=—=—y'—==-"+-
(xy® +) y dx —-X -X —X Y X dx xy
— 2
==y
S =yl n Sy =yl2=y1 o :l :ﬂz_i
eau=y u=y y u=7 ™ 32
Por otra parte, 2 = &Y, du_ 14y :d—u—ly‘l =1 =2 _1y =1 Esta
dx dy dx dx y2Zdx dx x dx x
ecuacion es lineal con P(x) = —%y Q(x) =1.

1
Entonces [ Pdx = f—%dx =Ilnx"!= ln% = el Pax = oI = % Al multiplicar cada

término de & — 1y =1 porl nos queda
dx x X
1du 1 1 1 1 1 1 xdu —udx 1
——————u=—>D-du——udx=—dx > ———=—dx =
xdx x x X X x2 X x2 x

u 1 . et . s .
d (;) = ;dx, integrando a ambos lados de la Ultima ecuacidon se obtiene

u y~1 1
—=Inx+c = =lnx+c¢c =lhx——=c.
x x xy

4 Ejercicio numero 34 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.
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Ejemplo 7. Resolver la ecuacion diferencial® xy' +y=y*Inx:

Busquemos la forma de la ecuacion de Bernoulli Z—z + P(x)y = Q(x)y™. Al dividir la

ny 1
ecuacion por x y por — = nos queda:

y?)dx «x x
du 1
Seau=yl"mM=oyu=y 2= yu=ylos"=_——
y y y dy 52
du dud du 1d 1.d 1 _
Como—==22 2 — _ — D remplazando en (——)—y+—y l=lnx=
dx dy dx dx y2Zdx y2/ dx = x
du 1 _q Inx du 1 Inx . 1 Inx
— == =——=——-u=——,linealcon P(x) = — = xX)=——.
dx xy x dx x x ’ () ny( ) X
1 _1 1 In: 1 -
Entonces [ Pdx = [ ——dx = —Inx =Inx™" =In—= e"x = — Al multiplicar cada
p . du 1 Inx 1
término de — — =u = ——por—nos queda
dx x x x
1 du 11 1 Inx 1 du 1 In x
_.___._u:_.__ :}_.__._u:__
x dx x x X x x dx x? x?
xdu — udx Inx u In x
2 =Tz = (_):__2dx2>
X X X X

fd(;)z— 1Z—Zxdx

Integrando6 a ambos lados de la ultima ecuacidn se obtiene

u Inx 1 1
—=—+4+—-+4c=>u=lhx+cx+1=>—-—=lnx+cx+1
X X X y

> Ejercicio nUmero 44 de la seccidén de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.

6 . . L . Inx -2
Usando el método de integracion por partes, resolvamos la integral f Py dx = f x “Inxdx.

Seanwzlnxydv=x‘2dx:>dW:%dxyv=—%,entonces
1 1\ 1
fx‘zlnxdxz (In x) (——)—f(—_>_dx:>
X x/ x
fx‘zlnxdxz—ln—x+fx—2dx:_1“_x_l+c_
x x x
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Una aplicaciéon de las ecuaciones diferenciales de primer orden: cables suspendidos7

Existen muchas construcciones que utilizan cables suspendidos como el cable de
suspension de un puente (figura 3) o los alambres de teléfonos (Figura 4). Pensemos en un
cable flexible, alambre o cuerda pesada que esta suspendida entre dos soportes
verticales.

Figura 3. Cable de suspensién de un puente

Fuente: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado de Zill, 9° ed. p.25

Figura 4. Alambres de teléfonos

Fuente: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado de Zill, 9° ed. p.25

Podemos construir un modelo matematico que se describe por medio de una ecuacion
diferencial de primer orden para describir la forma que tiene el cable (figura 5).

7 Aplicacion adaptada del libro Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado de Dennis Zill, p.25.
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Y T2
T,sen@
alambre T, cosé@
W _
(x, 0) X

Figura 5. Elemento del cable

Fuente: Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado de Zill, 9° ed. p.25

Examinemos un trozo del cable que comprende entre el punto mds bajo P, y otro punto
tomado de manera arbitraria P,. Este elemento de cable es la curva en un sistema de
coordenadas rectangulares eligiendo al eje y para que pase a través de P; y eligiendo al
eje x para que pase a a unidades debajo de P;.

Analizando las fuerzas que actuan sobre el cable tenemos:

Las fuerzas de tension (vectores), T4, T, en el cable que son tangentes al cableen P, y P,
respectivamente.

La parte W de la carga total vertical entre los puntos P; y P,.

Nos interesan las magnitudes de estos vectores:

Ty =Ty, T, =|T,lyW =|W]|.

Las componentes horizontal y vertical de la fuerza de tensién T son

T, cos B yT,sinB. Usando el concepto fisico del equilibrio estatico para el cable
tenemos:

T{=T,cos@ yW =T,sin@

Al dividir término a término estas expresiones,

W=T, sin0 w sin 6 w d
— == =tanf = — = tan §. Como =~ = tan § =
T1=T; cos6O Tq cos @ Tq dx

dy W
dx T,
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Introduccidn a las ecuaciones diferenciales de segundo orden. Reduccion del orden

Aunque en este modulo el analisis de las ecuaciones diferenciales de segundo orden es el
propésito de la siguiente unidad, existen dos tipos de ecuaciones diferenciales de segundo
orden que se pueden resolver por métodos de las ecuaciones diferenciales de primer
orden.

Ausencia de la variable dependiente

Sabemos que la forma general de una ecuacion diferencial de segundo orden tiene la
forma:

F(x,y,¥,97).
Si y no aparece de manera explicita, esta ecuacion puede escribirse:
Fx,y,y").

Para reducir su orden, es decir, transformarla en una ecuacion diferencial de primer
orden, introducimos una nueva variable dependiente, por ejemplo p , haciendo:

rr

— 4P
P=YY =Y
La nueva ecuacion diferencial de primer grado nos queda:

feap .

. . ) d
En la resolucidn de esta ecuacion, simplemente se reemplaza la variable p por ﬁ y se

resuelve lo que aparezca, es decir, dos ecuaciones diferenciales de primer orden de
manera sucesiva.

Ejemplo 8. Resolver la ecuacién diferencial® (1 + x2)y” +xy = 0.

Esta ecuacion es diferencial de segundo orden. Se trata entonces de reducir su orden
mediante las sustituciones

p= y'yZ—Z = y”". Reemplazando en (1 + x2)y” + xy" = 0, nos queda (1 + xz)z_z +
xp = 0 que podemos transformar en separable9

8 Ejercicio numero 23 de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 1 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.79.

° Resolvamos la integral f —— por el método de sustitucidn trigonométrica.
(1+x2)2
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$(1+x2)3—z=—xp =P (B[ X gy

p _1+x2 14 1+x2
1 c In—=< 1
Inp = —Eln(l +x%)+Inc = Inp = In——7— = el — o (1+x2)Z7 —
(1 + x2)2
¢ , 4 dy c dy dx
p=——7=y=—"7 =»a=—1 :T=—1 =
(14 x2)2 (1 + x2)2 (1 + x2)2 (1 + x2)2

1 c y 1

—fdy=f—1dx =>=In((1+x2)z+x)+c,
(14 x2)2 ¢

y = c[In((1 + xz)% + x)] + ¢5.

El siguiente ejemplo es muy interesante porque se parte de una ecuacién diferencial de
segundo orden que se reduce a una ecuacion diferencial de Bernoulli de primer orden y
finalmente en una ecuacién diferencial lineal de primer orden.

Ejemplo 9. Resuelva la ecuacion diferencial x2y” = y'(3x — 2y").

Esta ecuacion es diferencial de segundo orden. Se trata entonces de reducir su orden
mediante las sustituciones

p=y y‘;—z = y”". Reemplazando en x?y”" = y’(3x — 2y"), nos queda

5 dp dp 3p 2p? dp (3) -2y o .,
x*—=pBx—-2p)=>—=—-"5=—"——(=)p=(—= ue es una ecuacion
dx p( p) dx x x2 dx x p (xz)p q

diferencial de Bernoulli.

Seau=p!'™ = u=pl~2 =p1, dedonde

du 1 du du dp du 1 dp . . . .
— = = —=—— — = ——=—, entonces volviendo a la ecuacién de Bernoulli,
dp p2 dx dp dx dx p2dx

dividiendo por —p? , y haciendo las sustituciones propuestas
@_(E) =(‘_2) 2 _i@_i(_i) _2 du (E) -1_ 2
dx x p x2 pT= p2dx p? x p x2 = dx + x p x2 =

du 3 2
- -lu=—
dx + (x) x?’

2
Seax =tanf = dx =secf? = [—Z = [P 439
(1+x2)2 seco
1
& — [secHdd = In(sech +tan ) + ¢, = In((1 +x2)2 + x) + ¢, .
(1+x2)2
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. s . . . 3 2
que es una ecuacion diferencial lineal con P(x) = -y Q(x) = =

Al multiplicarla por el factor x3 nos queda

du 3 2 du
x3 -—+x3-(—>u=x3 c— = x3— 4 3x%u = 2x = x3du + 3x%udx = 2xdx =
dx x x2 dx

d(x3-u) = 2xdx =>J.d(x3-u)=2J.xdx=>x3-u=x2+c1=>

p~lx3=x%+¢ NG S SUP . S JIUP RN Jay=[ 2 ix =
1 P 1 v 1 dx  x2+4c¢q x2+cq

3
X . .
y= fx2+c dx , resolviendo la integral de la derecha® nos queda:
1

x?> 2
y=7—51n(x +c) + cy.
Ausencia de la variable independiente

Cuando la variable independiente x no estd presente de manera explicita la ecuacion
diferencial de segundo orden F(x,y,y",y"") se convierte en

gy,y’)=0.

De manera similar al proceso anterior, introducimos la nueva variable dependiente p
expresando la segunda derivada, y**, en términos de la derivada de p con respecto a y:

_,ﬁﬂ_@_ww_dp
p=Y y _dx_dydx_pdy

Luego g(y,y",¥y"") = 0, se puede escribir como

3
X
S—dx .
X“+cC

3 3 _ 3
[Z—dx = [ g = [ 2% gx — [ dx. Resolvemos cada integral por

0 5olucién de f

x2+c x2+c x2+c x2+c
separado:
x3 +cx x(x? + ¢) x?
—dx = | ———dx = | xdx =—.
x2+c x?+c 2

cx dz cx cx dz c rdz
f dx.Seaz=x*’+c=dz=2xdx =>dx=—= [——dx=[——==-[—=
2x x<+c z 2x 2Y z

xi?c
c Z c
-[—==-lnz+c¢,= |
2 z 2

cX

dx = %ln(x2 +¢) +c,.

x2+c
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g(y,p,pz—i) = 0.

Y otra vez se trata de resolver dos ecuaciones diferenciales de primer orden de manera
sucesiva.

Ejemplo 10. Resolver la ecuacién diferencial yy” = (y")2.

, . d . ,
Seap=y =y’ = pﬁ. entonces yy” = (y")? se transforma en

d d d d d
yp—d:z:pZ:}?p:?y :}f?p:.f?y :)1np:]ny-|—c :elnp:elny+c:>
p 1Y dx Gy y c1ax y €1 X ny = cx e

elly — ptixtcz — y = ef1Xplz — y = C3eclx_
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Introduccion

Iniciamos el estudio de las ecuaciones diferenciales de orden superior, enfocando nuestra
atencidn en las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden.

Como antesala al estudio de los métodos para resolver ecuaciones diferenciales de
segundo orden, revisaremos cuatro teoremas. El primero nos garantiza la existencia de
una solucion para una ecuacion diferencial bajo ciertas condiciones, y afirma que dicha
solucidén es Unica; el teorema dos determina la solucién general de una ecuacion que
relaciona la ecuaciéon completa y su ecuacion reducida; el teorema tres, llamado teorema
de superposicion, nos indica que cualquier combinacién lineal de dos soluciones de una
ecuacioén diferencial homogénea es también solucidn; el teorema cuatro explica el uso del
Wronskiano para analizar soluciones linealmente dependientes.

Ademads, analizaremos una ecuacion fundamental en el estudio de las ecuaciones
diferenciales de segundo orden, la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden de Cauchy-
Euler y estudiaremos soluciones combinadas de ecuaciones diferenciales como la suma de
una ecuacion diferencial completa y una ecuacién diferencial reducida. La cartilla culmina
con la revisién del uso de una solucidn conocida para hallar otra.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (parte 1), inicia
con la identificacion de las ecuaciones diferenciales de orden superior y de manera
especial, las ecuaciones diferenciales de segundo orden. Se desarrolla a través de
explicaciones de los fundamentos tedricos y la solucién de ejemplos que ilustran los
procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Es importante que tenga en cuenta los cuatro teoremas que se presentan, ya que son
fundamentales en la exposicidn de los ejercicios resueltos; éstos presentan un nivel de
exigencia superior al anterior para cada seccién revisada.

Para garantizar su éxito en la revisién y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revision exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mdédulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revision frecuente de los recursos y a la realizacién de las actividades en los tiempos
sefalados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademas de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente el libro digital Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas historicas de
George Simmons, capitulo 3, secciones 14 a 16 que se encuentran en pdf en la seccion de
recursos para el aprendizaje y el pdf ED lineales de orden superior de Ana Garcia. Unidad
3.

Del libro de Simmons se resuelven algunos ejercicios propuestos de las secciones finales
de los capitulos seleccionados.
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Desarrollo tematico

Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (parte I)

Forma general de la ecuacion diferencial lineal de orden superior

Dijimos en secciones anteriores que en general la ecuacién diferencial lineal de orden n es
de la forma:

dny d‘l’l—ly
a, (x) ot Ap_q1(x) ot

d
+ e +a1(x)£ + ay(x)y = R(x) (1).

Si en esta ecuacion diferencial, R(x) = 0, la ecuacion diferencial se llama ecuacién
diferencial homogénea de orden n, es decir,

n dn—l

d"y y dy
an(x)ﬁ + an_1(x) + - +aq (x) i as(x)y =0(2)

dxn—l

Cuando en la ecuacidn (2) los coeficientes de las derivadas y de la variable dependiente no
dependen de la variable independiente, es decir, si los coeficientes a;(x) son todos
constantes o numeros reales, ésta se transforma en una ecuaciéon con coeficientes
constantes:

dny dn—ly dy
andx—n+an_1m+ ---.+a1a+a0y =0 (3)

En general, la ecuacion (3) se llama ecuacion diferencial homogénea con coeficientes
constantes de orden n.

Forma general de la ecuacidn diferencial lineal de segundo orden

En lo que viene de la presente cartilla, nuestro interés se concentrara en las ecuaciones
diferenciales lineales de orden 2. Esperaremos entonces ecuaciones de la forma:

d?y dy _
— TP+ 0y =RX) (4),
que como sabemos podemos escribir como:

Yy +Px)y +Qx)y = R(x) (5).
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Volvamos a la ecuacion (4) + P(x ) il -+ Q(x)y = R(x). Esta ecuacion se llama

ecuacion diferencial lineal de segundo orden, pero si R(x) = 0, la ecuacion (4) se
transforma en:

dzy

L p T ewy =00,

La ecuacién (6) se llama ecuacidn diferencial homogénea de segundo orden. Si R(x) # 0,
como en (5), se dice que es una ecuacion diferencial no homogénea de sequndo orden.

En la tarea de encontrar la solucion de estas ecuaciones diferenciales a la ecuacién (5) la
llamaremos ecuacion diferencial completa y a la ecuacién (6) ecuacién diferencial
reducida.

Si ademas, hacemos que los coeficientes P(x), Q(x) sean nimeros reales (valores
constantes), (6) se transforma en:

d?y

dy
P 2+a1d +ayy =0 (7).

La ecuacién (7) se llama ecuacidn diferencial homogénea con coeficientes constantes de
orden 2.

2

. . - . d
Advierta que en la ecuacién (5) el coeficiente de la segunda derivada de y, es decir, d—Z es
1. Pero puede ocurrir que no lo sea, es decir, supongamos un coeficiente T (x) que la

transforma en:

dzy
T3 +P@%—+Q&W—0
Con una simple divisién de cada término de la dltima ecuacidn por el término T (x) se
vuelve a la ecuacion (5).

Antes de verificar si una funcidn o una familia paramétrica de funciones es o son
soluciones de una ecuacion diferencial, y como requisito previo al estudio de los métodos
para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden, es necesario revisar cuatro
teoremas. El primero nos garantiza la existencia de una solucién para una ecuacién
diferencial bajo ciertas condiciones, y afirma que dicha solucién es unica; el teorema dos
determina la solucion general de una ecuacidn que relaciona la ecuacion completa y su
ecuacioén reducida; el teorema tres, llamado teorema de superposicion, nos indica que
cualquier combinacion lineal de dos soluciones de una ecuacién diferencial homogénea es
también solucidén; el teorema cuatro explica el uso del Wronskiano para analizar
soluciones linealmente dependientes.
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Teorema 1. Teorema de existencia y unicidad
Si en la ecuacion:
Y +P)y +Q(x)y=RX),

suponemos que las funciones P(x), Q(x) y R(x) son continuas en algin subconjunto de
ndmeros reales, por ejemplo en el intervalo cerrado de nimeros reales [a, b], y si y, y(l,
son numeros reales arbitrarios, podemos afirmar que la ecuacién (5) tiene unay sélo una
solucién y(x) en [a, b] de tal menara que se cumple:

y(x0) = ¥o,vY (X0) = Yo

Entonces, el teorema nos afirma que, bajo esas condiciones, toda ecuacion tiene al menos
una solucion y que dicha solucién debe ser Unica.

Teorema 2. Solucién combinada con una ecuacion completa y una ecuacion reducida
Siy, es la solucion general de la ecuacion reducida:

y'+ Py +Qx)y =0,
y si y, es una solucion particular de la ecuacion completa:

Yy + Py +Qx)y =R(x),

entonces y, + ¥, es la solucion general de la ecuacion completa.
Teorema 3. Superposicion
Si y;(x) y y,(x) son dos soluciones diferentes de la ecuacién homogénea:

Yy +Px)y +Qx)y =0,

entonces ¢; Y, (x) + ¢, y,(x) también es una solucién para cualquier par de constantes ¢,
y Cy.

El teorema de superposicion nos garantiza que cualquier combinacién lineal de dos
soluciones cualesquiera de una ecuacion diferencial homogénea es también una solucién.
Advierta que si ninguna de las soluciones y; (x) y y,(x) es multiplo de la otra, entonces
c1y1(x) + ¢y, (x) sera la solucidn general de la ecuacién homogénea. Para verificar esta
condicion, simplemente se debe dividir una funcion entre la otra y constatar que el
resultado no sea una constante.
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En los siguientes ejemplos revisaremos algunos aspectos relacionados con la verificacion
de soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y detalles que
relacionan los teoremas anteriores.

Ejemplo 1. Verificacion de soluciones. Verificar' que las funciones y; (x) = 1y y,(x) =
In x son soluciones de la ecuacion diferencial:

xy”"+y =0,y escribir la solucién general.
Solucion.

Si y(x) =1= y'(x) =0, yy"(x) = (0. Como xy” + y' =0 X(O) + 0 = 0, entonces
y1(x) = 1 es solucién.

Siy(x) =lnx = y'(x) = i,yy"(X) = —é.Como xy'+y =0=
1 1 1 1 ., . s
x (— ;) + (;) =—-+-= 0, entonces y,(x) = In x también es solucidn.

Por el teorema de superposicidén para ecuaciones homogéneas sabemos que la
combinacidn lineal ¢;y, (x) + ¢,y (x) también es una solucidn, es decir, y = ¢; (1) +
¢, In x es solucion de la ecuacidn dada.

. . 1
Advierta que el cociente entre y; (x) = 1y y,(x) =Inx, — claramente no es constante.

Ejemplo 2. Verificacién de soluciones.?

a. Comprobar que y;(x) = e ¥y y,(x) = e2* son soluciones de la ecuacién reducida
y" —y — 2y = 0. ¢Cudl es su solucién general.

b. Hallar ay b tales que y, = ax + b sea una solucion particular de la ecuacion completa
y" — 1y’ — 2y = 4x. Usar esta solucidn junto con el resultado del apartado a para escribir
la solucion general de esta ecuacidn.

! Ejercicio numero 2 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.89.
2 Ejercicio numero 3 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.89.
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X

a. Siyx)=e™ =y (x)=—eF,yy'(x) =e™*.Comoy” " —y —2y=0=e"* —
(—e™)—2(e™) =e*+e™™ —2e™™ = 0, entonces y;(x) = e es solucidn.
Siy(x) = e?* = y'(x) = 2e?,yy”"(x) = 4e?*.Comoy” —y — 2y = 0 = 4e?* —
2e%* — 2(e?*) = 4e%* — 2e?* — 2e¢%* = 0, entonces y,(x) = e** es
solucion.

Por el teorema de superposicion para ecuaciones homogéneas sabemos que la
combinacion lineal ¢;y; (x) + ¢, y,(x) también es una solucidn, es decir, y, = c;e ™™ +
c,e?* es solucidn o solucién complementaria de la ecuacién dada.

b. Revisemos la ecuacidn completa (no homogénea) y" — y" — 2y = 4x.

Como se supone que y, = ax + b es una solucién particular de la ecuacién completa,
debemos encontrar los valoresdeay b :
Yp=ax+b= yI; =aq, yyz,',' = 0.Reemplazandoeny” —y — 2y = 4x =
0—a—2(ax+b) =4x = a—2ax — 2b = 4x = (—2b + a) — (2a)x = 4x, entonces
igualando los coeficientes en x nos queda que
—2b+a=0,y—(R2a)=4 = a=-2.
Como—-2b+a=0=b = —% = b= —_72 = b = 1, luego la solucidn particular es
Yp = —2x + 1,y lasolucién general de la ecuacion completa no homogéneay” — y” —
2y =4xes y.+ yp, esdecir,

y=ce ™ +ce? —2x +1).

Ejemplo 3. Verificacion de soluciones. A simple vista o a base de ensayos hallar una
solucién particular de la ecuacién diferencial.

y’' — 2y =sinx.

Recordemos que al derivar la funcidn sin x siempre llegamos a una funcién cos x y cuando
derivamos la funcién cos x siempre llegamos a una funcidn sin x. Esta idea, y la
experiencia que usted ya debe ir ganando después de haber tratado durante el médulo
con estas funciones trigonométricas, nos hace pensar que la solucién particular puede ser
de laforma y, = Acosx + B sin x. Entonces calculemos y,,y yp, :

Y, =Acosx + Bsinx =y, = —Asinx + Bcosx,yy, = —Acosx — B sinx. Como
Yy —2y =sinx = (—Acosx — Bsinx) — 2(Acosx + Bsinx) = sinx =

—Acosx —Bsinx —2Acosx —2Bsinx = sinx = —3Acosx — 3B sinx = sinx,
entonces igualando los coeficientes en sin x y cos x nos queda que:

} Ejercicio nimero 4c de la seccidon de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.89.
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—34=0 =>A=0,y—3B=1 =B= —%, luego la solucién particular buscada es
Yp = Ocosx + —isinx, es decir, Yp = —%sinx.

Solucion general de la ecuacion homogénea de segundo orden

El Wronskiano

Supongamos que cada una de las funciones f; (x), f,(x), :*+, f,,(x) tiene al menos n — 1
derivadas. El determinante:

w(f GO Lo, i) =| T S
1n—l fzn—l nn—l

en el que aparecen las funciones y sus n — 1 derivadas inclusive, se llama el wronskiano
de las funciones f; (x), f5(x), -+, fr(x).

Para el caso que nos interesa, la ecuacién diferencial homogénea de orden 2, el
Wronskiano es:

Yi Y2

W(Y1(x).}’2(x)) = J’i yé =N 'Yé ) 'Yi .

Como se ilustré en ejemplos anteriores, si dos funciones f; (x) y f,(x) estan definidas

sobre alglin conjunto de nimeros reales, por ejemplo el intervalo [a, b], y alguna de ellas

es multiplo constante de la otra, es decir, % es diferente de cero, se dice que f; (x) y

2
f>(x) son linealmente dependientes. Por otro lado, si ninguna es multiplo constante de la

otra, se afirma que f;(x) y f>(x) son linealmente independientes.

El siguiente teorema nos permite identificar la linealidad o no linealidad de dos soluciones
de una ecuacién diferencial homogénea de orden 2.

Teorema 4. Soluciones linealmente dependientes

Dos soluciones y, (x), y,(x) de la ecuacién y” + P(x)y” + Q(x)y = 0 definidas sobre
alglin conjunto de numeros reales, por ejemplo el intervalo [a, b], son linealmente
dependientes sobre [a, b] siy solo si su Wronskiano es igual a cero, es decir, si:

Y1V — Y2 Y1 =0.
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Analicemos la independencia lineal de las funciones que componen la solucién general
Yy = ¢; sinx + ¢, cos x de la ecuacion diferencial y”” + y = 0 sobre cualquier intervalo y
encontremos una solucién particular con y(0) = 2,y°(0) = 3.

Verifiquemos que y; (x) = ¢; sinx, y y,(x) = ¢; cos x son soluciones.

Siy(x) =c¢;sinx = y'(x) =c¢;cosx,y”’(x) = —c; sinx.

Comoy” +y =0 = —c; sinx + ¢; sinx = 0, entonces y; (x) = ¢, sin x es solucion.
Siy(x) =c,cosx = y'(x) = —c,sinx,y”(x) = —c, cos x.

Comoy” +y =0 = —c, cosx + ¢, cosx = 0, entonces y,(x) = ¢, cos x es solucion.

Para analizar la linealidad o no linealidad de las soluciones, primero revisemos si una
solucion es multiplo de la otra.

y1(x) _ cysinx

Como

c . (x)
= = Ztanx, haciendo ¢; = ¢, = 2
y2(x) C2 COSX C2 Y2 (x)

¢, sinx y y,(x) = ¢; cos x son soluciones linealmente independientesde y”" +y = 0 en
cualquier intervalo [a, b].

= tan x, entonces y; (x) =

Revisemos ahora la linealidad o no linealidad volviendo al teorema 4. El Wronskiano
W()’l (%), ¥, (x)) €s:

sinx cosx . .
W(yl(x),yz (x)) = |cosx —sinx| = sinx - (—sinx) — cosx * cos x
= —sin?x — cos?x = —(sin®? x + cos?x) = —1.

Como el Wronskiano w(y; (x), y,(x)) es diferente de cero, en virtud del teorema 4,

concluimos que y; (x) = ¢; sinx y y,(x) = ¢; cos x son soluciones linealmente
independientesde y” + y = 0.

Yaque P(x) = 0y Q(x) = 1 son funciones continuas en [a, b] podemos concluir que

Yy = ¢y sinx + ¢, cos x es la solucién general de la ecuacidn diferencial y” + y = 0 sobre
[a, b]. Ademds, como el intervalo [a, b] puede extenderse cuanto se quiera sin llegar a
puntos de discontinuidad de P(x) y Q(x), entonces la solucién general y = ¢; sinx +

¢, cos x es valida para todo numero real.

Finalmente queremos encontrar una solucién particular con y(0) = 2,y°(0) = 3.
Comoy =c¢;sinx +c,cosx = 2=c¢;sin0+c¢,cos0 = 2 =c,.
Comoy =c¢;cosx —c,sinx = 3 =c¢;cos0—c,sin0 = 3 =¢;.

Entonces la solucidn particular es y = 3 sinx + 2 cos x.
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Ejemplo 4. Independencia lineal de las soluciones.

Probar que las funciones y; (x) = e* y y,(x) = e ™™ son soluciones linealmente
independientes de y”" — y = 0 sobre cualquier intervalo.

Inicialmente verifiquemos que efectivamente y; (x) = e* y y,(x) = e~ son soluciones
dey”—y=0.

Siy(x) =e* = y'(x) =e*,yy’'(x) =e*.Comoy” " —y=0=

e* —e* = 0, entonces y; (x) = e* es solucidn.

Siy(x) =e™ = y'(x) =—e*,yy’(x) =e*.Comoy" —y=0=
e™* —e ™ = 0, entonces y,(x) = e™* es solucion.

Para verificar la independencia lineal, encontramos que el cociente entre las dos funciones
., (x) ex (= . .
gue son solucion es —il(x) == e*~(=%) = ¢2¥ que no es constante. Adicionalmente,
2

calculemos el Wronskiano:

W@ @) =) =G Ol =@ (e = (@) () = —et =
=-2.

Como el Wronskiano es diferente de cero, se puede afirmar que las soluciones y; (x) = e*
y ¥, (x) = e™* son linealmente independientes sobre cualquier intervalo; esta ultima
afirmacion se concluye ya que tanto y; (x) = e* como y,(x) = e~ son funciones
continuas en todo el dominio de los nimeros reales.

Ecuacion de Cauchy-Euler

Una ecuacion fundamental en el estudio de las ecuaciones diferenciales de segundo orden
es la ecuacion diferencial lineal de sequndo orden de Cauchy-Euler, que en su forma
general es:

ax?y” + bxy + cy = g(x).

Los dos siguientes ejemplos ilustran su modo de solucién.
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Ejemplo 5. Ecuacién de Cauchy-Euler.

Demostrar que y = ¢;x + ¢,x? es la solucidn general de la ecuacién diferencial x2y”" —
2xy’ + 2y = 0, sobre todo intervalo que no contenga al cero y hallar la solucién particular
paralacual y(1) = 3,y(1) = 5.

La ecuacién x2y”” — 2xy” + 2y = 0 es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden de
Cauchy-Euler,cona = 1,b = =2,c = 2,y g(x) = 0.

Como hemos procedido en ejemplos anteriores, al observar los factores lineales, podemos
pensar en una sustitucién adecuada ya que éstos son polinomios. Supongamos entonces
que una solucién puede ser de la forma y = x™. Al calcular las dos primeras derivadas nos
gueda:

y=x"=y =mx™ 1y’ = m(m— 1)x™ 2 Reemplazando en la ED:
x%y” = 2xy + 2y = 0 = x?[m(m — 1)x™ 2] — 2x[mx™ 1] + 2x™
=m(m — 1)x?tm2 — 2mx1tm=1 4 2x™ = x™[m(m — 1) — 2m + 2]
=x"(m?-m-2m+2)=x"(m*-3m+2)=0=
(m? — 3m + 2) = 0. Los valores que hacen cero® esta dltima expresion son:
m;=1m, = 2.
Luego las soluciones son y; (x) = x™1,y y,(x) = x™2, es decir,
y1(x) = x1,y y,(x) = x2, y la solucién general nos queda
y = c1x + cyx2.

Comprobacién. Verifiguemos que efectivamente y = ¢;x + ¢,x2 es la solucién de la ED
de Cauchy-Euler:

Comoy = c;x + c,x2 = y = ¢, + 2¢,x, 5" = 2c¢,. Reemplazando en
x2y” —2xy + 2y = 0 = x%(2¢,) — 2x(cy + 2¢3x) + 2(cyx + ¢,x?) =

2¢,x% — 2¢1x — 4cyx? + 2¢4x + 2¢,x? = 0. Lo que demuestra que

* En la solucién de varias ecuaciones diferenciales de segundo orden que apareceran en lo que falta, se
presenta con mucha frecuencia la necesidad de factorizar una ecuacién de segundo grado de la forma
y = ax? + bx + c, ya sea buscando los dos factores o usando la férmula cuadratica

—-b+VbZ—4ac

2a

m =
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y = ¢1x + c,x?% es solucidn general de la ecuacion sobre cualquier conjunto de nimeros
x) x 1

) _ X _ 145 es constante y

y2(x)  x%  x

muestra que x debe ser diferente de cero para que no haya indeterminacién.

reales en el que no participe el cero. Ademas, el cociente

Busquemos ahora la solucién particular con las condiciones:
y(1) =3,y’'(1) =5.

Comoy = ¢;x + c,x2 = 3 =¢; + ¢y

Comoy =c; + 2c,x = 5 = ¢; + 2¢,.

3:C1+Cz

5=c, + ZCZ} esc; =1,y c, = 2, entonces la solucion particular

La solucion del sistema {

requerida es:
y =x + 2x2%.
Ejemplo 6. Ecuacién de Cauchy-Euler.

Por inspeccidon o por ensayo hallar dos soluciones linealmente independientes de

x2y”" — 2y = 0 sobre el intervalo [1,2] y determine la solucién particular que satisface las

condiciones iniciales:

y() =1y (1) =8

La ecuacion x2y” — 2y = 0 es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden de
Cauchy-Euler,cona = 1,b = 0,c = =2,y g(x) = 0.

Nuevamente suponemos la solucién y = x™.
y=x"=y =mx™ 1y’ = m(m— 1)x™ 2 Reemplazando en la ED:

x%2y” =2y =0 = x?[m(m — D)x™ 2] — 2x™ = m(m — 1)x2t™"2 — 2x™
=x"mim-1)-2]=0=>m(m-1)-2=m?*-m-2=0=

(m —2)(m + 1) = 0. Los valores que hacen cero en esta Ultima expresién son:
m1 = _1, mz = 2.
Luego las soluciones son y; (x) = x™1,y y,(x) = x™2, es decir,

y1(x) = x71,y y,(x) = x?, y la solucién general nos queda:

— 2
y =2¢C + crx”.
1x z
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y1(x) —
y2(x)
independientes.

El cociente

=
N|><I>-k

1 . .
= hoes constante y muestra que las soluciones son linealmente

Adicionalmente, calculemos el wronskiano:

1 2
x = 1 1\
wi@pn)=| ¥ |=r@n-(-5) @ =2+1=3
- 2x
X

Como el wronskiano es diferente de cero, se puede afirmar que las soluciones y; (x) =
x~ 1y y,(x) = x? son linealmente independientes sobre cualquier intervalo que no
contenga al cero.

Finalmente encontremos la solucion particular con y(1) = 1,y°(1) = 8.

1
Comoy=c1;+c2x2 =1=c +c,.

Comoy = —clx—lz + 2¢c,x = 8 = —c; + 2c,.
. . 3=c¢ +c .
La solucién del sistema {8 _ —01 n 22c } esc; = —2,y ¢, = 3, entonces la solucidn
- 1 2
particular requerida es:
21+32
= —2—+4 3x"°.
Y X

Uso de una solucién conocida para hallar otra

Como usted sospechard a estas alturas, no es sencillo encontrar una regla general que nos
proporcione la posibilidad de encontrar las soluciones y, (x) y y,(x) de la ecuacion
diferencial:

y'+ Py +Qx)y =0.

Sin embargo, a sabiendas de la existencia de dos soluciones, y; (x) y y,(x), linealmente
independientes paray” + P(x)y" + Q(x)y = 0, si existe un procedimiento para
encontrar y, (x) si se conoce y; (x).

Si Suponemos que v, (x) = uy;(x) es unasoluciéonde y”" + P(x)y  + Q(x)y = 0,
podemos encontrar la funcién u mediante la integral:

u= fize‘fp(x)dx dx.
N
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Como se puede verificar de manera muy sencilla, una solucién evidente para la ecuacién
diferencial xy” + 3y” = 0 es y; = 1. Al dividir la ecuacién por x esta se transforma en

Yy + %y' = 0,conloque P(x) = z Entonces:

w = f}%e—fp(xmx dx = f%e-fidx dx =fe-3f%dx =fe‘31“xdx =
1

_ -2
[emdy = u =[x 3dx = x_—z =>u= —2—}1(2. Como y,(x) = uy;(x) =

y,(x) = —2—; 1) =y,(x) = —2—;, por lo tanto, la solucidon general es:

1 cy C3
y=cy1(x) + oy, (x) =y =c;(1) + ¢, (—ﬁ) =y=a-5;5=y=a"45

En el siguiente ejemplo, vamos a resolver una ecuacién diferencial de segundo orden en la
que las funciones que aparecen dependientes de la variable x no se muestran como
alguna combinacidén de otras funciones sino como una funcién general f (x).

Ejemplo 7. Hallar la solucién general de la ecuacion diferencial .’

Yy —fy +[fx)-1ly=0

Debido a la forma de esta ecuacidn, como es costumbre suponemos que una de sus
soluciones dependan de la funcién exponencial; en efecto vamos a suponer que una
solucion es y; = e*. Ahora verifiquemos que en efecto lo es:

Siy(x) =e* = y'(x) = e*,yy”(x) = e*.Comoy” — f(x)y" + [f(x) -1y =0

= e* — (e¥)(e*) + [e* — 1]e* = e* — e?* + e?* — e* = 0, entonces y;(x) = e* es
solucién.

Si Suponemos que v, (x) = uy,;(x) es unasolucién de y”" + P(x)y  + Q(x)y = 0,
podemos encontrar la funcion u mediante la integral u = f%e‘fp(x)dx dx, advirtiendo
1

que P(x) = —f(x).

u:fée—fp(x)dxdx:f 1 e—f—f(X>dxdx=fe%eff(x)dxdx=

(e*)?

[e 2x el fdxdy — o = [ e=2x+[F@dxdx Como y,(x) = y,(x) - u, entonces:

y,(x) = e* [ e 2x+[F@dx gy |4 solucion general es y = 1y, (x) + ¢y, (x) =

> Ejercicio numero 11 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.97.
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y =ce* +ce* f e—2x+[ f()dx gy

Ejemplo 8. Si n es un entero positivo, hallar dos soluciones linealmente independientes de
la ecuacién diferencial.’

xy”" —(x+n)y +ny=0.

Al dividir la ecuacién por x esta se transforma en

& (x+n) + iy 0=y (1+n) +ly=0
—_ — = —_ —_ —_— =
y X y xy y X y xy

Nuevamente podemos suponer que una solucién es y; = e*. Ahora verifiquemos que en
efecto lo es:

Siy(x) =e* = y'(x) =e*,yy”(x) =e*.Comoy” — (1 + E) y + %y =0

= e¥ — (1 +§) (e*) +§ex =e* —e* —gex +§ex = 0, entonces y, (x) = e* es

solucion. Busquemos la funcion u, sabiendo que P(x) = — (1 + E)
1 1 -[-(1+3)a f(143)d
u=f7€—fP(x)dxdx=f(x)ze o xdx=f = € Y dx =
Yi € €
1 d d
u= fez_xef(ldx+n7x) dx = fe—erf(ldx+n7x) dx = fe—2x6x+nlnx —

- n — -
u=fe 2x+xglnx =>u=fe Xxm =>u=fx"e x,

Como y,(x) = y;(x) - u, entonces y,(x) = e* [ x™e™* dx. La solucién general es
y =cy1(x) + oy, (x) =

y =ce* +ce* f x"e *dx.

6 Ejercicio numero 10 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.97.
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Introduccion

Continuamos con los métodos que nos permiten resolver ecuaciones diferenciales de
segundo orden.

Iniciamos con el estudio de las ecuaciones diferenciales homogéneas con coeficientes
constantes de la forma y” + py” + qy = 0, que nos conduce a la ecuacidn caracteristica
m? + pm + q = 0; analizaremos sus tres posibles soluciones dependiendo de la
naturaleza del discriminante p? — 4q. Luego avanzamos con el método de los coeficientes
indeterminados, un procedimiento que permite resolver ecuaciones diferenciales no
homogéneas de segundo orden, es decir, ecuaciones como:

Yy +PX)y +Q(x)y =R(x),

en las que R(x) # 0, y los coeficientes P(x) y Q(x) son valores constantes p y q, es decir,
ecuaciones de la forma:

Yy +py +qy=R(Xx).

Finalmente, estudiaremos un método mucho mas potente para resolver:

Yy +PX)y +Q(x)y =R(X),

que no discrimina quienes sean P(x) y Q(x), es decir, pueden o no ser constantes sino
funciones que dependan de x, pero dejando como Unica restriccidon que se conozca la
solucion complementaria y,, de la ecuacion homogénea y”" + P(x)y” + Q(x)y = 0. Este
procedimiento se conoce como el método de variacion de pardmetros.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (parte Il),
presenta tres métodos muy eficaces para resolver ecuaciones diferenciales de segundo
orden. Se desarrolla a través de explicaciones de los fundamentos tedricos y la solucion de
ejemplos que ilustran los procedimientos para resolver ecuaciones diferenciales de
segundo orden.

Es importante que sea muy minucioso con el desarrollo teérico propuesto, ya que es un
requisito fundamental en la exposicion de los ejercicios resueltos; éstos presentan un
nivel de exigencia superior al anterior para cada seccién revisada y requiere de la revisiéon
de las secciones estudiadas en las cartillas precedentes.

Para garantizar su éxito en la revisién y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revision exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mdédulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revisidn frecuente de los recursos y a la realizacidon de las actividades en los tiempos
sefialados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademas de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente los libros digitales Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado,
novena edicion, de Dennis Zill y Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas
histdricas de George Simmons; que se encuentran en pdf en la seccién de recursos para el
aprendizaje.

Del libro de Simmons se resuelven algunos ejercicios propuestos de las secciones finales
de los capitulos seleccionados.

En la seccién de recursos aparecen aplicaciones de las ecuaciones diferenciales
estudiadas. En especial debe revisar el video “Ecuaciones diferenciales: Oscilaciones
amortiguadas” que se encuentra en https://www.youtube.com/watch?v=vgScZNCcEITS,

y los archivos en pdf: Lectura complementaria 1, EDO de sequndo orden, y El péndulo
simple.
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Desarrollo tematico

Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden (parte Il)

Ecuaciones diferenciales homogéneas con coeficientes constantes

En la cartilla anterior revisamos con detalle la ecuacion diferencial homogénea de segundo
orden:

T pe =0

gue se presenta con mayor frecuencia de la forma:

Yy +Px)y +Q(x)y=0.

En esta seccidn es de nuestro interés el estudio de estas ecuaciones en las que los
coeficientes de y"y y son términos de valor constante p y g, es decir, que no dependen de
la variable independiente x. Ecuaciones de la forma:

y'+py +qy=0().
La ecuacidn (1) se llama ecuacidn diferencial homogénea con coeficientes constantes.

Para iniciar el proceso de solucién de (1) es util recordar que la funcidon exponencial tiene
la propiedad que establece que sus derivadas son multiplos de ella misma, es decir, en los
resultados de las derivadas de funciones exponenciales aparecen funciones
exponenciales. Entonces es conveniente pensar que una solucién para (1) puede ser
precisamente una funcién exponencial de la forma y = e™*, en la que debemos encontrar
un valor adecuado para el valor m.

Siendo asi, encontremos y“y y*” a partir de y = e™*. Entonces:

y =e™ = y = me™ = y” = m?e™*. Reemplazando en (1) nos queda:

m?e™* 4+ pme™* + qge™* = e™*(m? + pm + q) = 0, como e™ # 0, entonces:
m?+pm+q =0 (2).

La ecuacidn (2) se llama la ecuacion caracteristica de (1). Esta es una ecuaciéon de segundo
grado1. Su solucién es de la forma:

'se presenta con mucha frecuencia la necesidad de factorizar una ecuacién de segundo grado de la forma
y = ax? + bx + c, ya sea buscando los dos factores o usando la férmula cuadratica
_ —b+Vb%-1ac
X = —Za .
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_ —pEp*—4q
m= > (3).

—p+y/p?-4q _ Tp=Jp®-4q

m
2 ym, 2

(3) tiene dos soluciones, m; =

Como recordarg, al revisar el comportamiento del discriminante p? — 4q en la ecuacién
(3), tenemos tres opciones:

Caso 1. Si p? — 4q > 0, las dos soluciones, m,; y m, son raices reales y distintas, entonces
tenemos las dos soluciones:

— mqXx — moXx
yir=e vt yy, = e,
yl emlx
E T emax
linealmente independientes, luego la solucidn general es:

Como = e(M1~M2)X (diferente de cero, estamos seguros que las soluciones son

y = cie™* 4 c,e™2*,

Caso 2. Si p? — 4q = 0, las dos soluciones, m; y m, son raices reales iguales, entonces
tenemos solo una solucién, y = e™*, donde m = —g.

Podemos obtener otra solucién linealmente independiente ya que conocemos una
solucion. Si Suponemos que y,(x) = uy,(x), en la cartilla anterior vimos que podemos
encontrar u mediante:

u= f%e‘fp(")dx dx,conp = —2m.

e—f—Zmdxdx:f 1 ef2mdxdx:>

eme

Como y; (x) = e™*, entonces u = f(em—x)z

1
u=f62mx ezmxdx:uzfldxznizx.

Como y,(x) = uy,(x) = y,(x) = xe™*, es otra solucion, luego la solucién general nos
queda:

y =ce™ + c,xe™*.

Advierta que las dos soluciones son linealmente independientes:

mx 1

Ni_ ¢ -
y, xe™  x

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




Caso 3. Si p? — 4q < 0, las dos soluciones, m; y m, son raices complejas y distintas,
1 2
entonces tenemos las dos soluciones y; = e™* y y, = e™2%,

En este caso, las dos soluciones de (3) son dos raices complejas conjugadas, conm; = a +
Biym, = a — Bi, con lo que tenemos:

. . ) ) _
y, = e@Fi)xy = e(@+fi)x Empleando la féormula de Euler” estas soluciones se
transforman en:

y, = e(@+B)x = paxpi(BX) = @%(cos fx + i sin fx).
y, = e(@BixX = gaxo=i(BX) = ¢@X(cos Bx — i sin Bx).

Yi+ e%x .. ..

Como Tyz = [cos Bx + isin Bx —cos fx — isin Bx] = e®(cos fx),y
yl—yz
2i
soluciones son linealmente independientes, luego la solucidn general es:

ax
= ez_L [cos Bx + i sin fx —cos fx — isin fx] = e“*(sin fx), entonces las dos

y = e*(c; cos Bx + ¢, sin Bx).

En los ejemplos que vienen solucionaremos tres ecuaciones diferenciales homogéneas con
coeficientes constantes, cada una ilustrando el proceso para cada uno de los tres casos.

Ejemplo 1. Solucién de una ecuacion diferencial homogénea con coeficientes constantes
caso 1.

Resolver® y” — 5y" + 6y = 0,y(1) = e2,y’(1) = 3e2.

Como p? — 4q > 0, es decir, (—5)2 —4-6 = 25— 24 = 1 > 0, las dos soluciones, m, y
m, son raices reales y distintas.

La ecuacidn caracteristicade y”" — 5y" + 6y = 0 esm? — 5m + 6 = 0 que se puede
factorizar (m — 3)(m — 2) = 0 = m, = 3 ym, = 2. Las soluciones son:

y1=e*yy, =e**
y la solucion general nos queda:

y = ce3* + cye?*.

Falta resolver la solucién particular con,y(1) = e?,y’(1) = 3e?.

2 La formula de Euler es ? = cos 6 + i sin 6.
3 Ejercicio nUmero 2a de la seccidon de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.101.
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Comoy = c;e3* + c,e?* = y’ = 3¢,e3* + 2¢,e?* =
e? =ced+cet=e?(c;+ce)=>1=c,+cre
3e? =3¢ e3 + 2c,e? = e?(2¢, + 3c1€) = 3 = 2¢, + 3¢qe.
Nos quedd un sistema de ecuaciones lineales 2x2:

{ 1=c¢, +ce } {—32—3C2—3616}:>0

1
3 =2¢, +3¢e 3 =2¢, +3¢e =—a=6=0ya =7

Por lo tanto la solucidn particular nos queda:
1 3 2 3
y=-e *+0e*=>y=e*—-1.

Ejemplo 2. Solucidn de una ecuacion diferencial homogénea con coeficientes constantes
caso 2.

Resolver' vy — 6y" + 9y = 0,y(0) = 0,y°(0) = 5.

Como p? — 4q = 0, es decir, (—6)? —4+9 = 36 — 36 = 0, las dos soluciones, m; y m,

son raices reales iguales, entonces tenemos solo una solucién, y = e™*, donde m = —g,

. -6 .
es decirm = -5 =m= 3, con lo que la solucidn es y = e3*. Sabemos que otra

solucién es de la forma y,(x) = xe™¥, es decir, y,(x) = xe3*, por lo que su solucién
general es:

y = ce3* + cyxe3X,
Falta resolver la solucién particular con,y(0) = 0,y"(0) = 5.
Comoy = c;e3* + c,xe3* = y" = 3¢ e3* + ¢, [x(3e3¥) + e3¥] =

y = e3*(3c; + 3¢,x + ¢y).

De y = ¢,e3* + c,xe3* nos queda 0 = ¢;e° + ¢,0e° = ¢; = 0.
Dey’ = e3*(3¢; + 3c,x + ¢;) nos queda 5 = e3@ (3¢, +3¢,0 + ¢,) =
5:3C1+C2:5:3(0)+C2:>C2:5.

La solucién particular con y(0) = 0,y°(0) = 5 es y = 5xe3*.

4 Ejercicio nimero 2c de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.101.
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Ejemplo 3. Solucidn de una ecuacion diferencial homogénea con coeficientes constantes
caso 3.

Resolver’ y”" 4+ 4y" + 5y = 0,y(0) = 1,y°(0) = 0.

Como p? — 4q < 0, es decir, (4)> — 45 = 16 — 20 = —4, las dos soluciones son dos
raices complejas conjugadas, conmy; = a + fiym, = a — Bi.

La ecuacion caracteristicadey” + 4y + 5y =0esm? + 4m + 5 = 0.

Encontremosemlymz.
m?+4m+5=0=>m?+4m+4+1=0=>mM+2)?+1=0=>

m+22=-1=m+2)=+t/-1=m=-2+V-1=m=-2+i=

:{m1=—2+i}:{a+ﬁi =2+
m, = -2 —i a—Bi=—-2—i

}=>2a=—4=>0(=—2,ﬁ=1.

Entonces la solucién general es y = e 2*(c¢; cos x + ¢, sin x).

Busquemos la solucidn particular con y(0) = 1,y°(0) = 0.

Dey = e"?*(¢; cosx + ¢, sinx) nos queda 1 = e 2" (¢, cos 0 + ¢, sin 0) =
1=1(c;(1) + c;(0)) = ¢; = 1.

Comoy = —2e~?*[c; cosx + ¢, sinx] + [e"?*(—c¢; sinx + ¢, cos x)], entonces

0 =—2e2®[c; cos0 + ¢, sin 0] + [e72O(—¢, sin 0 + ¢, cos 0)] =

0=-2[c;(1) +c,(0)] + [1(—01(0) + cz(l))] =0=-2¢c;+c,=c,=2¢c;, =0,
= 2.

Por lo tanto la solucidn particular es:

y = e ?*(cos x + 2 sin x).

> Ejercicio numero 2d de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.101.

6 . . , .z .
No sobra recordar de su curso de algebra una forma alternativa de encontrar las raices de la ecuacién sin
acudir a la férmula cuadratica.
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Método de los coeficientes indeterminados

En secciones anteriores hemos visto métodos que permiten resolver ecuaciones de la
forma:

Y + Py +Qx)y=RKX) (4),

en las que los coeficientes P(x) y Q(x) hacen que la solucién buscada esté dada por
expresiones muy sencillas, diferentes de la solucidn trivial y = 0 o sean ellas mismas
valores constantes. De igual forma hemos resuelto ecuaciones como (1) en las que
R(x) = 0.

El método de los coeficientes indeterminados es un procedimiento que permite resolver
ecuaciones diferenciales no homogéneas de segundo orden, es decir, ecuaciones como (4)
en las que R(x) # 0, y los coeficientes P(x) y Q(x) son valores constantes p y g, es decir,
ecuaciones de la forma:

Yy’ +py +qy =R(x) (5).

En general, para (5), el método de los coeficientes indeterminados es Gtil cuando R(x) es
una funcién exponencial, un polinomio de alguin grado n, una funcién sin u, una funcion

cos u, o una combinacion de tales funciones como

x™ x"e  x"e% cos fx,x"e sin fx, con n un nimero entero no negativoy ay 8

numeros reales.

No es aplicable cuando R(x) es una funcién o combinacién de funciones como In x,

1 P —
~,tanx, sin Tx, cos™ 1y, etc.
Por ejemplo pensemos en una solucién para la ecuacidén no homogénea de la forma:

vy +py +qy =e* (6).

Como los procesos de integracion y derivacién de funciones que contienen exponenciales
como e conservan y reproducen exponenciales con algin cambio en el coeficiente
numérico, es natural pensar que y, = Ae®* puede ser una posible solucién.

Al coeficiente A se le llama el coeficiente indeterminado que debemos encontrar de tal
manera que y, = Ae?” satisfaga (6).

Si suponemos y,, = Ae®* como posible solucién de (6), calculemos y’, y”
y =Ae®™ = vy = Aae™ = y”’ = Aa’e™
Sustituyendo v,y , vy eny” + py" + qy = e** nos queda:

Aa?e®™ + pAae® + qAe®* = e™ = A(a®? + pa + q)e™* = e¥* =

_ Fundacién Universitaria del Area Andina  [Elof




_ 1
a’+patq

(7).
(7) funcionara mientras a? + pa + q # 0,ya que sia? + pa + q = 0, el valor a es una raiz
de la ecuacion’ auxiliar m? + pm+q =0.

Como vimos en secciones anteriores, cuando la ecuacidn caracteristica tiene una raiz
doble (m; y m,), una segunda solucién de la ecuacién homogénea se obtiene
multiplicando la primera solucién por x; como la primera solucién propuestaesy =
Ae®, la segunda debe sery, = Axe®*.

Si suponemos y,, = Axe®* como posible solucion de (6), calculemos ¥,y :
y =Axe™ =y = A[(D)e™ + x(ae™)] = Ae™ (1 + ax) =
y = Ae*(a) + (1 + ax)ade™ = Ae*(a + a + a’x) = Ae**(2a + a?x).
Sustituyendo y,y’, ¥y eny” + py’ + qy = e** nos queda
AQ2a + a?x)e™ + p[A(1 + ax)]e™ + q(Ax)e™* = e™ =
2aAe™ + a’Axe™ + pAe®* + paAxe™ + q(Ax)e* = e¥* =
A(a? + pa + q)xe™* + A(2a + p)e™ = e,

En esta uUltima expresién, comparamos los coeficientes de los términos a cada lado de la
igualdad y vemos que a? + pa + q = 0, ya que el término xe%* no aparece en la miembro
derecho y partimos que a es raizde m? + pm + q = 0). Ademas, A(2a + p) = 1 por los
coeficientes correspondientes de e%*.

Entonces 4 = es un coeficiente valido para y = Axe®*, excepto cuando a = —g, es

(2a+p)
decir, cuando a es raiz doble de m? + pm + q = 0.

Nuevamente, cuando la ecuacidn caracteristica tiene una raiz doble (m; y m,), una
segunda solucion de la ecuacién homogénea se obtiene multiplicando esta solucién por
x; yp, = Ax?e®,

Si suponemos y,, = Ax?e® como posible solucién de (6), calculemos y’, ¥ :
y = Ax?e™ =y = A[(2x)e™ + ax?(e™)] =

y = A[2e** + 2axe® + 2axe™ + a’x%e%].

” Recuerde que la ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea Yy +py +qy=0,es m? +

pm+q =0.
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Al reemplazaren y” + py’ + qy = % y agrupar® términos queda:
A(a? + pa+ q)x%e™ + 2A4(2a + p)xe®™ + 2Ae™ = %,

Como hemos supuesto que a es raiz doble de m? + pm + g = 0, ambas expresiones
a’ + pa + q,y 2a + p, son nulas, y por tanto 24e** = e, con lo que A = %

Al resumir los resultados encontrados, tenemos:

Si a no es raizde m? + pm + q = 0, entonces Vp = Ae®.

Si a es raiz simple de m? + pm + q = 0, entonces Vp = Axe®.

Si a es raiz doble de m? 4+ pm + q = 0, entonces y, = Ax?e®*,

Para utilizar este método debemos recordar que para resolver una ecuacién diferencial no
homogénea primero se determina la solucion complementaria y, de la ecuacién
homogénea asociada, y luego se establece alguna solucidn particular de la ecuacion
diferencial no homogénea.

La solucién general de y”* + py” + qy = R(x) en algtn intervalo [a, b] de nimeros reales
esy=y.+ Vp-

Ejemplo 4. Solucién de una ecuacion diferencial no homogénea con R (x) una funcion
exponencial.

Encontrar la solucion general® de y” + 10y” + 25y = 14e~5% (8).

Solucionemos la ecuacién homogénea asociada y”" + 10y” + 25y = 0. Su ecuacion
caracteristicaesm? + 10m+25=0= (m+5)> =0 = m = —5,lo que nos lleva a la
solucién y; = e ™%, Como vimos en la cartilla anterior, la ecuacidn auxiliar admite dos
soluciones reales repetidas, y sélo podemos hallar una solucién por medio de ella, es
decir, y,(x) = uy; (x), que para este caso es y,(x) = x - y;(x) = y,(x) = xe™5*,

Por lo tanto la solucién complementaria de la ecuacidn diferencial y” + 10y” + 25y =
14e * esy, = cie™* + c,xe ™%,

Ahora debemos hallar la solucion particular y,. Un analisis inicial nos aproxima a suponer
quey, = Ae~>*, sin embargo, es una eleccién incorrecta porque e ~>* ya hace parte de la
solucion complementaria y,.

® Es necesario que usted como estudiante siempre reproduzca y verifique los resultados que se obtienen.
Generalmente se cometen algunos errores que pasan desapercibidos o que nadie corrige.

° Ejercicio numero 1c de la seccién de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.107.
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—-5x —-5x

El paso siguiente es multiplicar Ae por x y suponer que y,, = Axe es solucidén, pero

xe~>* también hace parte de la solucién complementaria y,. Nuevamente multiplicar
_5x _ 2 _Sx . s .7

Axe por x y suponer que y, = Ax“e es solucidn. Esta eleccidn es acertada ya que

x2e75% no hace parte de la solucién complementaria ...

Entonces, con y, = Ax%e™>%, yI', = 2Axe 5% — 5Ax%e™>*,y

Y, = 2Ae™>* — 10Axe™>* — 10Axe™>* + 25Ax?e~>* . Reemplazando en (8) y
agrupando términos nos queda:

(24e™>* — 20Axe™>* + 25Ax%e™5%) + 10(2Axe™>* — 5Ax%e~>%) + 25(Ax2%e™5%) =
14e™>* =

24e7%% — 20Axe 3* + 25Ax%e7%* + 20 Axe 5% — 50Ax%e 5% 4+ 25Ax%e 73X =
14e™ %% =

2Ae ¥ = 14e X =5 A =7,

—5x

Por lo tanto la solucion particular es y,, = 7x%e~>*,y la solucion general de (8) es de la

formay = y.+y,, es decir,
y = e > + cyxe ™5 + 7x2e ™ =
y = e *[c; + c,x + 7x?]
Ejemplo 5. Solucién de una ecuacién diferencial no homogénea con R(x) un polinomio.
Encontrar la solucién general® de y =2y + 5y =25x%+ 12 (9).
Encontremos la solucion de la ecuacién reducida (homogénea):

y”" = 2y" 4+ 5y = 0. Su ecuacion caracteristica es m? — 2m + 5 = 0, que se resuelve
comosigue:m? —2m+5=0 =2m?-2m+1+4=0 =

(m-1)2+4=0=m—-1) 2 =—-4=>m-1=V-4=>m=112i=
{m1=1+2i}:>{a =1}
m, =1-—2i B=2)

En la seccién anterior vimos que la solucidon general es:

y = e*(c; cos fx + ¢, sin fx).

10 Ejercicio numero 1d de la seccion de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.107.
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Para nuestros valoresde ¢ = 1, 8 = 2, la funcién complementaria y,, es
y. = e*(cq cos 2x + ¢, sin 2x).

Ahora buscaremos la solucion particular, ¥y, de la ecuacion completa (no homogeénea).
Como R(x) = 25x2 + 12, un polinomio de segundo grado, debemos suponer que Yp €S
de esta forma, es decir, ¥, = Ax? + Bx + C. Entonces y, = 24x + B, y, = 24.
Reemplazando en (9) nos queda

24 —2(2Ax + B) + 5(Ax* + Bx + C) = 25x? + 12 =
2A — 4Ax — 2B + 5Ax? + 5Bx + 5C = 25x* + 12 =
5Ax? + (5B — 44)x + (2A — 2B + 5C) = 25x2 + 12

Al igualar los coeficientes correspondientes, tenemos:

5B—44=0 2A—2B+5C =12

_ 5B =44 2(5)—-2(4)+5C =12
(A=2y 44 Y, 10
B = 4. C = 2.

Por lo tanto, la solucion particular, y,, es y, = 5x2 + 4x + 2,y la solucién general
Y =Y+ Yy esy=e*(c;cos2x + ¢, sin 2x) + 5x% + 4x + 2.

Ejemplo 6. Solucidn de una ecuacidén diferencial no homogénea con R(x) la funcién sin u.
Si k y b son constantes positivas, hallar la solucidon general11 de:
y” + k?y = sinbx (10).

La ecuacién homogénea asociada es ¥ + k%y = 0, que tiene como ecuacién
caracteristicam? + k2 =0 = (m— ki) (m+ ki) =0 =

{m1=ki }:{m1=0+ki}:{a =0}
Como la solucién general es de la forma y = e** (¢, cos fx + ¢, sin fx), para nuestros

valoresde a = 0,8 = k, la funcién complementaria y,, es:

¥, = e%(c; coskx + ¢, sinkx) = y. = ¢, cos kx + ¢, sin kx.

n Ejercicio numero 2 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.107.

_ Fundacidon Universitaria del Area Andina  [KEE:




Busquemos ahora la solucion particular y,,. Como R(x) = sin bx podemos suponer que

Yp = Acosbx + B sinbx = y, = —Ab sinbx + Bb cos bx ,

¥p = —Ab? cos bx — Bb? sin bx. Reemplazando en (10) tenemos:
= (—Ab? cos bx — Bb?sin bx) + k?(A cos bx + B sin bx) = sinbx =
= —Ab? cosbx — Bb?sin bx + k?A cos bx + k?B sin bx = sinbx =

= A(k? — b?)cos bx + B(k? — b?) sin bx = sin bx. Igualando coeficientes:

2 _p2y — B(k*-b*) =1
{A(kA—bO)_O}'{ B 1 },porlotantoyp=Acosbx+Bsinbxnosqueda

= k2_b2

. __ sinbx
sinbx =y, = 5,

1
k2_b2

Yp = 0cosbx + siempre y cuando k # b.

La solucion general, y = y, + ¥y, es:

sin bx

252 Solosik # b.

Yy = ¢y coskx + ¢, sinkx +

Si k = b, ahora (10) se transforma en y”* + k?y = sin bx.

Encontramos que y,. = ¢, cos kx + ¢, sin kx, pero como ahora R(x) = sin kx, no
podemos suponer que y, = A cos kx + B sin kx, porque ésta ya hace parte de la solucién
complementaria y,, entonces debemos suponer que:

¥p = x(Acoskx + Bsinkx) =

v, = Acoskx + Bsinkx + x(—kAsinkx + kB cos kx) =

v, = Acoskx + Bsinkx + —kAx sin kx + kBx cos kx,

—kAsinkx + kB cos kx — kA sin kx — k?Ax cos kx + kB cos kx — k?Bx sin kx

Yp
yp = —2kAsinkx + 2kB cos kx — k?Ax cos kx — k?Bx sin kx. Volviendo a (10)

= (—2kAsinkx + 2kB cos kx — k?Ax cos kx — k?Bx sin kx)
+ k?[x(A cos kx + B sinkx)] = sin kx
= —2kAsin kx + 2kB cos kx — k?Ax cos kx — k?Bx sin kx
+ k?Ax coskx + k?Bx sinkx = sinkx =
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2kB cos kx — 2kA sin kx = sin kx. Igualando coeficientes:

2kB =0y [~2kA=1 .
{B=0 }, A=_2k , por lo tanto y,, = x(A cos kx + B sin kx) nos queda
x cos kx
T

Entonces la solucién general y = y, + y,, cuando k = b, es:

x cos kx

= ¢y coskx + ¢, sinkx —
y = €1 COS cy si >
Método del anulador

Una ecuacion diferencial lineal de orden n se puede escribir como:

k
a,D™y + a,_4D™" 'y + -+ a; D'y + ayy = g(x), en donde D¥y = %, k=01, ,n.

También se puede escribir como L(x) = g(x) donde L(x) representa el operador
diferencial lineal de orden n:

L(x) = a,D"+ a,_,D" 1 + -+ a,D + a,.

La aplicacién de operadores diferenciales permite llegar a la solucién particular de ciertos
tipos de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas.

Por ejemplo la ecuacién y” 4+ 4y” + 4y = 0, se puede escribir de la forma:
(D2 +4D +4)y =0 = (D + 2)%y = 0.
Operador anulador

Si L es un operador diferencial con coeficientes constantes y f es una funcién
suficientemente diferenciable tal que L[f (x)] = 0, se dice que L es un anulador de la
funcion.

Ejemplo 7. Determinar un operador diferencial que anule a
5e7* cos 2x — 9e ¥ sin 2x

Al examinar las funciones e ™ cos 2x y e~ sin 2x podemos ver que @ = =1,y = 2, por

lo tanto tenemos que el operador anulador buscado debe tener la forma (D? — 2aD +
(a? + %)™, es decir,
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(D? = 2(—1)D + ((-1)? + (2)¥))! = D? + 2D + 5. Este operador lineal anulard
cualquier combinacidn lineal de las funciones dadas como por ejemplo:

5e7™* cos 2x — 9e ¥ sin 2x
Método de variacion de parametros

En la seccidn anterior se resolvieron ecuaciones no homogéneas, donde P(x) y Q(x) eran
valores constantes, es decir, no dependian de x, de la forma:

Yy + Py +Qx)y = R(x).

En esta seccidn estudiaremos un método mucho mas potente que no discrimina quienes
sean P(x) y Q(x), es decir, pueden o no ser constantes sino funciones que dependan de
x, pero dejando como unica restriccion que se conozca la solucion complementaria y,, de
la ecuacion homogénea y” + P(x)y + Q(x)y = 0.

Entonces supongamos que por alguno de los métodos vistos hemos logrado la solucion
complementaria y, = ¢;y;(x) + ¢, ¥, (x). El método de variacién de pardmetros nos
permitird reemplazar las constantes c; y ¢, por las funciones u; (x) y u,(x) que buscamos
de tal manera que:

Vp = U (x)y1(x) + up(x)y,(x) sea la solucién paray” + P(x)y" + Q(x)y = R(x).

Dejando la busqueda de la demostracidn para el estudiante, estas funciones se consiguen
asi:

_ [ —y2RK)
10 = f w(y1,¥s) ax,

[ y1R(x)
() = w1, Y2) dax:

Recuerde que w(y;,y,) representa el wronskiano de y; y y,.

—-y2R(x)

le(x) dx
w(¥1,¥2)

dx + 2 fW()’Lyz) '

Entonces la solucién y,, = }’1f

Apliquemos este método a la solucidn de la ecuacién diferencial no homogénea y” + y =
CSC X.

La ecuacion homogénea asociada es y”" + y = 0. Esta se resolvid en secciones anteriores,
y su solucién es y, = ¢; sinx + ¢, cos x. Luego y; = sinxy Yy, = coSXx, cony; = COSX,y
y, = —sinx.
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El wronskiano de y; y y, es:

_|sinx cosx | _ .. _ . . _ _
W(yl(x),yz(x)) = |cosx —sinx| sinx + (—sinx) — cosx - cos x
= —sin?x — cos?x = —(sin®? x + cos?x) = —1.
Entonces,
u (x) = ﬁdx = u,(x) = %’;Cscxdx = f::z dx = [ cotx dx = Insinx,
R(x sinx cscx sin x

uz(x)=fyl—()dx=u2(x)=f—dx=f - dx=—fdx=—x.

w(y1,¥2) -1 sin x

Las funciones u, (x) y u,(x) encontradas son:
u(x) =Insinx yu,(x) = —x.
Por lo tanto la solucién buscada es:
¥p = sinx [In(sinx)] + cosx (—x) =

Yp = sinx In(sinx) — x cos x.

Ejemplo 8. Hallar una solucién particular'?de y” —y" — 6y = e ™%,

La ecuacién homogénea asociada es y”" — y" — 6y = 0, y su ecuacién caracteristica es

m*—-m-6=0= (m—3)(m+2)=O=>nrln1_=_32,entonces
, =

2 2x

Yo = c,e™* + c,e™* =y, = c,e3* + c,e”, cony;, = e yy, =e”

Ahora debemos encontrar la solucién particular de y”" — y" — 6y = e~*0, haciendo uso
del método de variacidén de pardmetros. Antes calculemos el Wronskiano con y; =

e3x’y'1 = 3e3% VY, = e—Zx’y'2 = _De~2X
3x —2x
w(y: (%), y,(x)) = |38e3x _eze_Zx = e3% . (—2e7%%) — 3e3% - 72X = —2e¥ — 3e*

= —5e”*,

Con el Wronskiano, w(y; (x), y,(x)) = —=5e%,y, = 3%, y, = e 2*,y R(x) = e~

© Ejercicio numero 2 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.111.
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u,(x) = _yZ—R(x)dx =>u1(x) =f e e dx —f

w(y1,Y2) —5ex
5[ —4x _ ——e —4x
_ le(x) B J- eSxe—x _ J- er
u,(x) = O y) dx = u,(x) = - dx = o dx
— 1 Xd 1 X
=-z x=-ge".
Conu,(x) = —2—1()6‘4x,u2 (x) = —éex, la solucion particular es:
Yp = U1 (0)y1(x) + u, () y, (x) =
—4x 3x 1 X —2X 1 —-X 1 —-X 1 —-X
(——e )e +(—§e )e =¥ =—55¢ +—§e =Y =z

Ejemplo 9. Hallar la solucién general de (x? — 1)y”" — 2xy” + 2y = (x? — 1)%

Dividiendo la ecuacién por (x? — 1) nos queda

,s 2x , 2
Y T T
2x , 2
-n” T
de la ecuacion reducida (homogénea), ya que:

= (x2? — 1), y su ecuacién homogénea asociada es y’" —

= 0. Por simple inspeccién, podemos ver que y; = x, es una solucion

(1) + x=0= -2 4 2

ylzx:y1:1:)’1:():>0_ (2 1) (x2—1) (x2—1):

(21)

Podemos hallar una segunda solucion y, a partir de y,, asi:

. . . 2 , 2
Si Suponemos que y, = uy; es una solucién de y”" — (x23—61)y + ) = 0, podemos
encontrar la funcién u mediante la integral:13

2x
(x2-1)’

1 ___2x 1 2x 1 1
u= f_ze I ™ gy = fﬁef("z‘l)dx dx = fpeln(xz‘l) dx = J‘F(xz —1)dx

X

u= f%e_fp(x)dxdx. Con Vi = X,P(x) =

=

13[(9;—61) x=[ZE - (L _nz=1In(x%-1).

zZ 2x

Sea z = x? —1=>dz=2xdx=>3=dx.
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x? 1 _ 1 1
u=[Zdx—[Sdx=[ldx—[xTdx=x+-=u=x+_yy, =uy =
Yy = (x + i) x = x? + 1. Entonces la solucién complementaria es:

Ve = C1X + ¢ (x? + 1).

Ahora debemos determinar y,,, y, = u; (x)y;(x) + u,(x)y, (x), donde:

uy (%) = f_yz—R(x)dx,uz(x) = L(x)dx,R(x) =x%-1.

w1, ¥2) w(¥1,Y2)

Como y; = x, y'1 =1,y, =x%+1, y'2 = 2x, el Wronskiano es:

2
w(y, (%), y,(x)) = |916 x 21_ 1| =x-2x)—1-(x?2+1)=2x*>—x*>—-1=x%—-1.

Entonces:

— (2 1 2_1 3
ul(x) =f (x (:2 )_(J;) )dx= —f(x2+1)dx= —<%+X>

2_ 2
u,(x) = fzgazc_;) dx = [xdx = x? Por lo tanto:

_ x3 x2, 5 _xt x? Ny _ .
Yp = —(?+x)x+7(x +1) —?—?,yla solucion generalesy =y, + yp:

4 xZ

X
= 241 +———.
y=cx+c(x*+ )+6 5

Ejemplo 10. Probar que el método de variacion de parametros aplicado a la ecuacion
y”" +y = f(x) conduce a la solucién particular:"

yp(x) = f f(t) sin(x — t)dt.
0

Resolvamos primero la ecuacién reducida (homogénea) y”” 4+ y = 0. Su ecuacién
caracteristicaesm?+1=0=>m?=-1=>m=+J/-1=

my =1 a=0 ., .
L= , entonces la solucidon complementaria, y,, es:
m, = —i =1

Y. = e** (¢ cos Bx + ¢, sin Bx) = vy, = e%%(¢; cos 1(x) + ¢, sin1(x)) =

" Ejercicio numero 5 de la seccidn de ejercicios propuestos del capitulo 3 del libro Ecuaciones diferenciales
de Simmons, p.111.
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Yo = €1 €C0SX + ¢, Sinx.
Encontremos ¥,,. ¥, = u; (x)y; (x) + u,(x)y,(x), donde y; = cosx,y, = sinx.

Como y; = cosx, y; = —sinx,y, =sinx, y, = cosx, el Wronskiano es:

w(y, (%), y,(x)) = |—C(s)?nxx z;r;ﬁ = cosx * (cosx) — (—sinx) - sinx = = cos?x +

sinx=1= W(yl(x), yz(x)) = 1. Entonces:

u,(x) = fwdx = ff(x)sinx dx.

uz(x)=f&1f(x)dx=ff(x)cosxdx.

Entonces y, = u; (x)y; (x) + u(x)y,(x) nos queda
Vp = —cosxff(x)sinxdx + sinxff(x) cosx dx

=sinxff(x)cosxdx—cosxff(x)sinxdx=>

X

X
fsinxf(t)costdt—f cosx f(t)sintdt =
0

0
fx[sinx costf(t) — cosxsintf(t)]dt = fxf(t) sin(x — t) dt =
0 0

Vp(x) = foxf(t) sin(x — t)dt, como se queria demostrar.
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Introduccion

Estudiaremos las transformadas de Laplace.

En secciones anteriores revisamos soluciones diversas y métodos variados para resolver
ecuaciones diferenciales de la forma:

d*y dy B
W-I_ P(x)a +Q(x)y = R(x)

en las que la funcion R(x) es continua.

En muchos escenarios de las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales, la funcion R (x)
es una funcién continua por tramos, por ejemplo el voltaje aplicado a un circuito eléctrico;
es dispendioso y dificil tratar de resolver situaciones como esta. Sin embargo, el estudio
de la transformada de Laplace es una herramienta muy util para resolverlas.

Examinaremos la definicion de la transformada de Laplace y las condiciones de existencia
suficientes para el operador de la Laplace, £. Asi mismo, exploramos la propiedad de
linealidad que permite resolver muchas transformadas de Laplace sin recurrir al calculo de
los limites al infinito.

Finaliza la cartilla con la definicion de la transformada inversa de Laplace. En este
recorrido, aparecen una buena cantidad de ejemplos con ejercicios resueltos de
transformadas de Laplace y transformadas inversas de Laplace que permiten revisar
estrategias propias de este tipo de procedimientos con limites al infinito y la aplicacion de
algunas de sus propiedades como la linealidad.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, Transformadas de Laplace, inicia con la definicidn de la Transformada
de Laplace. Se desarrolla a través de explicaciones de los fundamentos tedricos y la
solucién de ejemplos que ilustran los procedimientos para resolver Transformadas de
Laplace.

Es importante que tenga en cuenta las propiedades que se presentan, ya que son
fundamentales en la exposicion de los ejercicios resueltos; éstos presentan un nivel de
exigencia superior al anterior para cada seccion revisada.

Para garantizar su éxito en la revisién y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revisidn exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mdédulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revision frecuente de los recursos y a la realizacidn de las actividades en los tiempos
sefialados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademads de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente el libro digital Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado de
Dennis Zill, capitulo 7 que se encuentra en pdf en la seccion de recursos para el
aprendizaje.

Del libro de Simmons se resuelven algunos ejercicios propuestos de las secciones finales
de los capitulos seleccionados.
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Desarrollo tematico

Transformadas de Laplace
Definicién de la Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién de t definida para t = 0. La transformada de Laplace de f(t)
denotada por L[f (t)] se define como:

[oe]

LU@H=F@)=f et f(t)d.

0

En la definicidn de la transformada de Laplace, inicialmente supondremos que el
pardmetro s es real, aunque resulta mas util considerar a s como un parametro complejo.

Se dice que la transformada de Laplace de F(t) existe, cuando la integral:

fooe—“ f(t)dt

converge para algun valor de s, de otra manera se dice que no converge.

En otras palabras, si podemos encontrar un valor para el limite:
[ee]
lim f e St f(t)dt
b—o0 0

entonces decimos que la transformada de Laplace existe si y solo si, existe el limite
anterior.

La nueva definicidén para la transformada de Laplace nos queda:1

[oe]

LW@H=F@)=[

0

e St f(t)dt = DIE}ZO fooe‘“f(t)dt

Usted ya debid advertir dos dificultades a las que posiblemente se enfrentard al resolver
transformadas de Laplace. De un lado, la presencia de limites en el infinito requiere de un
manejo adecuado de las propiedades de las operaciones con limites en el infinito y las
diversas formas en que éstos se presentaran en el transcurso de la presente cartilla. De
otro lado, nuevamente se enfrenta a la solucién de integrales por lo que debe repasar los
métodos de integracidn vistos en cursos anteriores.

' Recordemos que si f(t) esta definida cuando t > 0, la integral impropia

fOOW(s, t) f(H)dt = blEIcl;o wa(s, t) f(t)dt.
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En los ejemplos que vienen, vamos a determinar la transformada de Laplace para dos
funciones elementales con el propdsito de lograr un manejo adecuado e introducirnos en
algunas propiedades importantes de la transformada de Laplace que facilitaran su calculo
para funciones un poco mas complicadas. Estas funciones son la funcion de valor
constante, f(t) = ¢,y la funcién idéntica, f(t) = t.

Ejemplo 1. Determine la transformada de Laplace para la funcion

f(t) = ¢, donde c es una constante.

Llc] = j e Stcdt = lim e Stcdt = clim e Stcdt =
0 b— 0 0 b— 0
—st 1 1
Llc] = cbll_r)rgo [— S l = _Ebh—wo [e“ = Sb—rgo [es(b) es(o)]
c c c c
Llc]=—=1lim[0-1]=—Ilim[-1]=—-(-1)=—-=
S b—oo S b—oo S S

c
Llc]=-s>0.
s

En términos generales, cuando s > 0, el exponente —sb es negativo y e ~5? tiende a cero
cuando b tiende a infinito. Advierta que si s < 0, la integral blim fooo e Stcdtes
—00

divergente.

El operador £ es una transformacion lineal

sean L[ ()] = F(s) = [ e~ f()dty LIg®)] = G(s) = [} e~ g()d.
Para una suma de funciones podemos escribir:

fooo e Staf (t) + Bg(t)dtldt = a fooo e Stf(t)dt + B fooo e~ St g(t)dt, siempre y cuando
las dos integrales converjan; entonces:

Llaf (@) + Bg(O)] = aLIf ()] + BLIg(O)] = aF (s) + BG(s).
Se afirma que el operador £ es una transformacion lineal gracias a la propiedad anterior.

Ejemplo 2. Determine la transformada de Laplace para la funcion.
f) =t

L[t] =j e Sttdt = lim e Sttdt =
0

b— o 0
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Esta ultima integral se resuelve por el método de partes.

—st

Seau=t >du=dt,dv=eSt =>p= -2

je‘“tdt =t|—

. e—St 1 e—St te—St e—St
e_stdt=—ts +—|— = - — =

, entonces:

—st

1
+;j e Stdt =

s s s 52

j _Sttdt te—St e—St
e = — — :
S s2

Volviendo a la transformada de Laplace para f(t) = t nos queda:

o te—St @St b ste~St 4 g—st b
L[t] = lim | e s'tdt = —lim [ +— l = — lim [—Zl —
- Jy b—o0 S S b— o0 S
0 0
1
L[t] = —S—Zblim [e=st(st+ 1] =—= llm [ (st + 1)]
1 1 sh+1
Lt]=—— hm [— (sh+1) - ) (s(0) + 1)] = S_th_rgo [1 ~ g% ]
sb+1 11 .. _ [sh+1
el = g i, [1 = 5] = 3 i - i |55

£l =1 - jim, [Si’s?]]-

S las ;. . sb+1 . A .
El dltimo limite, bhm [W], se puede resolver aplicando la regla de L'Hopital, asi:
—00

lim [S:;l] = blim [S:sb] = lim [%] = 0. Entonces,

b— 0 b—o Le

L[t] == [1 -0]=5 =

2

L[t] = S_Z

Muchos ejercicios de transformadas de Laplace pueden requerir el uso de la regla de
L'Ho6pital, recordemos su definicion:
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REGLA DE L'HOPITAL

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en [a,b], derivables en (a,b) y tales que sus
derivadas no se anulan simultaneamente en ningun punto del intervalo (a,b).

Sea x, E(a,b).

f(x)

Si f(xy)=g(x,)=0yexisteel lim f'(x) , entonces también existe el /im =—— y son
x—=x, & ()C) X=X g(x

iguales.

lim J&) =lim ALt
x—>x, g(x) X=X, g'(x)

L 0 oo
Este resultado se aplica directamente a los casos o e —.
0

Teorema de existencia para el operador £

Si f(t) es continua por tramos en el intervalo de nimeros reales [0, ©) y de orden
exponencial ¢ para cualquier t > T, entonces L[f(t)] existe para s > c.

Este teorema afirma que se requieren dos condiciones de suficiencia que garanticen la
existencia de L[f ()]

La funcidn f(t), debe ser continua por tramos en el intervalo de nimeros reales [0, ).
La funcion f(t) debe ser de orden exponencial.

La condicidn uno exige la continuidad de f(t). Una funcidn es continua por tramos en

[0, ), si en cualquier intervalo 0 < a < t < b, existen, a lo sumo, una cantidad finita de
puntos, ti, k = 1,2,---,ncon t,_; < t; en los cuales f(t) tiene discontinuidades finitas y
es continua en todo intervalo abierto t;,_; <t < t;.

Orden exponencial. Se dice que una funcidn f es de orden exponencial ¢ si existen
constantes M > 0y T > 0 tales que:

|f(t)] < Me‘ paratodot > T.

Si f es una funcidn creciente, la condicién |f(t)| < Me** para todo t > T significa que la
gréfica de f en el intervalo [0, ) no crece con mas rapidez que la gréfica de la funcion
exponencial Me®t donde la constante ¢ es un valor positivo. Por ejemplo las funciones
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f(@) =2t,gt) =et h(t) =4sint
son de orden exponencial con ¢ = 1, ya que:
[t] < e7t e t] < et |4sint| < 4et.

La funcién et no es de orden exponencial porque su grafica crece mas rapido que
cualquier potencia lineal positiva de la funcién exponencial, e, en 0 < ¢ < t. Una potencia
t™, con n € Z, siempre es de orden exponencial con ¢ > 0, porque

n
t—ct < Mcuandot >T.

[t"] < Me‘t =

Es interesante que usted demuestre que aplicando de manera reiterada la regla de
L'Ho6pital, el limite

) n
lim

t—o00

es una cantidad finita para valoresden = 1,2,3, -

ect

En el siguiente ejemplo deduciremos una regla general que nos permitira determinar
transformadas de Laplace para funciones polindmicas de la forma t™. Esta deduccion es
importante porque le permite analizar una forma util para generalizar el tratamiento con

L. . 1 tk
limites de la forma bll_r)rgo; (m).

Ejemplo 3. Determine L[t"].

oo b
L[t"] = j e Sttndt = lim | e St t"dt =
0

b— o 0

Aplicando de manera reiterada la integracion por partes, tenemos:

b
lim | e Stt™dt

b— 00

0

—st —st —st
= lim [t” <e )— ntn-1 <e _ ) + (n)(n — 1)¢n-2 <e 3>
b—oo —S S —S

—st

— (= 1D(n = 2)n3 (" i ) Fom (= 1) - @) (e,:i)
S S

, oSt ) oSt . e—st 1P
—(n-1Dn-2)--3)t o —nlt o —nlt (Sn+1 =

0
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b
L[t"] = blim e Sten dt

t” nt"1 (M) (n —1)t"2

e |(5)+ (%) o (25
— — n-3 — 3
+((n)(n D —2)t >+”_<(n)(n 1)2 (Dt )

S4 sn—
-1 —2) ... (3)¢t2 !
N ((n )(nsn_l) )t ) N (n t ) . (Sn+1)l

1 tk .
Advierta que los limites de la forma 11m st (m), con k # 0, son todos iguales a cero,

por lo tanto, el Unico limite valido, es deC|r, diferente de cero, es:

_ 1 n!
blgrgo <_ E) [s"“] =

nl . 1p° nl 1. 1 1
_Sn+1 blggoﬁ = _Sn+1 [bh_rgo(es(b) - eS(O)) =
n! n!
_Sn+1[ - 1] = Sn+1 =
n!
n| —
L[t"] = gn+1’
Ejemplo 4. Determine L[e%].
oo b b
L[e®] = j e Sted dt = lim | e Ste¥dt= lim | e* Stdt =
0 b— 0 0 b— 0
b
L[e*] = blim e@t qt.
—> 00 0

Para resolver esta ultima integral, sea:

d
u=(@-s);t=du=(a-s)dt=dt= ¢ =
(a—s)
1 1
L[e*] = llm e(a Ot dt —j[ et =——e@ 9t —
b—o J, (a—s) T a-s a—s
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Reemplazando nos queda:

b b
L[e*] = lim | e@9tgt = lim [ ela—s)t l = lim [|e‘(s‘a)t|b] =
b— 0 b—oo||la —S 0 a— Sb—ow 0
freatl = Ly 1”11 y 1
le] = 4 — s booo ||eG-axt ol a-s [bggo(e(s‘a)b B e(S‘a)O)] =
1 1 1 1
at] — i - [ — — = — =
Lle®l = a—s [bh—r&(e(s‘a)b 1)] a—s 1(0—1)] a—5 s—a
1
L[e®] = :
s—a

Ejemplo 5. Determine L[cos at].

o)

L[cosat] = j e St cos at dt.
0

Considerando la férmula de Euler,
el® = cosf +Jsin—6,

Como e /% = /(=9 = cos(—6) + J sin(—8), y considerando que la funcién seno es una
funcion impar y la funcién coseno es una funcién par, aplicando estas propiedades nos
queda que e /9 = /(=9 = cos(0) + ] sin(8), por consiguiente,

el? + e7/% = cos(0) + ] sin(0) + cos(8) — ] sin(8) =

+e”

[2] —-70 619 J6 . .
el? + e/ = 2cos(0) = cos(h) = — Y trasladando a las variables de la integral,
e]at+e—]at)

cos(at) = ( .

De manera similar,

el® —e 19 = cos(0) + J sin(0) — cos(8) + J sin(h) =

J6_o-J6
el +e7J9 = 2] sin(0) = sin(h) = %, y trasladando a las variables de la integral,
e]at_e—]at)

sin(at) = ( .
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Por lo tanto, aplicando las igualdades obtenidas, fooo e St cos at dt nos queda:

Jat Ja Jat—st_ ,—Jjat—st
Jim f e Stcosat dt = Jim fobe‘“ ($) dt = lim N (%) dt =
b
blim e Stcosat dt = hm lhm f (e/at=st) dt + hm f (e~Jat=sty dtl
—> 00 0

b 1 b b
lim | e Stcosat dt = lim =| lim f eUa=9t gt + lim | e Va9t gt| =
b—c0 0 b— o b—o0 0 b—o0 0

b]

b ~(Ja-s)t

(S—]a)

pUa-s)t

—(s +Ja)|,

b—o0 b—)oo

1
L[cosat] = E[ lim

eUa=s)t  g=Ua-s)t|

GHa  G-Ja|,

2

1
L[cosat] = —= [blim

b

1. |G =Ja)eY* 9 + (s + Ja)e Vo)
= ——| lim +
2 |b—oo (s2+a?) .
_ L ]y |G+ G=Ja)f
- _E[(sz + a2)] ,,E}go eG—Jat T p(stja)t . =

(s+Ja) (s—Ja) (s+Ja) (s—Ja)
L[cos at] ) [(52 T a2)] hoo Ke(s—]a)b + e(s+]a)b> - (e(s—]a)o + e(s+]a)0 )l =

L[cosat] = 2[( 2+a2)] [0-(s+Ja+s—]a)] = 2[(52+a2)]
L[cosat] = m.

El siguiente ejemplo ilustra la forma de encontrar la transformada de Laplace para la
funcién sin at. Algunas etapas del procedimiento requieren repasar los pasos del ejemplo
anterior.

Ejemplo 6. Determine L[sin at]:
L[sinat] = f e Stsinat dt.
0

Con informacion deducida en el ejemplo 4, escribimos la funcidn seno en términos de las
exponenciales e/%t y e=/at;
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. e]at_e—]at
sin(at) = (T)‘ entonces,

b b Jat —Jat
L[sinat] = lim | e 'sinat dt = lim [ et (T) dt
0

b— o0 0 b—
. b (e]at—st _ e—]at—st) p
= lim t
b— o 0 2]
b
hm e(fa‘s)tdt— lim | e Ua+stge| =
2] b—yoo b— o0 0

b
llm e~ It — lim | e~Ua+stge| =
2] b—>oo b— 0

1 e~ (s—Ja)t b _ e~ (stja)t b 1 e—(GHia)t  p=(s—ja)t
2 blg& —(s —]a) blglgo —(s+]Ja) o B ﬁ blgrcln (s +Ja) - (s —Ja)
1| |(s=Ja)e SHDt _ (s 4 Ja)e~(s-Ta)t b
N ﬁ blgrc}o (SZ + aZ) . -
1 I (s—Ja) (s+Jjo)|
ﬁ[(sz + az)] P e+t ps—jalt . ,

Reemplazando nos queda:

L[sinat] = [ ] (s—Ja) (s+ja)\ ((s—Ja) (s+]a)
2] L(s2 + a?) e(stja)b  o(s—Ja)b G0 pG-Ja)0

(s—Ja) (s+]a)
L[sinat] = 2 [(sz - az)] [(e(s+]a)b - e(s—]a)b> —(s—Ja—(s +]a))l =

L[sinat] = 2][( P 2)] [(0)=(s—Ja—s—Ja))]=
Lsinat] =57 [(52 m aZ)] @) = ey aZ)
L[sinat] = %
(s +a?)

5
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Ejemplo 7. Determine las transformadas de Laplace para las funciones seno y coseno
hiperbdlicos.

Primero vamos a calcular la transformada de Laplace para f(t) = cosh(at).

[ee]

L[cosh(at)] =f e St cosh(at) dt.

0
Por definicion de las funciones seno y coseno hiperbélicos sabemos que:

cosh(x) = %, y sinh(x) =2 _Ze_

Al reemplazar en la transformada nos queda:

o) ~ eat + e—at . b eat—st + e—at—st
L[cosh(at)] = | eSt———— dt = lim dt =
0 2 b—o |, 2
b e(a—s)t + e—(a+s)t
L[cosh(at)] = lim f dt
b—o0 0 2

2 |b—o b— o0

1 b b
= —[ lim f e@ 9t dt + lim | e~(@+st dtl
0 0

1 b b
= —[ lim f e~ G-t gt 4+ lim | e~ G+t dtl =
0

2 |b—o b— oo

0

1 b b
L[cosh(at)] = > Llim f e(@=9t dt + Jim e~(at+s)t dtl =
—o Jg — ),

1 e—(s—a)t b e—(s+a)t b 1 e—(s—a)t e—(s+a)t b
= lim |———| + lim |—— | =—=]| li + =
2 [r 5% —(s—a)0 e —(s+a)O 2 [r5% (s—a) (s+a)0
1] s+ a)e Gt 4 (s — @)e~Grae|”
——1 1l =
2 |b—o (SZ - az) 0
Fleosh B 1 i |5 +a s—apl
[cosh(at)] = S 2(s2—a?) % e(s—a)t T eGrax| |
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Reemplazando los limites de integracion nos queda:

B 1 . s+a Ss—a st+a s—a
Lleosh(@d] = =2z~ Jim, [(e(s—a)b * e(s"'a)b) - <e(s-a)0 " e<s+a>0)] -

1 —
Lleosh(at)] = — 5777 Jim, [(es(:a?b + :(m?b) —(s+a+(s— a))] =
L[cosh(at)] == —ﬁ hm [(0)=(s+a+s—a))]=
L[cosh(at)] = -5 [( o 2)] (—=2s) = (sZi—az) =
L[cosh(at)] = %
(s2 —a?)

Con un procedimiento similar al anterior calculemos la transformada de Laplace para la
funcion seno hiperbdlico, con lo que daremos por sentado algunos pasos del proceso
anterior.

L[sin(at)] = jooe‘“ sin(at) dt.
0

. eX—e™X
Sabemos que sinh(x) = _— Entonces,

b eat—st _ e—at—st

oo eat _ e—at
L[sin(at)] = j e‘StT dt = lim dt =
0

b—o00 0 2

(a-s)t —(a+s)t
L[sin(at)] = blim j > dt
—*Jo

1 b b
= —[ lim j e@ 9t gt — lim | e~ (@+s)t dtl
2 |b—>x 0 b—o ),
1 b b
= —[ li j e -Dt gt — lim | e~ Gt dtl =
2 |b—>x 0 b—o ),
1 b b
L[sin(at)] = = | lim j e@9tdt — lim | e~ @t ge| =
2 |- 0 b—o J,
1 —(s—a)t b —(s+a)t b 1 —(s—a)t —(s+a)t b
lim _— lim =
b—co (s — a) oo —(s + a) 2 |poe (s — a) (s+a) 0
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1 (s + @)e~6~0t — (s — g)e~C+ax|”
Ly =
2 [, (s? —a?) 0
L[si = L li sta s—aff
[sin(at)] = T2 —a?) pm |e(s—a)t ~ eGrax| |

Reemplazando los limites de integracion nos queda:

. ] s+a s—a s+a s—a
L[sin(at)] = - 2(s2 — a?) blg)rgo [(e(s—a)b - e(s+a)b) B (e(s—a)o B e(s+a)0)] =
: _ I s+a s—a
Llsin(at)] = = 77727 Jim, [(e(s—a)b - e(s+a)b) —(s+a-(s- a))] =
Llsin(at)] == — = lim [0) — (s +a—s + )]
sin(at) ___2(52—a2)bl—rgo —(s+a-s+a)|l=

1 1
L[sin(at)] = _E [m] (—Za) = (S%'vaz) =

a
L[sin(at)] = m

Ejemplo 8. Determine L[te%].

b b
Llte®] = [ e st te® dt = Jim J, te® st dt = Jim J, te@=*)t dt. Para resolver esta

ultima integral usaremos el método de integracién por partes.

(a-s)t
Seau =t = du = dt,dv = @ 9'dt = v =*— entonces
e(a—s)t e(a—s)t e(a—s)t 1
te@ Ot dt =t - dt =t - el@=9)tdt =
a—sSs a—sSs a—sSs a—sSs

e(a—s)t e(a—s)t

te@ St det =t - :
j a—s (a—s)?

Reemplazando tenemos,
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e(a—s)t e(a—s)t

t

b
L[te®] = blim te@ 9t dt = lim [

0 b—o00

a—s _(a—s)z

il
J

- mbli—rgo [|(a — s)te” ("W — 8_(S‘a)t|z] =

(a _ S)te(a—s)t _ e(a—s)t
(a—s)?

= lim [
b— o

(a—s)t 1 |°

e(s—a)t - e(a—s)t o

1
el = e [

B 1 I (a—s)b 1 (a—s)0 1
- (a _ S)Z bgréo e(s—a)b - e(a-s)b - e(s—a)o - e(a-s)o =

o L __
Llte ]—m[(o_o)_(—l)]—(a_s)zz

1
L[teat] = m s > a.

Ejemplo 9. Determine L[t?e®].

2,at] — [® ,-st +2,at — T b2 at-st — T; b2 at-st
L[t?e®] = [ et t?e dt = Jim J, t%e dt = bll_r)rgofo t?e dt. Para resolver

esta ultima integral usaremos el método de integracidn por partes aplicado dos veces

sucesivas.
(a-s)t
Seau = t? = du = 2tdt,dv = e® 't = v = “—, entonces:
(a-s)t (a-s)t (a-s)t
[te@ 9t gt = 28— — (£ otdt = 25— — 2 [ te@ 94t Esta dltima
a-—s a-—s a-—s a—s

integral la resolvimos en el ejemplo anterior y nos quedé:

te(a—s)t e(a—s)t

(a_s)t — _ . . « e . .
fte dt 9 @ Volviendo a la integral inicial nos queda:
e(a—s)t 2
jtzeat‘“ dt = t? — jte(a"s)tdt =
a—s a-—s

(a-s)t (a-s)t (a-s)t
jtzeat—st dt — t2 e 2 te e l —

a—-s a-s (a—s)_(a—s)2
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e(a—s)t zte(a—s)t ze(a—s)t

tzeat—st dt — t2 — + —
f a—s (a—s)> (a-5s)3
b (a-s)t (a-s)t (a-s)t b7
e 2te 2e
L[t?e*] = lim | t?e%=Stdt = lim ||t? - =+ | |=
b= Jo b—eo a—s (a—s)* (a—s)
0]

(a — s)2t2e(@9)t _2(q — s)te@9)t 4 2ela-s)t N b]

flete®] = b“i%o[ CEDE

: _ N2+2,-(s—a)t _ _ —(s—a)t —(s—a)t b —
CIE blgr})o“(a s)%t%e 2(a — s)te + 2e |0]

b

o]

(a—s)?t?> 2(a-—s)t 2

1 Y
(a—s)3 5%

e(s—a)t - e(s—a)t e(s—a)t

1 _ (a—35)*b? 2(a—s)b 2
—  lim —~ +
(a _ 5)3 h—oo e(s—a)b e(s—a)b e(s—a)b

(a—15)20% 2(a—s)0 2
- e(s—a)O - e(s—a)O e(s—a)O =

1 2 2

———[(0-0+0)-(0-0+2)] = = =

(a—s)3 “(@-s3® (s-a)?

2
L[tze“t] = m s>a.

Unas funciones muy especiales en matematicas se relacionan con fenémenos que
suceden teniendo en cuenta diferentes intervalos del dominio de definicion, estas
funciones se llaman funciones a trozos (o funciones por tramos). Para resolver
transformadas de este tipo de funciones generalmente por cada funcién se resuelve una
integral cuidando los limites de integracion.
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Ejemplo 10. Transformada de una funcién por tramos.

Determine L[f (t)], si:

_(0si0<t<3
@ ={ 2sit>3 J

) b
LIF®)] = jo e~ f(t) dt = lim L eStF(E) dt

Como f(t) esta definida por dos tramos, debemos expresar L[f(t)] como la suma de dos
integrales:

- b . 3 o)
LIFD)] = blgrgojo estf(t) dt = lim UO est(0) dt+j3 est(2) dtl =

%) —st

e

” 2
— — — h —St |
l = =3 Jim fle™ 3] =

o, = (=) - )] =20 - ()] =

L] = =

eStdtl = 2 lim [
b—o0

LIf @] = lim [0 +2 j
3

L) =~ jim |

a1l - (48515 -

S€3§

En el siguiente ejercicio resolvemos la transformada de Laplace para la funcién f(t) =
sin? t. En la solucién, ya no usaremos el célculo de los limites, mdas bien usamos resultados
anteriores. Muchos ejercicios se resuelven de esta manera.

Ejemplo 11. Propiedad de linealidad del operador L.
Determine L[sin? t].

Como f(t) =sin?t = sin?t = 1 — cos?t = (sin®t + cos?t) — cos? t =

sin?t = —(cos?t —sin®t) + cos?t = —cos 2t + 1 —sin’t =
- o 1 —cos?2t
2sin“t =1 — cos 2t = sin t=T=>
® b b 1 — cos 2t
L[sin?t] = j e Stsin?t dt = lim | e Sfsin?t dt = lim | e~ [—]
0 b— 0 0 b— 0 2
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1 cos Zt]

L[sin’t] = L|=—

= 1L[1 2t]
> > | =3 cos 2t].

De los ejemplos 1y 5 sabemos que:

Llc] = Ey L[cosat] = (sziaz). Entonces,

1 1 111 s
EL[l —cos2t] = E[L(l) — L(cos 2t)] = E[E - (sZ-I-—ZZ)] =

Llsin? ¢] 1[s2 +4 —s? 2
— — = =
St 2| s(s?+2?) s(s? + 22)

2

L[sin?t] = ————.
[sin®¢] s(s? + 22)

Es util resumir en la tabla 1 algunos resultados importantes de las transformadas de
Laplace en secciones anteriores, algunas deducidas y otras para que el estudiante las

compruebe.
© F(s
f®=c L[t]=F(s)=§S>0
fo=t e = F(s) =
f@® =1t L[t"] = F(s) = s:l%
f(t) = e Lle®] =F(s) = %
f(t) = cosat L[cosat] = F(s) = (Szi—az)
f(t) = sinat L[sinat] = F(s) = GZtad)
£&) = te R i
£(©) = t2ew Llete®] =5 - R
f(t) = sinh at L[sinhat] = F(s) = (Szf—az)
f(t) = coshat L[coshat] = F(s) = (Szi—az)

Tabla 1. Transformadas de Laplace de algunas funciones basicas

Fuente: Propia.
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Transformada inversa de Laplace

En todos los ejemplos que revisamos en las secciones anteriores, nuestro propésito fue
transformar una funcion f(t) en otra funcién F(s) utilizando la integral:

joooe‘“f(t)dt.

Lo expresamos diciendo que:

LIf®)] = F(s).

Vamos ahora a devolvernos en el proceso, es decir, si se conoce la funcién F(s), se trata
de encontrar la funcion f(t). Se trata de invertir el problema, es decir, dada F(s),
determinar f(t) que corresponde a la transformacion.

La nueva notacién para la transformada inversa de Laplace es:
f(&) = L7HF ()],
que indica que f(t) es la transformada inversa de F(s).

A partir de la tabla 1, podemos escribir las transformadas inversas de las funciones que
aparecen alli. En la tabla 2 aparecen algunas transformadas inversas de Laplace.

f@) = L7YF(s)]

c:L‘l[g]s>0

1
S
n!
_ -1
eat — L_l[ 1 ]
Ss—Qa
S
cosat =L [m]
) _ a
sinat = £ [m]

tett = 71 L s>a
(a—s)? '

t2ett = 71 [ ] s> a.

(s—a)?
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a
i =] -1
sinhat =L [(sz — az)]

s
= e )
coshat =L [(sz — az)]

Tabla 2. Transformadas inversas de Laplace de algunas funciones basicas.

Fuente: Propia.

El operador £~ es una transformacién lineal

Ya que el operador L es una transformacién lineal, podemos suponer, que su operador
inverso, L1, también debe ser una transformacion lineal.

Si a y [ son valores constantes,
L7HaF(s) + BG(s)] = L™ [F(s)] + BLTG(5)]

Donde F y G son las transformadas de las funciones f y g respectivamente.

Ejemplo 12. Evalte L1 [S%]

n!
sn+1

Al revisar la tabla 2, la expresion t™ = L1 [ ], es la adecuada para evaluar esta

transformada inversa.

. o1 ! .
Debemos ajustar la expresién @ esta otra, [s:ﬁ]' paran = 3, asi:
L1 [i] - l.L—l [2] — ltB_
s+l 3! st 6

. PEPSEC I |
Ejemplo 13. Evalue £ [52+1e]'

a
(s2+a?)

Al revisar la tabla 2, la expresién sinat = £L71 [ ], es la adecuada para evaluar esta

transformada inversa.

a esta otra a4 araa = 4, asi:
52416 ! (s2+a?) P oh e

Debemos ajustar la expresion

L‘l[ ! ]—11:-1[ 4 ]—1'4t
s2+161 4 s2+16] 4>
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55+4]

Ejemplo 14. Evalte L™ [ vo

[55+4 _1[ 5s 4 ]
s2+9 s2+9 s2+49]

Debemos aplicar la propiedad de linealidad para la transformada inversa de Laplace y las
expresiones de la tabla 2:

s
sinat = L~ [(sz - 2)] cosat = L1 [m]
Al hacerlo, nos queda:
-1[55+4 = 5. [ 42 -1[ — 5c0s3t +— cos 3t
s2+9 2ol T35 [szgg| = cossttgcosst

Fracciones parciales para el operador £71

En sus cursos de Célculo usted ha estudiado el método de descomposicidén en fracciones
parciales para expresiones que contienen por ejemplo factores lineales distintos, factores
lineales repetidos y expresiones cuadraticas con o sin factores reales, por ejemplo:

1 s—1 55 -1
(s—3)(s+2)(s—1)"s?2(s—2)3"s3(s + 4)?%

En el ejemplo que sigue repasaremos uno de estos casos para resaltar su importancia al
evaluar transformadas inversas de Laplace.

Ejemplo 15. Evalte L~ [m}

La descomposicidn en fracciones parciales para la expresion incluye las tres

1
(s-3)(s+2)(s-1)’
constantes A4, B y C, tales que:

1 A B c
G+3)G-506-2 6+3) =5 G=2
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Al comparar los coeficientes de las potencias en ambos lados de la igualdad y efectuar
operaciones algebraicas nos resulta un sistema de tres ecuaciones con tres variables A, B
yC.

1 _A(s—=5)(s—2) B(s+3)(s—2) C(s+3)(s—5)
GI3)G-56-2_ G+3 | -5 T -2

As? —7sA+ 10A + Bs? + sB — 6B + Cs? — 2sC — 15¢ =
(A+B+ C)52 +(-7A+ B —2C)s + (104 — 6B — 150C).

Los coeficientes correspondientes para s, s y el término independientes son
respectivamente 0,0 y 1. Entonces nos queda el sistema 3x3:

—7A+B—-2C=0

{ A+B+C=0 }
10A—-6B—-15C =1

1 1 1 . .
Al resolverlo obtenemos 4 = e B = 72’ C = T Entonces las fracciones parciales
guedan de la siguiente manera:

(s+3)(s—=5)(s—-2) (s+3) (=5 (s—-2)
) 1 1 1 1 1 1 1
£ 1[(s+3)(s—5)(s—2)]‘E£ 1[(s+3)]+ﬁL 1[(5—5)]_EL 1[(5—2)

=

1 1 1 1
-1 — __  ,—3t 5t _ _— L2t
£ [(s+3)(s—5)(s—2)]_4oe T T
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“Unidad 4

Soluciones en
series de potencias
de ecuaciones
diferenciales

Ecuaciones Diferenciales

® 0o 00
Autor: Luis Guillermo Caro Pineda
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Introduccion

Estudiaremos las series de potencias y su utilidad en la solucién de ecuaciones
diferenciales de primer y segundo orden.

Inicialmente nos concentramos en un estudio detallado de las series de potencias y la
definicion de radio de convergencia muy util para determinar si una serie converge o no
converge (diverge). Para establecer la convergencia de una serie introducimos los
conceptos de prueba de la razén y prueba de la raiz.

En secciones anteriores hemos resuelto, principalmente, ecuaciones diferenciales lineales
de primer y segundo orden y de orden superior, cuando en general, las ecuaciones tenian
coeficientes constantes. Pero en las aplicaciones en ciencias e ingenieria se evidencia que
las ecuaciones lineales de orden superior con coeficientes variables tienen, en muchas
ocasiones, mayor importancia. Nos centramos en la solucidn en series de potencias de
ecuaciones diferenciales de primer orden como y” — x2y = 0, y ecuaciones diferenciales
lineales sencillas de segundo orden con coeficientes variables como y” — x%y = 0, que no
tiene soluciones elementales.
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Recomendaciones metodoldgicas

La presente cartilla, estudia detalladamente las series de potencias y su utilidad en la
solucién de ecuaciones diferenciales de primer y segundo orden. Se desarrolla a través de
explicaciones de los fundamentos tedricos y la solucién de ejemplos que ilustran los
procedimientos para decidir la convergencia de una serie de potencias y su aplicacion en
la solucidn de ecuaciones diferenciales.

Es importante que tenga en cuenta las propiedades y los teoremas que se presentan, ya
gue son fundamentales en la exposicidn de los ejercicios resueltos; éstos presentan un
nivel de exigencia superior al anterior para cada seccién revisada.

Para garantizar su éxito en la revisidn y estudio de los temas seleccionados, usted debe
realizar una revisidn exhaustiva de la cartilla, las lecturas complementarias y los recursos
audiovisuales, ya que ademas de ubicar las definiciones pertinentes, encontrara
explicaciones desde varios autores y ejercicios resueltos que despejaran dudas. El
desarrollo del mdédulo exige disciplina y trabajo permanente, usted debe acostumbrarse a
la revision frecuente de los recursos y a la realizacidn de las actividades en los tiempos
sefialados. Se convierte en requisito indispensable el uso de un programa de Calculo
simbdlico como Geogebra, Derive, Matlab, etc.

Ademads de revisar los textos propuestos en la bibliografia, usted debe estudiar de manera
permanente el libro digital Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado de
Dennis Zill, capitulo 6 que se encuentra en pdf en la seccion de recursos para el
aprendizaje.
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Desarrollo tematico

Soluciones en series de potencias de ecuaciones diferenciales

Series de potencias

Una serie de potencias en x — a es una serie de la forma
[ee]

Z ar(x —a) =ay+a;(x —a) + a;(x —a)?* + as(x —a)® +--- ().
k=0

La serie (1) se denomina serie de Taylor o desarrollo de potencias en un entorno de x = a.
Aunque en algunos casos x sea igual a a, es decir, x = a, por conveniencia tomamos
siempre que (x —a)® = 1.

Si en la serie de Taylor, a = 0, la nueva serie:

z apx® = ay + a;x + a,x? + azx® + - (2).
k=0

se denomina serie de Maclaurin o desarrollo en series de potencias alrededor del origen.
Radio de convergencia

Para cada serie de potencias:

0]

Z ax(x — a)k,

k=0
hay un numero R = 0, que puede ser infinito, tal que:

1. Si|x — a] < R, entonces la serie converge.
2. Si|x — a| > R, entonces la serie diverge (no converge).

Este nimero R se llama radio de convergencia de la serie de potencias.

Para determinar el radio de convergencia de la serie de potencias:

oo

> ax - @)

k=0

podemos emplear dos formas de hacerlo: la prueba de la razén y la prueba de la raiz.
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Prueba de la razon

Prueba de la raiz
1
lim |ag |k =L
k— o0
Luego determinamos R del modo siguiente:

1. SiL = oo, entonces R = 0. La serie converge Unicamente para x = a.
2. SiL = 0, entonces R = oo, La serie converge para todo x.

3. Sise obtiene otro resultado entonces R = %
Ejemplo 1. Hallar el radio de la convergencia de la serie de potencias.

> ()

k=0

Aplicamos la prueba de la razon de la siguiente manera:

2(k+1)
li ap + 1| — i 3k+1 _ 1 2(k+ 1)/ 3k
kgrgo a - kl—rgo % - kgrc}o 2k 3(k+1)
3
lim [Z(k +1) ( gk~ (k+1))] [Z(k +1) 1 2k + 2)]
k—>oo k—>oo 3(2k) -3 k—>oo (2k)
) 1
= §k1£20 [ﬁ 2k] §k1£%o[1 3 “m [k] 37
. ag + 1 1
lim | =—
k—o0 ak 3
1 1 1
Como L =§,entoncesR =Z=R =1+=R=3.

3
Intervalo de convergencia de la serie de potencias

El conjunto de todos los valores de x para los cuales una serie de potencias dada es
convergente se llama intervalo de convergencia de |a serie de potencias.
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Ejemplo 2. Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias.

2 (i)

Primero determinamos el grado de convergencia aplicando la prueba de la razén de la
siguiente manera:

1

lim | + 1| — i (D2 N k2k y k 2k
o | e | e |\ T e [\ D2 T ke [(k+ 1) \ 26D
k2
_ k= (k+1)
k—>00 [(k +1) ( )]
k .
L [ ] Al N S I O dim1 | 1( 1 )
20 e+ Dl ~ 24, G| = 74m, 1+1] 72 11m1+11m1_2 1+0
k k—oo k
1
=—=
2
. ag +1 1
lim | ==
k—o0 ak 2

1 1 1
Como L =E,entoncesR =Z=R =1t=R=2.
2
Por lo tanto la serie converge para |x| < 2y diverge para |x| > 2. Analicemos lo que
ocurre cuando |x| = 2:

Para |x| = 2 tenemos

[} [}

NESEIEEN

k=1 k=1
Esta serie se llama la serie armonica y por lo tanto diverge.

Para |x| = —2 tenemos:

Esta serie se llama la serie alternada cuyos términos tienden a cero de modo que la serie
converge por lo tanto el intervalo de convergencia de la serie es [—2,2).
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Ejemplo 3. Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias:

Ink)k"

£ (Ink)

Para hallar el radio de convergencia empleamos la prueba de la raiz:

1 1

¢ li —1E li ! 0
= lim ;= lim —=0.

1
lim |ag|x = lim
k— o0

k— o0

1
(In k)¥

Como L = 0 entonces R = oo por lo tanto el intervalo de convergencia para esta serie es
(=00, ).

Ejemplo 4. Obtener el intervalo de convergencia de la serie de potencias.

Z(x ;23)’{

Hallamos el radio de convergencia mediante la prueba de la razén asi:

1
(k+1)2
1

k2

ak+1|
ag

k— o0

=1l [ k -_2—12—1=
T Selk+ Dl T T

lim
k— oo ak

Como L =1, entonces R = % = R =1.

Por lo tanto la serie converge para |x — 3| < 1, es decir, si:
-1<x-3<1=2<x<A4.

Y diverge para |[x — 3| > 1.

Analicemos lo que ocurre cuando |x| = 2:

Para x = 2 tenemos:
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k=1

k=1
Esta serie es alterna y absolutamente convergente.

Para x = 4 tenemos:

0] k 00}
(4-3) 1
2w L
k=1 k=1
Esta serie es convergente, por lo tanto 2 y 4 son parte del intervalo de convergencia,

entonces el intervalo de convergencia es [2,4].

En general la prueba de la razén es muy util cuando hay factoriales mientras que la prueba
de la raiz es mas util cuando hay potencias.

Teorema de convergencia. Si la serie de potencias:

0o
n=1

es una serie de potencias con un radio de convergencia R > 0, entonces la serie:

(ee]

Z nCpx™ 1

n=0
también tiene a R como su radio de convergencia.

Teorema de diferenciacidn de series de potencias. Sea la serie:

[ee]
n=0

una serie de potencias cuyo radio de convergencia es R > 0 entonces si f es la funcidon

definida por:
f= Z Cpx™

n=0

Se garantiza la existencia de la derivada de la funcién f, denotada por f”, para cualquier
valor de x en el intervalo abierto (—R, R). Esta derivada estd dada por:
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Teorema integracion de series de potencias. Sea la serie:

[ee]
> 6
n=0

una serie de potencias cuyo radio de convergencia es R > 0 entonces si f es la funcién

definida por:
f= z Cpx™
n=0

f esintegrable en cualquier subintervalo cerrado de (—R,R) y

0]

fxf(t)dt - Z %xn“.
0

n=0
Ademads, R es radio de convergencia de la serie resultante.
Solucion de ED de primer orden usando series de potencias

En las unidades anteriores hemos estudiado diversos métodos para resolver ecuaciones
diferenciales de primer y segundo orden. Por ejemplo, al evaluar la ecuacidn diferencial de
primer orden:

y —x*y =0(1),

recordemos que se puede resolver por el método de variables separables estudiado en la
unidad II.

La pregunta que surge en este momento es ¢es posible utilizar una serie de potencias para
resolver (1)? ¢Cédmo hacerlo?

Efectivamente, podemos encontrar para (1), una solucién de la forma:

y=) Cux" (2,
n=0
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En otras palabras, la tarea consiste en determinar los coeficientes C,, de esta serie que
resuelvan (1).

Empecemos por encontrar la derivada de (2) para luego sustituirla en (1). Sabemos que los
primeros términos de la serie (2) son:
[ee]
y = Z Cox™ = Cy + Cix + Cyx? + C3x3 + -+
n=0
Si queremos derivar esta serie, es decir, calcular y’, entonces derivamos cada uno de los
términos de (2) de la siguiente manera:
y =0+ C; +2C,x + 3C3x% + -+

Esta derivada se puede escribir como una serie de potencias, empezando enn = 1.
y = Z nCpx™ 1 = C; + 2C,x + 3C3x2% + -+
n=1

Advierta que al derivar la serie Yo, C,x™, aplicamos la regla de derivacion de la potencia
de manera directa a la serie, pero cuidando que en la derivada partimos desden = 1y no
desden = 0.

y = Z nC,x™ 1 (3).
n=1

Asi mismo, si quisiéramos determinar la segunda derivada, y”, aplicamos nuevamente la
regla de derivacidn de la potencia de manera directa a la serie (3) pero cuidando que en la
derivada partimos desden = 2 y no desden = 1.

y’ = Z n(n —1)C,x"2,
n=2

Y de manera reiterada para las derivadas sucesivas.

Volvamos a (1). Ahora debemos sustituir los términos de y y y" en (1).

y'—x2y=O:ZnCnx”‘l—xZZCnx”:O:>

n=1 n=0

y —x%y = Z nCpx™ 1 — Z C,x"*2 = 0.
n=1 n=0
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El propdsito ahora es poder expresar esas dos sumatorias en términos de una sola
sumatoria. Para hacerlo, utilizamos un procedimiento que se llama “enfasar”, que consiste
en que todas las x comiencen en la misma potencia y que las sumatorias inicien en los
mismos indices.

Advierta que en la sumatoria:

(00]
Z nCpx™ 1,
n=1
al sustituir n por el valor inicial n = 1, la potencia de x™ 1 inicia en x™*~1 = x171 = x,
mientras que en la sumatoria:
[ee]
Z Cnxn+2 (4)’
n=0
al sustituir n por el valor inicial n = 0, la potencia de x™*2 inicia en x™*2? = x%%2 = x?2, es

decir, las x inician en diferentes potencias. Adicionalmente la sumatoria en (3) inicia desde
n = 1, mientras que la sumatoria en (4) inicia desde n = 0. El propésito es que las dos
sumatorias inicien desde el mismo valor.

El primer paso consiste en equilibrar las potencias de x. La idea es comenzar con la
sumatoria que contenga la menor potencia de x, en este caso la sumatoria (3). Calculemos
los tres primeros términos de esta serie:

Z nC,x™ 1 = (1) Cix1™1 + (2)Cyx? 1 + Z nC,x" ! =
n=1 n=3

Z nC,x" 1 =C; + 2C,x + Z nC,x" 1.

n=1 n=3

Volviendo a la ecuacion diferencial inicial obtenemos:

y —x%y = Z nC,x" 1 — Z Cox™2 =C, + 2C,x + Z nCpx™ 1 — Z Cox™*2,
n=1 n=0 n=3 n=0

Ya superamos el problema inicial, es decir, ya logramos que las dos series comiencen con
la misma potencia de x, es decir, x2.

Ahora debemos nivelar los coeficientes. Para hacerlo, voy a incluir un nuevo coeficiente k,
gue me va a sustituir las potencias de x en cada una de las dos sumatorias.
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Para la primera sumatoria:

0
-1
z nC,x" 4,
n=3

k = n — 1, que es la potencia de x.
Para la segunda sumatoria:

[ee]
z C xn+2
n

n=0
k = n + 2, que es la potencia de x.

Ya sospechara usted, que el propdsito es escribir los nuevos coeficientes en términos de k,
para lo cual, debemos despejar k para cada caso:

n=k+1yn=k—2.Cuandon =3 = k = 2, lo que indica que ya superamos el
segundo inconveniente, es decir, las dos sumatorias comienzan desde k = 2, con lo que la
expresion:

C, +2C,x + Z nCoxm1 — Z C,x™2,
n=3 n=0

Se transforma en:

C, +2C,x + Z(k +1)Cpp gk — z Crypi®
k=2 k=2

De esta manera, (5) estd completamente enfasada, ya que las x comienzan desde la
misma potencia, x2, y ambas inician desde el mismo nimero, k = 2.Y ya podemos
integrar las dos sumatorias en una sola; entonces (5) se transforma en:

C, +2C,x + Z(k +1)Cpyx® — Cppx®,

k=2

factorizando x* nos queda:

C +2C,x + Z[(k +1)Crpt — Cylx (6).

k=2
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Hemos llegado a una ecuacién que depende de los coeficientes C;, C,, Cy 41, Ck—2, que son
precisamente los coeficientes que se deben determinar. Es decir, cuando queremos
resolver una ecuacion diferencial mediante series de potencias, las operaciones
algebraicas se realizan con el objetivo de determinar esos coeficientes.

Para la ecuacion diferencial que nos convoca, y* — x%y = 0, todos los términos de la serie
van a tener que depender de un solo coeficiente porque la ecuacién diferencial es de
primer orden’. Para este caso, y para todos los problemas con series, debemos generar
una férmula de recurrencia para poder encontrar todos los C;, que a su vez son los C;, que
habiamos asumido en la serie inicial (2).

Como la expresion (6) debe ser igual a cero, por la condicién de y” — x2y = 0, entonces:
C, +2C,x + 2[(1{ +1)Crpg — Crplx® =0,
k=2

obliga a que los coeficientes sean todos iguales a cero, es decir:
C;=C,=0,(k+1)Cyy1 — Cx_» =0, conlo que:

Cy—2
Crs1 = G+

expresion que permitird encontrar todos los coeficientes C,, a partir de uno solo. Sabemos
qgue k comienza desde k = 2, entonces busquemos algunos de ellos.

_ _ Ckg—2 _ G _GCo
Parak—ZﬁCkH—m:CZH —m=>C3 =3
Cr—2

Parak =3 = Cpyq = =C3+1=£=>C4=%,comoC1=0$C4=0.

(k+1)

Parak=4=Ck+1=(CkkT‘12)=CS=%,comoCz=O=>CS=O.

Ck—2 C3 Co Co Co
Par =5= = = —= moC.=—=°0C, = = —
arak =5= (s (k+1) Co =5 co 37 3 6 7 346 2432

Parak=6=Ck+1=(C]("T‘12)=C7=—=>,comoC4=O=>C7=0.

Parak=7=Ck+1=(CR"T‘12)=CB=—=>,comoC5=O=>C8=0.

Co
2%3%33"

Parak=8:Ck+1=£=Cg=

Co
i) -, como Cy = Pl Cy =

1 .z . . . . . s
Recuerden que una ecuacién diferencial de primer orden tiene una solucién de la forma y = ky,.
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Si analizamos la secuencia de los coeficientes, vemos que:
C4_=CS=C7=CS=0.

Esta cadena de resultados nos indica varias cosas. Cada dos coeficientes seguidos son
cero, con lo que:

Ciop = €1y = Ci3 = (14 =+ 0.

Ademas, los coeficientes Cg, Cy, C15, Cy5, *++, que son multiplos de 3, pueden encontrase a

partir de:
e =3 5032
C= %
o= g

Estas expresiones nos estan dando cierta ley para los coeficientes multiplos de 3
solamente, ya que los demas son cero, y sugiere el uso del factorial:

npi3n

n=36912,--

La pregunta siguiente es cdmo escribir este hecho mediante una sumatoria. Habiamos
dicho que la solucién que buscamos es una serie de la forma:

y = Z Cox™ = Co + Cix + Cyx? + C3x3 + Cux* + Csx® + Cex® + Cx7 + Cgx® + Cox®
" + Cyox™0 + Cpyxtt + Cpx®? + -+ (7).
Pero los términos:
Cix = Cpx% = Cux* = Csx® = C;x7 = Cgx® = Cypx'° + C11x = 0.
Entonces la expresion (7) se transforma en:

y= Z Cax™ = Cy + C3x3 + Cex® + Cox® + Cpx*2 + - =

n=0
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9] CO CO CO CO
3 . Co 5 6 9 12 4 ...
y—Z)Cnx =Ct X Yt S s Y3t T T
n=
00 C() CO CO CO
_ n_ ~0 3 6 9 12
y_ZCnx _C0+3x +2!*32x +3!*33x +4!*34x + =
n=0

N Cb 3n
y_Zn!*S"x ®).
n=0

Hemos encontrado la solucién de la ecuacién diferencial y” — x2y = 0 usando series de
potencias y el resultado es (8). Sin embargo, al resolver esta ecuacién por un método
convencional como la separacion de variables encontramos un resultado aparentemente
diferente. Resolvamos y” — x2y = 0 por separacién de variables.

d d d x3
y'—xz}’:O=>d—i:—x23’=0=>%=Xzy=>7y=x2dx:>lny=?+c=>

x3
elny = e?+c =

3

y = coes (9).

Este resultado, en apariencia diferente al encontrado en (8), realmente es igual. Para
verificarlo, debemos recordar que la funcidon exponencial es una funcién que se puede
representar como una serie de potencias de la siguiente manera:

3\ N
[} o X
e a(3)
e* = — =e3 = .
n! n!
n=0

n=0

Solucion de ED de segundo orden usando series de potencias.

Nos enfocamos ahora en la solucién de una ED de segundo orden usando series de
potencias, por ejemplo, vamos a resolver la ecuacion diferencial de segundo orden:

vy’ +xy =0(10),

y comenzamos como en la seccidn anterior a partir de la serie (2)

[} [0}

y = Z Cox™" =y = Z nC,x" ! =y’ = Z n(n —1)C,x™ 2.
n=0

n=1 n=2
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Al sustituir y”"y y en 10 obtenemos:

(o8] [}

y +xy=0= Z nn—1)Cx" 2 +x Z Cpox™ = Z nn—1)C,x"?% + Z Cox™t1,
n=2 n=0

n=2 n=0

Como la primera sumatoria empieza en cero porque x™ 2 se hace cero cuandon = 2,y la
segunda en 1 porque x™*! se hace uno cuando n = 0, entonces debemos equilibrar las
series para dejar solamente una, recordando que para hacerlo, utilizamos el
procedimiento que se llama “enfasar”, que consiste en que todas las x comiencen en la
misma potencia y que las sumatorias inicien en los mismos indices.

Como la diferencia entre las potencias de x en ambas sumatorias es de uno, solamente
debemos sacar el primer término de la primera sumatoria, asi:

e}

Z n(n—1)C,x" 2% + Z Cox™1 =20, + Z n(n—1)C,x"?% + Z C,x™t1 = 0.
n=0 n=3 n=0

n=2

Ya superamos el problema inicial, es decir, ya logramos que las dos series comiencen con
la misma potencia de x, es decir, x1.

Ahora debemos nivelar los coeficientes. Para hacerlo, incluimos un nuevo coeficiente k,
gue me va a sustituir las potencias de x en cada una de las dos sumatorias.

Para la primera sumatoria:

[ee]

Z n(n —1)C,x™ 2

n=3
k =n—2,queeslapotenciadex,yn =k + 2.
Para la segunda sumatoria:

[ee]
Z C xn+1
n

n=0

k=n+1,queeslapotenciadex,yn =k —1.

Haciendo las sustituciones encontradas, obtenemos:

2C, + Z(k + 2)(k + 1)Cripx® + Z Cr_1x¥ =0 (11).
k=1 k=1
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De esta manera, (11) estd completamente enfasada, ya que las x comienzan desde la
misma potencia, x!, y ambas inician desde el mismo nimero, k = 1.Y ya podemos
integrar las dos sumatorias en una sola; entonces (11) se transforma en:

20, + E(k + 2)(k + 1)Cpppx® + Cooyxt® = 2C, + 2[(1( +2)(k + 1)Cppp + Cooy] %
k=1 k=1
= 0.

Hemos llegado a una ecuacién que depende de los coeficientes C,, Ci42, Cx_1, que son
precisamente los coeficientes que se deben determinar.

Para la ecuacidn diferencial que nos convoca, y* + xy = 0, todos los términos de la serie
van a tener que depender de dos coeficientes porque la ecuacion diferencial es de
segundo orden?. Generemos la férmula de recurrencia para poder encontrar todos los Cj,
que a su vez son los C,, que habiamos asumido en la serie inicial.

Como la ultima expresidn debe ser igual a cero, por la condicién de y”" + xy = 0,
entonces:

2C2=O=CZ=O,

— — 0 Cka
(k+2)(k+ 1)Cyyz+ Coy = 0= Cyyp = et )t D)’

Como la sumatoria empieza en k = 1, ahi comenzamos:

Cr-1 C1-1 Co
Par =1= = —— = === = - .
ara k Ciev2 (k+2)(k+1) Cz41 (1+2)(1+1) G 23
Ck-1 Co—1 51
Par =2= = = =—0—Q = = - :
ara k Ciev2 (k+2)(k+1) Ca+2 (2+2)(2+1) Ca 3x4
Parak =3 = Cypp = ——32 — = (s = ——2, como C, = 0 = C5 = 0.
3+2 (3+2)(3+1) 5 45’ z >
Cq—1 C3 Co _Co
= 4= =——2 = (g=——2como(;=——-= (g = :
Para k 4 C4.+2 (4+2)(4+1) C6 546’ como C3 23 C6 2%3%5%6
Cs_1 Cy C1 C1
=5= === (,=——5como(,=—=-=(; =——.
Para k 5 C5+2 (5+2)(5+1) C7 6x7 como C4 3%4 C7 3%4x6%7
Parak =6 = Cgpp = ——22— = (g = ——= como Cs = 0 = Cg = 0.
6+2 (6+2)(6+1) 8 7%8’ > 8
C ¢ Co
Parak =7 = Cy=——>5,comoCs = ———= (g = — prs
8%9 2%3%5%6 2%3%5%6%8x9

2 .7 . . . .z
Recuerden que una ecuacién diferencial de segundo orden tiene una solucién de la forma
Y =C1Y1 + CYa.
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Ya sospechamos la ley que queremos encontrar. Los coeficientes multiplos de 3 van
depender de C, con signos positivos y negativos alternados. Los coeficientes

Cy4, C, Cyp, C13, van a depender de C; con signos positivos y negativos alternados. Y de
manera similar, analizar como aparecen dispuestos los nimeros en los denominadores.

Resumiendo los resultados obtenidos hasta Cj,
Co Gy Co Cy
2*3'64__3*4' Cs _O'C6_2*3*5*6’67_3*4*6*7'C8

=0,Cy = Co
T T 243%x5%6%8%9

CZ=O,C3=_

Habiamos dicho que la solucidn que buscamos es una serie de la forma:

y = 2 Cox™ = Coy + Cyx + Cyx? + C3x3 + Cux* + Csx® + Cex® + Cx7 + Cgx® + Cox®
n=0
+ C10x10 + C11x11 + Cllez + (7)

Pero los términos C,x% = Csx® = Cgx® = Cyyx't = --- 0. Y sustituyendo los coeficientes
que dependen de C, y C;.

Entonces la expresién (7) se transforma en:

—iCx”—C + Cix + (— S )x3 + (— G )x4+(L)x6
Y= . ntoT e T 2 %3 3x4 2x3%5%6
n=
Cl 7 CO 9
+(3*4*6*72x +(_2*3*5*6*8*9)x
+( 0 )x10 ..

T 3%4%6%7%9%10

Entonces las dos soluciones que requiere la ecuacion diferencial de segundo orden

y — x?y = 0, que deben ser de la forma y = ¢;y; + ¢,Y,, hos indica que una de ellas
estara conformada por los coeficientes que contengan C; y la otra por los coeficientes que
contengan C,. Entonces agrupemos estas dos posibles soluciones:

x3 x© x?
y=60[1_2*3+2*3*5*6_2*3*5*6*8*94—"']+
x4 x7 xlO
Cl[x_3*4+3*4*6*7_3*4*6*7*9*10+ml'

Esta Gltima expresion ya es la solucién requerida de y” — x2y = 0. Sin embargo, podemos
tratar de escribirla de otra manera, es decir, tratar de generalizar el resultado.
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Al generalizar el primer término de la Ultima expresion nos queda:

3 6

cl1-2—+ ad i +
0 2 %3 2*3*5*6 2%3%5%x6%x8%9

3k — 2
1+2§(1V(3m, %l

Haciendo lo propio para el segundo término de la ultima expresién nos queda:

= (C,

3 6

C 4 x +
XT3 243+5%6 2+3%5+6+%8+#9

- 3k —1
x+§} Dk8k+1yx%ﬂl

k=1

:C1

Entonces la solucién requerida nos queda:

- 3k — 2
_ k 3k
1+;;(1)(3m!x

y=C0 +C1

- 3k —1
— k__— 3k—-1
X+ Zk_l( D Bk +1)! x ]
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