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N\ Unidad 1

Conceptos basicos

e introduccién a la
Programacion Lineal
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La investigacion de operaciones resulta ser una valiosa
herramienta matematica orientada al apoyo en la toma de
decisiones asociadas con la gestion de recursos. A través del
desarrollo del presente curso de Investigacion de
Operaciones | se aborda un importante conjunto de
herramientas de gestién muy relacionadas con procesos de
ingenieria. En esta primera cartilla se da tratamiento a
algunos conceptos generales del area, tales como las partes
en que se divide, los procesos genéricos involucrados,
luego se inicia la introduccién a la programacion lineal
como una de las ramas de la investigacién de operaciones,
esta introduccién contempla los primeros conceptos
particulares y se ilustra las generalidades, a través de la
presentacion de un sencillo ejemplo. El desarrollo del curso,
ademas de cada una de las cartillas cuenta con un conjunto
de recursos, orientados a favorecer la comprension de cada
uno de los contenidos, entre los que se cuenta enlaces a
videos, ejercicios resueltos a manera de lecturas
complementarias o como requisito para enfrentar los
ejercicios de repaso.
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Metodologia

Es claro que el estudiante tiene total autonomia de desarrollar el estudio de las tematicas de
esta semana acudiendo a los recursos en el orden que lo desee, sin embargo creemos que el
acercamiento a los temas ofrecidos en esta cartilla, se debe buscar inicialmente a través de su
cuidadosa lectura, donde se presenta los conceptos y principios basicos de investigacién de
operaciones y las primeras incursiones en el area particular de programacion lineal, lo que se
puede complementar mediante la visualizaciéon de video capsulas y la revision de las lecturas
complementarias, estos recursos contemplan, ademas de los temas propios de la cartilla,
explicaciones y ejercicios resueltos sobre operaciones con vectores y matrices, esto con el fin
de apoyar el desarrollo de temas presentados en cartillas posteriores. Luego de abordar los
recursos antes sefialados resulta conveniente afrontar los ejercicios de repaso, sobre vectores
y matrices, a través de los cuales usted puede validar sus avances y afianzamiento en
operaciones con vectores y matrices como parte de la preparacion para enfrentarse a otros
temas del curso.
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Desarrollo tematico

Investigacion de operaciones ;Qué es?

Con la evolucion de la ciencia, la tecnologia y procesos de ingenieria también ha aumentado
la complejidad de los problemas a resolver, lo que en el en el ambito empresarial ha llevado a
que los procesos de gestion y desarrollo estan claramente marcados, entre otras estrategias,
por la division de tareas entre los diferentes equipos de las organizaciones. La complejidad en
las actuales grandes empresas es tal que muchas veces entre sus diversos componentes se
tiene objetivos o metas que resultan ser contradictorias. En la medida en que lo anterior se da
es mas complicado realizar la asignacién de recursos de la mejor manera en relaciéon con la
globalidad de la empresa. La investigacion de operaciones se origina en la necesidad de
afrontar adecuadamente las problematicas relacionadas con las afirmaciones anteriores, es
decir, a través de la investigacién de operaciones se procura hallar una mejor solucién, o
solucion éptima, a un problema global.

Puede afirmarse mas especificamente que la investigacion de operaciones corresponde a la
aplicaciéon de principios asociados con el método cientifico a las tareas de gestion vy
administracion de organizaciones, pero vale destacar que histéricamente su aparicidon se
remonta a los comienzos de la Segunda Guerra Mundial, cuando existia la marcada necesidad
de asignacion de escasos recursos a las diferentes operaciones militares, situacién frente a la
cual gobiernos como los de los estados Unidos e Inglaterra convocaron a expertos cientificos
para que se dedicaran a la investigacion de sus operaciones militares que dieran lugar a un
eficiente uso de los recursos. La efectividad de los resultados de las investigaciones en el
campo de la guerra motivé a que en tiempos de posguerra los mismos fueran aplicados al
ambito de la gestion de organizaciones estatales y privadas. El hecho que la investigacion de
operaciones se fundamente en la aplicacién de método cientifico permite que también se le
llame ciencias de la administracion.
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Areas de la investigacion de operaciones
La investigacion de operaciones encuentra aplicaciones en campos diversos tales como
procesos de manufactura, planificacién de transporte, construccién, disefio de sistemas de
telecomunicaciones, planeacion y gestién financiera, gestiéon de sistemas de salud, entre
muchas otras. Diferentes problemas, segun su naturaleza, se abordan desde diferentes areas
que forman este campo de la gestion. Entre las areas de la investigacion de operaciones se
encuentran las siguientes:

o Programacion Lineal.
Programacion Lineal entera.
Programacion no lineal.
Programacién dinamica.
Teoria de inventarios.
Problemas de asignacion y transporte.

o O O O O ©

Teoria de colas.

En el resto de este curso y en el correspondiente a Investigacion de operaciones 2
estudiaremos en detalle algunas de estas areas.

Etapas de un estudio de investigacion de operaciones

Las tareas relacionadas con investigacion de operaciones son realizadas bien sea por equipos
de personas de la misma compafiia o por compafias externas. Como conjunto de principios
que soportan la toma de decisiones, la investigacién de operaciones, ademas de los
fundamentos y procedimientos matematicos subyacentes, también debe estar apoyada por
capacidades del analista, que no necesariamente caen dentro del ambito de la investigacion
de operaciones, por ejemplo, ademas de la creatividad y malicia, se requiere, apropiada
adopciéon de criterios para usar una u otra técnica de investigacion de operaciones,
capacidades comunicativas. Es claro entonces que no basta con dominar los principios
propios de la investigacién de operaciones, sin embargo nos permitimos presentar un
conjunto de pasos o directrices basicas para llevar a cabo un estudio. Estos pasos se describen
a continuacion.

Definicion del problema y recoleccion de datos

Esta fase de definiciéon del problema se refiere a la tarea de precisar las caracteristicas del
problema a resolver ;qué es lo que se quiere? La definicion del problema es el horizonte al
que deben mirar todos los miembros del equipo de solucién. En esta fase se debe tener
claridad sobre a) descripcion de las diferentes alternativas b) definicién del objetivo principal
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del estudio, y ¢) indicar las limitaciones con las que ha de funcionar el sistema. Es muy
importante contar con la adecuada definicidn del problema, ya que de ello depende en buena
medida las conclusiones a que se llegue y las decisiones que se puedan tomar
consecuentemente. Tal como se comento antes, la idea es alcanzar objetivos o metas que
beneficien a la empresa en su globalidad, sin que esto signifique la consideracién de objetivos
que puedan ser poco relevantes y que en cambio entran en conflicto con objetivos
fundamentales, es por ello que se debe considerar con el debido grado de especificidad los
objetivos a alcanzar que preferiblemente sean los de mas significativo impacto.

En cuanto a los datos, se debe contar con la cantidad suficiente que permita el adecuado
entendimiento de la situacion a resolver, lo cual sera parte del insumo utilizado frente a un
modelo matematico que se llegue a plantear. Se espera que la empresa tenga los debidos
sistemas de informacién que permitan proporcionar al equipo de investigacién de
operaciones los datos verdaderamente utiles frente a las necesidades existentes con ello
relacionadas.

Planteamiento de un modelo matematico hacia la solucion

Con un problema bien definido la tarea siguiente en un estudio de investigacion de
operaciones es traducir la definicion a un modelo matematico que corresponda a la esencia
de la situacion a resolver. Un modelo matematico es una representacién ideal o una
abstraccién de situaciones reales mediante el uso de expresiones matematicas. En la
formulacion del modelo generalmente es necesario establecer aproximaciones vy
simplificaciones en aras de lograr la formulacion de un modelo que sea razonablemente
tratable, sin embargo se debe tener cuidado de asegurarse que el modelo sea una adecuada
abstraccién del problema, es decir, que el modelo sea capaz de predecir con el suficiente
grado exactitud el comportamiento del sistema real. Las expresiones o formulas
correspondientes a las leyes de la fisica son ejemplos precisos de modelos matematicos. La
aplicacion de un modelo matematico al mundo empresarial o de situaciones de ingenieria da
lugar a formulaciones matematicas que relacionan las diferentes variables involucradas,
generalmente denominadas variables de decision, y la medida asociada con el objetivo
principal, o funcion objetivo. Se debe aclarar que un mismo problema puede dar lugar a
diferentes modelos dependiendo del enfoque dado por el analista. Formulado el modelo
matematico, el problema se convierte entonces en hallar los valores de las variables de
decisién que dan lugar al mejor valor de la funcion objetivo.

Un modelo matematico, ademas de tener notable ventaja sobre representaciones verbales, en
el sentido de ser una formulaciéon concisa, brinda mayor posibilidad de comprensién del
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problema en conjunto, da luces sobre el andlisis a realizar como parte de la solucién y facilita
el tratamiento y constituye un Puente para el uso de principios matematicos y técnicas
computacionales utiles en su analisis y solucién.

Planteamiento de la solucidn a partir del modelo formulado

Cuando ya se tiene un modelo matematico que caracteriza el problema a resolver, el equipo
de investigacion de operaciones debe encarar un conjunto de procedimientos para encontrar
la solucién a partir del modelo formulado. Usualmente se puede aplicar procedimientos
computacionales basados en paquetes de software para hallar la solucion éptima o mejor
solucion, esta mejor solucion es en relacién con el modelo que se ha planteado. Es posible
que se obtenga una mejor solucién del mismo problema si esta se halla a partir de una
formulacién diferente del modelo, lo cual indica que no hay total garantia que se encuentre la
verdadera mejor solucion, esto también en razén a que siempre existen detalles no
considerados en el proceso de modelacion o se asumen algunas aproximaciones.
Generalmente, en lugar de acometer la busqueda del valor 6ptimo, lo que algunas veces es
imposible, en un estudio practico de investigacion de operaciones se busca una adecuada
aproximacién que constituya una apropiada base para la toma de decisiones.

Ademas, se debe tener en cuenta que muchas veces la busqueda rigurosa del valor éptimo
implica en algunos casos altos costos que no son plenamente justificados por el beneficio
obtenido. Una importante corriente frente a estas situaciones es la aplicacion de
procedimientos heuristicos o intuitivos que, si bien no dan la solucién éptima si proporcionan
buenas soluciones aproximadas subdptimas.

Dado que una solucion éptima hallada a partir de un modelo puede ser muy diferente del
valor ideal real, en estudios de investigacion de operaciones siempre se debe considerar
andlisis adicionales posteriores o analisis poséptimos, en los que, generalmente los
administradores plantean preguntas sobre qué pasaria si se hubiese tomado en cuenta otras
suposiciones en la formulacién del modelo.

Validacion del modelo y preparacion para su implementacion

En el mundo real empresarial no hay razones para pensar desde la primera propuesta de
formulacién se dé con el modelo, es muy probable que el modelo planteado presente fallas
significativas asociadas con las suposiciones y aproximaciones realizadas o con ausencia de
consideraciones importantes. Lo anterior lleva a que antes de aplicar el modelo a la realidad se
debe realizar pruebas rigurosas que permitan la deteccion y correccién de fallas esto puede
dar lugar a una serie de modelos propuestos a partir de modificaciones del original

Fundacién Universitaria del Area Andina



considerado hasta que se obtenga uno cuya aplicacién represente un satisfactorio
acercamiento a los resultados reales.

Luego de adoptar un modelo y su solucion se debe crear un sistema que permita su
aplicacion, este sistema debe incluir los procedimientos de solucidn, el andlisis posoptimo y
las tareas operativas requeridas en su implementacién. Es muy frecuente que se deba realizar
la implementacién del sistema con base en computadores.

Implementacion de la solucién

La fase de implementacion consiste en llevar o traducir la soluciéon planteada a un proceso
operativo. Esta etapa debe considerar diferentes pasos, entre los que se incluye una clara
explicacién o capacitacion a todo el personal que de alguna forma tenga que ver con la
realizacion del estudio o su uso operativo. La adecuada solucién y el éxito de su
implementacion puede dar lugar a que el sistema se aproveche por varios afnos, sin embargo a
lo largo de estos se debe realizar las debidas supervisiones y detectar si se cumplen los
supuestos sobre los cuales se planteé el problema e implemento la solucidn vy, si es el caso,
llevar a cabo posibles modificaciones. Otro importante paso en la etapa de implementacion
corresponde a la documentacion, esta debe darse con la debida claridad y precision de tal
manera que no exista ambigledad al realizar tareas propias de la operaciéon basada en el
sistema.

Herramientas de software en Investigacion de operaciones

Los fundamentos de soluciéon de problemas del dmbito de investigacion de operaciones se
encuentran en los algoritmos de cada area especifica, tal como se trabajara en este curso. Para
la solucién de problemas de gran complejidad, en los que se involucra una enorme cantidad
de variables, muchas veces se requiere la ayuda de herramientas de software que incorporan
los algoritmos y procedimientos de solucion de tal manera que no exista la necesidad de
tediosos cdlculos en casos de gran cantidad de variables. En las actividades relacionadas con
el foro de las semanas 5 y 6, el estudiante tendra la posibilidad de explorar respecto a algunas
herramientas de software, el uso de las herramientas no se trata aqui, porque lo que nos
interesa es la apropiacién de principios de investigacién de operaciones, no el uso de software
que nos da la solucion sin mostrarnos el proceso, sin embargo, tal como se sefnal6 antes, se
tendra la oportunidad de conocer sobre ellas.

Programacion Lineal
La Programacion Lineal o PL es quiza el mas importante avance en la ciencia a mitad del siglo
pasado. Desde su aparicion ha sido muy utilizada como herramienta de planificacion en
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grandes empresas. Sobre la Programacion Lineal se puede decir que corresponde al area de
investigacion de operaciones que ayuda a resolver problemas relacionados con la asignacion
de recursos limitados de la mejor forma posible, a diferentes actividades que compiten por
ellos. El término programacion se debe entender como sinénimo de planeacién, mientras que
el caracter lineal se debe a que esta herramienta se vale del modelamiento matematico de un
problema, en el cual las expresiones que relacionan las diferentes variables son funciones
lineales. Si bien la planificacion de asignacién de recursos es el nucleo de su aplicabilidad, vale
la pena senalar que la PL se puede usar en problemas de ambitos distintos a la asignacion de
recursos, al ser modelados matematicamente coincidan con el modelo matematico de la PL.

Ejemplo 1.1: un problema de Programacion Lineal

Hasta aqui hemos comentado fundamentalmente que la PL ayuda en la soluciéon de
problemas de gestion en los cuales se debe asignar los recursos de la mejor manera posible
con el fin de obtener los mejores resultados globales, sin embargo no hemos planteado una
situacion especifica que ponga de manifiesto el significado de estas palabras en un contexto
real. A continuacion presentamos un caso tipico de un problema que puede modelarse como
un problema de PL.

Identificacion y definicion del problema

La empresa La Arenosa, cuya dinamica de negocio se basa en la producciéon y
comercializacién de articulos como ventanas y puertas de vidrio, cuenta con tres plantas de
operacion, El Tintal, Quinta Camacho y Puente Aranda. En la planta El Tintal se fabrican las
molduras y marcos de aluminio, las molduras y marcos de madera se fabrican en la planta
Quinta Camacho, mientras que la capacidad de la planta de Puente Aranda se dedica a la
produccion de vidrio y ensamble de productos finales. Con el fin de optimizar las utilidades
economicas la gerencia contempla la necesidad de replantear la produccion. Algunos
articulos dejaran de producirse para liberar parte de la capacidad de las plantas con el fin de
fabricar dos nuevos productos que, segun estudios de costos y mercadeo darian importantes
utilidades, estos son puertas de vidrio de 2,5 metros con marco de aluminio y ventanas
corredizas de 1,20 por 1,90 metros con marco de madera. Las puertas solo necesitan parte de
la capacidad de las plantas el Tintal y Puente Aranda, mientras que las ventanas requieren
procedimientos de fabricacién en solo en las plantas Quinta Camacho y Puente Aranda. Los
estudios indican que se puede vender la totalidad de productos fabricados, sin embargo es
necesario determinar cdmo utilizar capacidad de produccién en la planta de Puente Aranda
para dedicarla a la fabricacién de puertas y ventanas, de tal manera que se pueda lograr la
mayor utilidad. El equipo de Investigacion de operaciones que aborda el problema, luego de
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los respectivos analisis realizados con la participacion de la gerencia, plantea la siguiente
definicion formal del problema:

En la fabricacién de puertas de 2,5 metros (P1) y ventanas corredizas de 1,20 por 1,90 (P2) (en
lotes de 20 unidades), se quiere determinar el nimero de lotes por semana de cada producto
con el fin obtener la maxima utilidad posible, teniendo en cuenta las limitaciones de
capacidad de las plantas, se puede dar cualquier combinaciéon posible que satisfaga las
restricciones.

Luego de haber definido el problema, el equipo de investigacién de operaciones indaga sobre
la utilidad que daria cada lote de nuevo producto; la cantidad de horas requeridas en cada
planta para la produccién de cada lote de nuevos productos, asi como la cantidad de horas

semanales disponibles en cada planta para fabricar los nuevos productos P1y P2. Los datos
obtenidos se resumen en la tabla 1.1.

Horas requeridos por lote Horas semanales disponibles
Planta
por planta
El Tintal 1 0 4
Quinta Camacho 0 2 12
Puente Aranda 3 2 18
Utilidad por lote $ 6.000.000 $10.000.000

Tabla 1. Datos del problema de la empresa La Arenosa
Fuente: Propia.

Modelamiento como un problema de Programacion Lineal

A partir de definicién del problema y la informacion recolectada, el equipo traduce la situaciéon
en el modelamiento como un problema de Programacion Lineal, en el que debe tomarse
decisiones en relaciéon con la cantidad de lotes de los productos P1 y P2 que se fabricaran
semanalmente, de tal forma que se logre la mayor utilidad posible. Para plantear el respectivo
modelo del problema se debe definir un conjunto de variables asociadas con el problema,
estas son:

x; = Cantidad de lotes de P1 a fabricar por semana.
x, = Cantidad de lotes de P2 a fabricar por semana.

Z = Ganancia total en miles de pesos.
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En el contexto de la PL, a las variables como x; y x, se les denomina variables de decision,
debido a que se debe decidir que valores debe tomar para que la utilidad sea la mejor,
mientras que a Z se le conoce como funcién objetivo

Si se ha de fabricar x; lotes del producto P1y x, lotes del producto P2 y teniendo en cuenta la
informacion de la tabla 1.1 encontramos que la funcién Z corresponde a la siguiente
expresion

Z =6x1 + 10x,

Como corresponde, segun los objetivos de la empresa, se desea escoger los valores de x; y x,
que den lugar al mayor valor de Z, es decir, se quiere maximizar esta funcion, teniendo en
cuenta las limitaciones o restricciones en relaciéon con la disponibilidad de horas en las plantas
de produccion. Segun la tabla La tabla 1.1 cada lote del producto P1 requiere una hora
semanal en la planta El Tintal, y sélo hay disponible 4 horas por semana, lo que se asocia con
una restriccidon expresada mediante x; < 4, por otra parte, cada lote del producto P2 requiere
dos horas de trabajo en la planta Quinta Camacho, cuya capacidad de produccion esta
limitada a 12 horas semanales para nuevos productos, con lo cual la correspondiente
restriccion es 2x, < 12. Cada lote de los productos P1y P2 demandan respectivamente 3y 2
horas semanales de trabajo en la planta Puente Aranda, pero esta planta limita la produccion
a un total de 18 horas por semana, lo que da la restriccién 3x; + 2x, < 18, en el ambito de la
Programacion Lineal a estas restricciones, que se refieren a las limitaciones del recurso, se les
conoce como restricciones estructurales. Finalmente, teniendo en cuenta que no se puede
producir una cantidad negativa de lotes de cada producto, las cantidades x; y x, deben
satisfacer las restricciones x; = 0 y > 0, las cuales son conocidas como restricciones de no
negatividad. Una sintesis de lo anterior mediante expresiones matematicas consiste en hallar
los valores de x; y x, que permitan:

Maximizar Z = 6x; + 10x,

Sujetaa:x1 < 4

2x, <12
3x, + 2x, < 18
X1 > 0, Xy = 0

Lo hecho hasta aqui corresponde a la formulacién del modelo, debemos pensar en
procedimientos de solucién, en el siguiente numeral abordaremos una forma grafica para
resolver el problema.
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Ejemplo 1.2.

Con el fin de familiarizarnos un poco mas con los problemas del ambito de Programacion
Lineal se presenta a continuacion un problema que obedece la forma estandar del modelo
matematico de Programacion Lineal. El enunciado es el siguiente.

Definicion del problema

Una empresa fabricante de muebles, originalmente solo produce juegos de pequenas mesas,
pero un estudio de mercadeo la ha llevado a tomar la decisién de ampliar su actividad de tal
manera que adicionalmente va a producir guardarropas y camas, para lo cual dispone de tres
maquinas. La elaboracion de un juego de mesas demanda 2 horas de trabajo en la maquina 1,
una hora en la maquina 2 y 2 horas en la 3, mientras que la fabricaciéon de cada guardarropa
necesita de una hora en la maquina 1, 3 en la 2 y una en la 3. Por su parte si se quiere fabricar
una cama los recursos de tiempo requeridos son 3 horas en la maquina 1,2enla2y2enla3.
La produccion y venta de un juego de mesa produce una utilidad de $ 60000, un guardarropa
deja una ganancia de $ 50.000 y una cama deja $ 40000. El gerente de la fabrica desea saber
de qué forma distribuir la utilizacién de las maquinas de tal manera que pueda obtener la
mayor ganancia posible.

La definicién y andlisis del problema, el equipo de investigacion de operaciones resume la
situacion en la en la tabla 1.2, donde también se registra el total de horas disponibles por cada
maquinay la utilidad unitaria de cada producto en unidades de mil. Este problema sera objeto
de aplicacion del método de solucion estudiado en la cartilla de la préoxima semana.

Horas disponibles

Horas requeridas

Maquina Mesas Guardarropa
- . 1 3 180
i : 3 5 300
L : 1 5 240
Util./Unit 60 >0 ©

Tabla 1.2. Datos del problema del ejemplo 1.2.
Fuente: Propia.

Modelamiento como un problema de Programacion Lineal

Con base en la informacion registrada en la tabla 1.2 el modelamiento como problema de
Programacion Lineal que conduzca a la obtencién de la mayor ganancia posible da lugar a la
necesidad de definir las siguientes variables asociadas con las cantidades de productos a
fabricar en cada periodo de un mesy la respectiva utilidad.
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x; = Cantidad de juegos de mesas.
x, = Cantidad de guardaropa.
x3 = Cantidad de camas.

Z = Ganancia total en miles de pesos.

En este caso la funcion corresponde a: Z = 60x; + 50x; + 40x3

Se desea saber las cantidades a fabricar de cada producto teniendo en cuenta las limitaciones
de tiempo en las maquinas. De la tabla 1.x se tiene entonces la formulacién como un
problema de Programacién Lineal.

Maximizar Z = Z = 60x; + 50x, + 40x;

Sujetaa: 2x1 + x5 + 3x3 < 180
xq +3x, +2x3 < 300
2x1 +x, +2x3 < 240

X120,x,20,x3=0

El modelo estd planteado, lo hecho hasta aqui corresponde a la formulacion del modelo,
debemos pensar en procedimientos de solucién, en el siguiente numeral abordaremos una
forma grafica para resolver el problema.

Procedimiento grafico de solucion de problemas de Programacion Lineal

En los ejemplos que hemos citado como ilustracion inicial de la Programacion Lineal
encontramos las variables de decision, dos en el ejemplo 1.1y tres en el 1.2. Tomando como
referencia el problema del ejemplo 1.1, si consideramos el caso de igualdad en cada una de las
restricciones y realizamos las correspondientes representaciones graficas, donde la variable x;
se asocia con el eje horizontal y x, con el eje vertical, obtenemos una linea recta por cada
restriccion estructural, las restricciones de no negatividad (x; = 0,x, = 0) obligan a
considerar solo valores en el primer cuadrante del plano cartesiano. En la figura 1.1 se muestra
la representacién grafica de las lineas correspondientes al caso de igualdad.
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X1 — 4

Figura 1. Representacién gréfica asociada con el ejemplo de la empresa La Arenosa
Fuente: Propia.

En la figura 1 se ha sombreado la regién limitada por las rectas obtenidas, el estudiante puede
verificar que cualquier par de valores x;,x, correspondientes a puntos sobre la regiéon
sombreada satisface las restricciones establecidas. En este contexto a la regiéon se denomina
regién factible. Dado que se requiere hallar el par de valores x4, x, que maximizan la funcién
Z, nos corresponde analizar en cual o cuales de los puntos de la regién factible se presenta el
maximo de Z, para hallar este maximo nos fundamentamos en ensayo y error elaborando la
grafica de Z = 6x; + 10x, para algun valor de prueba de Z, por ejemplo Z = 20, si la recta
tiene puntos en la region factible (al menos uno) significa que el valor elegido para Z es un
valor vélido de la funcién objetivo, aunque no necesariamente el maximo. Podemos probar
con otros valores de Z y elaborar las respectivas graficas y ver cudl da el mejor valor.

En la figura 2 se ha representado varias de estas rectas y se observa que son paralelas entre si,

ademas, entre las que se ha graficado, la que presenta el mejor valor de Z es aquella que se
encuentra mas lejos del origen.
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6x1 + 1OXZ =172

6x; + 10x, = 54~

6x1 + 1OXZ =40

6x1 + 10,\'2 = 20 5‘

X1

Figura 2. representacion de rectas paralelas para hallar la solucién del problema de la empresa La Arenosa
Fuente: Propia.

De lo anterior se podria inferir que la idea fundamental del método grafico de solucion
consiste en trazar la familia de rectas paralelas de la forma Z = ¢ y observar cual de las que
tiene puntos sobre la region factible es la mas alejada del origen, en esta recta, el punto o
conjunto de puntos que se encuentre sobre la region factible da la solucion al problema
planteado. En la practica se puede trazar una de ellas y valerse de procedimientos de
traslacion de la regla sin cambio de la pendiente sobre la regién factible en la direcciéon que Z
mejora su valor. La traslacion se hace hasta que la regla pasa solo por un punto de la region
factible. A manera de conclusion podemos ver que Z toma su maximo valor en el punto
correspondiente a x; = 2; x, = 6y el valormaximo es Z = 72.

El procedimiento grafico solo es posible usarlo cuando se tiene problemas con dos variables
de decision (aunque con alguna dificultad se podria usar con tres variables), para casos de mas
de tres variables es imperativo el uso de métodos analiticos, cuyo estudio se iniciara en la
cartilla de la semana 2 A continuacion se presenta el modelo general de un problema de
Programacion Lineal.
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Modelo general de un problema de Programacion Lineal

El ejemplo presentado anteriormente, en el que existen dos variables de decision, es apenas
una de las instancias posibles de un problema de Programacion Lineal. En general puede
haber muchas variables de decisién y muchas expresiones que corresponden a limitaciones o
restricciones estructurales propias del contexto del problema. En esta seccion nos
disponemos a estudiar el modelo general de un problema de Programacion Lineal.

Terminologia en un problema de Programacion Lineal

En el ejemplo 1.1 nos podemos referir a las capacidades de las tres plantas de produccion
como los recursos y a la tarea de fabricar dos tipos de productos como las actividades. En
general, en un problema de Programacion Lineal se habla de la existencia de m recursos
asignables a n actividades. La disponibilidad de recursos siempre esta asociada con
limitaciones de los mismos correspondientes a las restricciones.

La formulacién o modelado de un problema de PL requiere el adecuado uso de simbolos y su
significado, los cuales se presentan a continuacion.

Z = funcion objetivo o medida global de desempeio.

xj nivel de la actividad j (paraj = 1,2,...,n).

C.

; = incremento en Z obtenido al aumentar una unidad en el nivel de la actividad j.

b; = cantidad de recurso disponible para asignarse a las actividades (i = 1,2,...,m).

a;; = cantidad del recurso i consumido por cada unidad de la actividad j.
Generalmente, a partir de la formulacion del problema se puede plantear un esquema en un

cuadro que resume las diferentes actividades, el nivel de recursos que cada una de ellas usa y
la cantidad de recurso disponible, tal como se muestra a continuacion.
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Recurso Consumo de recursos por unidad de actividades Disponibilidad
Actividades de recursos

Aporte a Z por unidad
de actividad

Tabla 3. Pardmetros del modelo general de problema de Programacién Lineal
Fuente: Propia.

Lo cual significa que por cada unidad de la actividad 1 se utiliza una cantidad
a,, del recurso 1, una cantidad a,; del recurso 2. Genéricamente, por cada unidad de la
actividad n se utiliza una cantidad a,,, del recurso 1, una cantidad a,,, del recurso 2, y asi
sucesivamente. A los coeficientes ¢y, ..., Cpp; by, ooy bys 11y er) Qipy oo Qipgy o) Q. S€ CONOCEN
como constantes o parametros del modelo

Forma estandar del modelo de un problema de Programacion Lineal

Cuando se cuenta con un cuadro que sintetiza la relacién entre actividades, recursos y la
funcién objetivo se puede proceder a plantear el modelo matematico correspondiente, lo cual
consiste en hallar los valores de las variables de decisién x4, x5, ..., x,, para:

Maximizar: Z = ¢1xq + C3Xy + ++ + CpXp

sujeta a: aj1x, + Qx5 + - Faxy < by
a21x1 + a22x2 + M +a2nxn S bz

Am1X1 + ApaXy + - FapnXn < by
X1 = 0, Xy = 0,..., Xn >0

Esta forma se puede considerar en este curso como la forma estandar del modelo matematico
del problema.
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Otras formas de problemas de Programacion Lineal

No todos los problemas de programacion lineal encajan en el modelo antes planteado,
existen otras formas en las cuales el objetivo es hallar el valor minimo de alguna funcioén, es
decir, minimizar la funcién objetivo, también es posible que se presenten restricciones
estructurales con el sentido de la desigualdad >y no solo <, de igual forma algunas variables
de decisiéon no necesariamente deben ser no negativas, esta opciones se presentan a
continuacion.

Necesidades de minimizar la funcién objetivo.
Minimizar: Z = c1x1 + Cyxp + -+ Xy
sujeta a: a1xq + X%, + - +ax, <0 = by
Ay1X1 + AppXxy + - +aynx, <0 = b,
Am1X1 + ApaXxy + - +appXy, < 0 = by,
x; € Rpara algunos valores de i

Soluciones de un problema de Programacion Lineal

Hemos visto en el ejemplo 1.1 que cualquier punto perteneciente a la region factible dibujada
satisface las restricciones del problema planteado, esta idea permite establecer el concepto de
solucion factible, de cualquier problema de Programacién Lineal, como aquella que satisface
todas las restricciones del problema. Si una supuesta solucién no satisface al menos una de las
restricciones se considera como no factible y no puede ser tomada en cuenta. Por otro lado,
no cualquier solucién factible se ha de tomar como solucion final del problema, para ello se
debe considerar la solucion factible que dé el mejor valor de la funcién objetivo, a tal solucién
se le Ilama solucion 6ptima. Puede darse el caso que un problema tenga multiples soluciones
Optimas o incluso que no tenga ninguna. Posteriormente trataremos algunas situaciones
ejemplo de estos casos.

En el ejemplo 1.1 los vértices (0, 6), (2,6) y (4,3) son soluciones factibles, ya que hacer parte

de la region factible, a este tipo de soluciones que se presentan en vértices de la regién
factible se les conoce como soluciones factibles en vértices.
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Un conjunto de restricciones puede dar lugar a una region factible en forma de poligono,
conocida como regién acotada, como la de la figura 1.3.a, pero también se puede dar el caso
de regiones no acotadas, como la de la figura 1.3.b. En cualquier problema de Programacién
Lineal con regidn factible acotada, el problema tiene soluciones factibles en vértices, en este
caso también debe tener solucién éptima, ademas, la mejor solucion factible en vértice es una
solucion optima. Si un problema de Programacion Lineal tiene solucién 6ptima unica tal
solucion se da en un vértice. En el caso de problemas con multiples soluciones 6ptimas, por lo
menos dos de ellas son soluciones en vértices.
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En la cartilla de la semana anterior tuvimos la oportunidad de
abordar las generalidades de la Investigacion de operaciones
e iniciar el estudio de la programaciéon lineal, abordamos
también la solucién grafica de problemas de programacién
lineal en los que solo intervienen dos variables de decision. El
método grafico con ciertas dificultades se puede emplear en
casos de tres variables, pero no es posible usarlo para
problemas que involucran cuatro o mas variables, en estos
casos es necesario valer se de algun procedimiento o método
analitico, el procedimiento de mayor acogida es el Método
Simplex.

El desarrollo del Método Simplex se dio en el aho 1947 y se
debe a George Dantzig, El Método Simplex ha demostrado su
eficiencia en grandes problemas de programacion lineal que
ademas han demandado el uso de poderosos computadores,
en el ambito de la solucién de problemas de PL hay una
variada gama de aplicaciones de software correspondientes a
implementaciones del método.

En esta semana y en las dos siguientes se aborda
fundamentalmente el estudio del Método Simplex, en esta
semana particularmente se presenta sus caracteristicas
fundamentales, ejemplos de aplicacién, su interpretaciéon
grafica, el procedimiento de solucién aplicado a problemas
dados en forma estandar. También se estudiard principios
que permiten decidir sobre qué solucién tomar en caso de
multiples 6ptimos y como emplear el método en casos de
problemas dados en forma no estandar.
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Metodologia

La lectura de esta cartilla constituye el punto de partida en el desarrollo del trabajo de la
segunda semana del curso Investigacion de operaciones I. su contenido es fundamentalmente
alrededor del uso del Método Simplex como herramienta de solucion de problemas de
programacion lineal. La propuesta metodoldgica en la que se basa el curso hace necesario
tener esta lectura como referencia permanente y leerla de manera muy cuidadosa. En esta
cartilla parte del trabajo sobre el Método Simplex se hace en su forma algebraica, por tanto se
requiere que el estudiante cuente con el adecuado manejo de procedimientos algebraicos
basicos. Otra parte es sobre la forma tabular lo que demanda el conocimiento de los
procedimientos de eliminacion gaussiana, por lo que se insiste al estudiante en la necesidad
de remitirse a las lecturas complementarias, donde encontrara mas explicaciones y ejercicios
resueltos que le permitiran ampliar las posibilidades de comprensién de las tematicas aqui
tratadas.

Dado que siempre es importante escuchar y observar las explicaciones de expertos, se
propone un conjunto de videos, en la seccidon video capsulas, en las cuales se presenta
explicacién y desarrollo de ejercicios sobre el proceso de eliminacién gaussiana, como tema
accesorio, y del Método Simplex en forma tabular. Se recomienda al estudiante la
visualizacion de estos videos.

Ademas de lo anterior es muy recomendable que haya realizado propuestos en la seccién de
ejercicios de repaso de la primera semana, de tal manera que pueda afrontar con mayor
propiedad los ejercicios propuestos de esta semana, la realizacion de los ejercicios propuestos
como ejercicios de repaso brindara oportunidad de mejor preparacion para la presentacion
del quiz de esta semana.
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Desarrollo tematico

El Método Simplex

Del Método Simplex se puede decir en principio que consiste en un procedimiento analitico
orientado a la soluciéon de problemas de PL, sus fundamentos tienen origen en la geometria,
razén por la cual lo estudiamos inicialmente desde una perspectiva geométrica, para lo cual
estaremos apoyados en la situacion del ejemplo 1.1 presentado en la cartilla de la semana 1.

La figura 1 muestra la region factible correspondiente al ejemplo 1.1 y se sefialan los vértices
de la region, (0,0) (0,6) (2,6), (4,3) (4,0), anotamos antes que las coordenadas de tales
vértices son soluciones factibles, (soluciones factibles en vértices). Es facil ver que cada vértice
es la interseccion de dos rectas asociadas con restricciones, en el caso general de un problema
de PL con n variables de decisién, aunque no es posible visualizarlo geométricamente, cada
solucion factible en vértice corresponde a la interseccién de n fronteras de restriccion.
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Figura 1

Fuente: Propia.

En el caso de un problema de programacion lineal con dos variables de decision, la figura 2.1
permite ver que dos vértices adyacentes comparten o satisfacen una misma restriccion en
comun (una menos que el niumero de variables), extendiendo esta idea al caso general de un
problema con n variables, se tiene entonces que dos soluciones factibles en vértices
adyacentes comparten o satisfacen n — 1 restricciones, tales soluciones factibles en vértices
adyacentes se encuentran en un segmento de recta o arista de la regién factible. Como de
cada vértice se desprenden dos aristas, a cada solucién factible en un vértice se le puede hallar
dos soluciones factibles en vértices adyacentes (en aristas diferentes) ;Cual es el par de
vértices adyacentes de cada uno de los vértices de la region factible dada en la figura 1?7

Una idea importante respecto a las soluciones de un problema de PL es la prueba de
optimalidad, a la prueba que nos referimos aqui establece que para un problema de PL con
solucion 6ptima, si una solucién factible en un vértice no tiene soluciones factibles en vértices
adyacentes que sean mejores, entonces tal solucién debe ser una solucién 6ptima. En el
ejemplo 1.1 el vértice (2, 6) debe ser solucién 6ptima en razén a que el valor de Z = 72 con él
asociado es mayor que los valores de Z asociados con los vértices adyacentes (0, 6) y (4, 3). Los
detalles por los cuales se cumple esta propiedad se presentaran mas adelante. La utilidad de
esta prueba a la luz del Método Simplex consiste en que ayuda a determinar si en el proceso
ya se ha alcanzado una solucién éptima.
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Analisis de la perspectiva geométrica del Método Simplex

Valiéndonos de la region factible del ejemplo 1.1, mostrada en la figura 2, presentamos las
ideas basicas de la l6gica del Método Simplex desde el punto de vista geométrico.

o Paso inicial: seleccionar el vértice (0, 0) como solucidn inicial.

o Paso 2 o iteracion 1: examinar la posibilidad de hallar nuevas una mejor solucién que
(0, 0), para ello se considera las dos aristas que salen de (0, 0), si nos movemos a lo
largo de la que aumenta x, se logra mayor aumento por cada unidad que si nos
movemos a lo largo de la que aumenta x;, nos detenemos al llegar a la primera
frontera de restriccion y calculamos el corte de esta restriccion con la de la arista usada
como trayectoria, es decir, las expresiones x; = 0 y 2x, = 12, obteniéndose como
resultado la nueva solucion en el vértice (0, 6), con la cual el actual valor de la funcién
objetivo es Z = 60.

o Paso 3 o iteracion 2: buscar una mejor solucién partiendo de (0, 6), al tomar la arista
horizontal se logra aumento en la funcién objetivo porque aumenta el valor de x, sin
que disminuya el de x;, mientras que por a otra arista disminuye el valor de Z, nos
detenemos al llegar a la primera nueva frontera de restriccién y calcular el corte de esta
restriccion con la de la arista usada como camino de llegada, es decir, las expresiones
2x, =12 y 3x; +2x, = 18, obteniéndose la nueva solucion en el (2, 6)
correspondiente al valor de la funcién objetivo es Z = 72. Si realizamos estos procesos
nuevamente a partir de la solucion (2, 6) no se encuentra mejor solucion, con lo que se
puede concluir que la ultima solucion factible hallada es la 6ptima.

De las consideraciones vemos que, para hallar la solucién 6ptima, el Método Simplex solo
toma en cuenta las soluciones factibles en vértices, recalcando lo anotado anteriormente en
relacion con solucion de problemas de PL que tienen regién factible acotada. Esto es
importante en razén a que del infinito nimero de soluciones factibles solo hay que analizar un
reducido nimero de posibilidades. También vale la pena ver que se toma como solucién
inicial la correspondiente a (0, 0), es decir, todas las variables de decisiéon valen cero, lo que
evita la necesidad de realizar calculos en la consecuciéon de esta solucién inicial.

En el analisis también se observa que en cada iteracion, a partir de la soluciéon actual, el
Método Simplex solo considera como posibles mejores soluciones las correspondientes a
vértices adyacentes, por tanto la trayectoria sequida hasta llegar a una solucién 6ptima es el
conjunto de aristas de la region factible. En el proceso de determinacién de una mejor
solucién, con base en el Método Simplex solo se identifica en qué medida mejora el valor de Z
por cada una de las aristas que parten del correspondiente vértice, al final se selecciona la
arista que conduzca a la mayor mejora en el valor de Z. Con estos razonamientos finalizamos
el analisis del Método Simplex desde el punto de vista geométrico y nos disponemos a
abordar su estudio de forma algebraica.
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Fundamentos algebraicos del Método Simplex

Un problema de PL que involucre mas de tres variables de decisién no puede ser tratado con
base en una representacién grafica de la regién factible, razén por la cual se aborda mediante
procedimientos algebraicos basados principalmente en la solucién de sistemas de ecuaciones
lineales, sin embargo, las restricciones estructurales estdn expresadas en forma de
inecuaciones, lo que demanda la necesidad de ajustar el modelo matematico del problema de
forma tal que tales restricciones se puedan expresar en forma de ecuaciones.

Variables de holgura. Ajuste del modelo del problema

Para el tratamiento algebraico del problema convertimos las inecuaciones asociadas con
restricciones estructurales mediante la incorporacion de una variable de holgura. Para
comprender esta idea consideremos primero la i — esima restriccion expresada mediante:

a;1Xq + Aix2Xo + - +ainxn < bi

Esta inecuacién se puede convertir en ecuacién sumando un apropiado valor positivo x;, al
lado izquierdo de la desigualdad, es decir:

a1 X1 + appxy + - Fagx, + x, = b;

Con base en lo anterior, el modelo original se convierte en el siguiente:

Maximizar Z = ¢;x, + Cox, + ...+ ¢, X, Sujeto a:
ai1X4 + A12X7 + - +a1nxn + Xn+1 = bl
Az1X1 t QX + -+ +a2u Xy, + Xp42 = b,
Am1Xy + Am2X2 + - +amnxn +xn tm — bl
Xy 2 0; Xy 2 0; Xy 2 0; Xnt1 2 0; “*Xnpim = 0

Esta forma de expresar el problema, consistente en m ecuaciones y n+ m variables
incluyendo el uso de m variables de holgura (una por cada restricciéon estructural), se conoce
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como modelo ampliado, el cual facilita los procedimientos algebraicos asociados con el
Método Simplex.

Ejemplo 2.1: utilizar variables de holgura para escribir el modelo del problema de la empresa
La Arenosa en forma de ecuaciones.

Soluciodn: se introduce la variable de holgura x5 en la primera restriccion estructural, x, en la
segunda y x5 en la tercera, con lo cual se obtiene el nuevo modelo del problema.

Maximizar Z = 6x; + 10x,

Sujeta a:

X1 + X3 = 4
2x, + x4 =12

3x, + 2x, + x; =18

Soluciones ampliadas, basicas y basicas factibles

Una solucién hallada a partir de procedimientos sobre el modelo ampliado (incluye las
variables originales y las de holgura) se conoce como solucion ampliada. Una solucién
basica es una de las soluciones aumentadas pero en la interseccion de dos restricciones, (no
necesariamente en un vértice de la regién factible), por lo que podria ser una solucién no
factible. Una solucion basica factible o BF es una solucién ampliada en un vértice de la
region factible.

Vemos que un problema de m restricciones estructurales y n variables de decisién es
modelado como un sistema ampliado de m ecuaciones y m + n variables, la diferencia n entre
el niumero total de variables (m + n) y el nUmero m de ecuaciones representa una cantidad
conocida como grados de libertad, la cual da la posibilidad de elegir valores arbitrarios para n
de la variables, por conveniencia se elige el valor de cero a estas variables. A las n variables
cuyo valor se elige arbitrariamente se les llama variables no basicas, mientras que a las m
restantes se les llama variables basicas. Notese que entre las m variables basicas puede haber
variables de holgura y que se tiene el problema de resolver un sistema de m ecuaciones con
m variables basicas. Si los valores de las variables basicas, obtenidos como solucién del
mencionado sistema, cumplen las condiciones de no negatividad se tiene una solucién basica
factible BF.
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En el Ejemplo 2.2, el nimero de ecuaciones es m = 3, originalmente el nimero de variables
de decision es n = 2, se introduce m = 3 variables de holgura para m +n = 5 variables en
total. La diferencia entre el nimero total de variables y ecuaciones es 2, lo que significa que
hay dos variables no basicas y tres variables basicas. Al asignar el valor de cero a las dos
variables no basicas que se elija se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres variables

(basicas).
X2
— \ ZXZ =12
4
2
3x, + 2x, = 18
0 2 4 X1
X1 — 4
Figura 2

Fuente: Propia.

Para analizar de forma mas cercana los conceptos consideremos siguientes soluciones
ampliadas (aunque no detallamos ain como se obtienen, el estudiante puede verificar que
satisface el modelo ampliado) correspondientes al ejemplo 2.2.

a)x; = 4;x,=6;x3=0;,x,=0; xg =—6
b)yx; = 0;x,=0; x3=4; x, = 12; x; =18
)x;=0;%x=6x3=4;x,=0;, x5 =6

La solucién a) no es una solucidon basica factible porque la variable x5 no satisface la
condicion de no negatividad, vemos también que corresponderia a la solucién no factible

X, = 4,x, = 6 del problema original.

La solucién b) es una solucién basica factible en un vértice, que corresponderia a la solucion
factiblex; = 0,x, = 0.
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La solucién c¢) es una solucidn basica factible en un vértice, que corresponderia a la soluciéon
factible en el vértice x; = 0,x, = 6.

De la misma forma que se habla de pares de soluciones factibles adyacentes en vértices, se
tiene también las correspondientes soluciones basicas factibles adyacentes, estas se
reconocen teniendo en cuenta que dos soluciones basicas son adyacentes si coinciden en
todas las variables no basicas, excepto una de ellas son las mismas. Lo anterior implica que
todas las variables basicas, excepto una son las mismas, pero quiza con diferentes valores. Por
tanto, para pasar de una actual solucién basica factible a una soluciéon adyacente se debe
realizar un intercambio de una variable basica a una no basica y una no basica a basica y luego
ajustar los valores de las variables basicas de tal forma que se satisfaga el sistema.

Si nos referimos al caso del ejemplo 2.2 las soluciones factibles (0,0) y (0,6) se ubican en
vértices adyacentes de la region factible mostrada en la Figura 2.2, por tanto las respectivas
soluciones ampliadas son (0,0,4,12,18) y (0, 6,4,0,6) que son soluciones basicas factibles
adyacentes, lo que se puede confirmar observando que coinciden en la variable no basicas x;.
Para pasar de la solucién (0,0,4,12,18) a (0, 6,4,0,6) se cambia x; de variable no basica a
basica, operacion contraria se hace con la variable x,.

A partir de la expresion Z = cyx; + cyx, + -+ cpx,, que define la funcién objetivo,
podemos escribir Z —cyx; — x5 — -+ — Ccp,X, € incorporar esta ecuaciéon en el modelo
ampliado del problema, esto con el fin de abordar los procedimientos algebraicos propios de
la aplicacion del Método Simplex, con lo que se obtiene el siguiente sistema:

Maximizar Z Sujeto a:

Z = C1X1 — CyXy — " — CpXp
aq11Xq + A12X2 + - +a1nxn + Xn+1 = bl
21Xy + A2Xp + - +AzpXy + X2 =b,
Am1Xq + Ap2X2 + - +amnxn +Xpim = bl
X1 2 0; Xy 2 0; e Xp 2 0; Xns1 = 0; = Xnym = 0

Se destaca en esta forma que se ha agregado al sistema la variable Z y una nueva ecuacion,
con lo que el sistema ampliado consiste ahora en m + 1 ecuaciones con m + 1 variables. Los
razonamientos planteados hasta aqui se refieren a la forma estandar de problemas de
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programacién lineal, para problemas dados en una forma diferente se debe realizar
consideraciones adicionales.

Procedimiento algebraico del Método Simplex

Luego de haber tratado el problema de la empresa La Arenosa desde la perspectiva gréfica en
el ejemplo 1.1 y los fundamentos algebraicos en el ejemplo 2.1 se procede a continuacion a
poner en practica los procedimientos algebraicos relacionados.

Ejemplo 2.2
A partir del modelo ampliado, mediante la incorporacién de las debidas variables de holgura,

resolver el problema de la empresa La Arenosa mediante los procedimientos algebraicos
asociados con el Método Simplex.

Soluciodn: el problema se formula como:

Maximizar Z = 6x; + 10x,

Sujeta a:

X4 + X3 = 4
2x, + x4 =12

3x; + 2x, + x5 =18

x1 20, x,20,x320;,x,=20;x5 =20

* Procedimiento de iniciacion: considerar como solucién bdsica inicial aquella en la cual las
variables x;,y x, se toman como no basicas, es decir x; = 0,y x, = 0. Al sustituir estos
valores en el sistema ampliado se tiene x; = 4, x, = 12y x5 = 18. Por tanto la solucién
basica inicialesx; =0, x, = 0,x3 =4, x4, =12y x5 = 18.

% Procedimiento de prueba de optimalidad: con los valores actuales de x;, y x5, la funcién
objetivo Z = 6x; + 10x, toma el valor 0 (Z = 0). Es claro que ninguna de las variables
basicas x5, x4, x5 contribuye con el valor de la funcién objetivo (sus coeficientes son cero),
esto significa que un aumento en el valor de al menos una de las variables no basicas

X1, Y X, da lugar a un mejor valor de la funcién objetivo, se concluye entonces que la actual
solucién no es éptima.
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+* Primera iteracion para mejorar la soluciéon actual: cada iteracion en el proceso de
solucion del problema mediante el uso del Método Simplex esta orientada a obtener una
solucion mejor que la solucién actual, para ello en cada iteracion se considera el siguiente
conjunto de pasos:

Paso 1: seleccion de una variable no basica para ser basica. El paso inicial de cada
iteracién es seleccionar una las variables no basicas para que haga parte del conjunto de
variables basicas, es decir, incrementar su valor y realizar el correspondiente ajuste de las
otras variables basicas. Esto equivale al proceso descrito en la seccién xx, consistente en
pasar de una actual solucién factible a una solucién mejor a lo largo de una de las aristas
que salen de la actual solucién. La seleccion de la variable a convertirse en basica se hace
teniendo en cuenta cual de las variables no basicas tiene mayor coeficiente en la funcién
objetivo Z, ya que este coeficiente indica en cuanto aumenta Z con el aumento en cada
unidad de las variables no basicas consideradas. En el ejemplo se elige x, como nueva
variable basica (variable basica entrante) porque su coeficiente es 10 mientras que el de x;
es 6.

Paso 2: definicion del limite de incremento de la nueva variable basica. El segqundo
paso de cada iteracion consiste en determinar en qué medida o hasta qué valor se debe
incrementar la nueva variable basica, de tal manera que modifique lo mejor posible la
funcién objetivo dentro de la regiéon factible. Es claro que, para satisfacer el sistema, el
incremento de una de las variables hace que se deba modificar el valor de otras. Con la
selecciéon de x, como nueva variable basica y con x; siendo aun variable no basica,
tenemos la siguiente implicacion.

Xy + X = 4 x; =0
X3 = 4
2x, + x4 =12 :> Xy = 12 — 2x,
3x, + 2x, + x5 =18 x5 = 18 — 2x,

De donde se puede ver que, para satisfacer la de no negatividad de variables, es necesario
que x3 =0, x, =20yxs > 0. El incremento de x, sélo afecta a x,y x5, por tanto es
necesario que 12 — 2x, > 0y 18 — 2x, = 0, lo que se satisface con x, <6y x, < 9. De
donde claramente se debe elegir el minimo de estos limites de incremento, es decir x, < 6.
En el contexto de uso del Método Simplex, este procedimiento se conoce como prueba de
cociente minimo y se debe considerar en cada en todos los casos en que la variable basica
entrante tenga coeficiente positivo. Con el madximo incremento permitido una de las
variables basicas llega a cero convirtiéndose en variable no basica de la préxima solucién
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Basica factible. En este ejemplo x, es la variable que alcanza el valor cero, o variable basica
saliente en la actual iteracion.

Paso 3: determinacién de la nueva solucién basica factible. La eleccion de la variable no
basica entrante y la basica saliente da lugar a nuevos valores de las otras variables basicas, los
cuales se deben determinar para tener la nueva solucidn basica factible. En este tercer paso se
convierte el sistema de ecuaciones en una nueva forma que facilite la determinacién de los
valores requeridos. Para ello se escribe el sistema en forma completa, incluyendo la ecuacién
asociada con la funcién objetivo, para el caso del ejemplo se tiene el siguiente sistema de
cuatro ecuaciones con seis variables, dos de ella se sabe que tienen valor cero, por ser
variables no basicas, y ademas figura Z como variable basica.

(0) Z —6x1 —10x, = 0
(D X1 + X3 = 4
(2) 2Xx; + x4 =12
(3) 3x; + 2x, + x5 =18

Debido a que x, pasa a ser variable basica, buscamos que su coeficiente sea 1 en la ecuacion
2
F cero en las demas ecuaciones. Aplicando operaciones basicas de filas asociadas con el
2
procedimiento de eliminacién de Gauss, el sistema se reduce a:

F,: 7 —6x; — 10x; ' = O|F+5F = Z— 6% 5x4 = 60

F;: X + X3 = 4 Xy + x3 = 4
1 1

F,: 2x; + X, =12 7 F3 = X, +§x4 =6

Fy: 3x; + 2x; + x5 =18| F—F —» 3x,; — X4+ x5 =6

Las operaciones hechas son: sumar 5 veces la ecuacion F; ala F; (F; + 5F3), multiplicar por
% la ecuacion F; (%F3) y restar la ecuaciéon F;a la F, (F, — F;), tal como se senala
anteriormente entre cada par de ecuaciones original y resultante. Sustituyendo x; =
0,x, =0 en el ultimo sistema, tenemos x; = 4,x, = 6,x5 = 6, con lo cual la nueva
solucién basica factible es (0, 6,4, 0,6) y segun se encuentra a partir de la ecuacién F, la
funcién objetivo toma el valor Z = 60.

Paso 4: prueba de optimalidad de la actual iteracion. En el paso 3 el valor actual de la
funcion objetivo Z = 60 se obtiene de la ecuaciéon F,: Z = 60 + 6x; — 5x,, como el
coeficiente x; es positivo, cualquier incremento en su valor da lugar a una mejor solucién
basica factible adyacente, por lo cual se concluye que esta solucién actual no es 6ptima.
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Segunda iteracion para mejorar la solucion actual: con Z = 60 + 6x; — 5x; se tiene que
el valor de la funcién objetivo mejora aumentando x; sin aumentar x,, por tanto en esta
iteracion el primer paso es seleccionar a x; como nueva variable basica entrante. Para
determinar hasta qué valor puede crecer la nueva variable basica x;, a partir del ultimo
sistema ampliado, consideramos las siguientes implicaciones:

Xy + X3 = 4 Xy =0
l X3 = 4‘ - Xl

.:\2 + E\,4 s 6 $ Xz — 6
31’1 — .x4 -+ XS = 6 X5 = 6 — 3x.1

De lo anterior vemos que el incremento de x; solo afecta la no negatividad de x5 y xs deduce
que, para satisfacer la no negatividad de variables, es necesario que x3 =0, x, = 0y x5 = 0,
por tanto es necesario que 4 —x; = 0y 6 — 3x; = 0, lo que se satisface con x; < 4y x; < 2.
Con lo cual se debe elegir x; < 2. El incremento de 2 unidades en x; hace que x5 sea cero
convirtiéndose ahora en la variable basica saliente. Aplicando las respectivas operaciones
sobre filas se encuentra el nuevo sistema ampliado mostrado a continuacién.

Fy: Z — 6x, 5x4 =60 | Fo+2F; = Z +3x4 + 2x5 =72
1 —

F, X4 + X5 = 4 F1—§F3 — X1 + X3 . = 2

F, X3 +-Xx, =6 — X3 +§X4 = 6

Fy: 3x — X3t xX5=6 lF — 1 1 _ 2

3" 1 4 5 = 33 Xy —§x4+§x5—

A partir del nuevo sistema ampliado se observa que la nueva solucién basica factible es
(2,6,2,0,0), con la cual el valor de la funcién objetivo es Z = 72. La prueba de optimalidad
se realiza a partir de Z =72 — 3x, — 2x5 = 72, se ve que cualquier incremento en las
variables no basicas x, y x5 da lugar a una disminucién del actual valor de Z, por tanto el no
hay solucion basica adyacente que sea mejor que la solucion actual, con lo que se concluye
que la solucién es 6ptima.

Forma tabular del Método Simplex

La forma tabular del Método Simplex, presentada en esta parte de la cartilla, es una forma que
facilita la realizacion de los calculos asociados. Los procedimientos algebraicos descritos en
secciones anteriores constituyen el fundamente de solucion, pero la realizacién de los calculos
en forma tabular permite resumirlos. Teniendo claro cudles son las diferentes variables y el rol
que desempefan, a través de la forma tabular solo se debe registrar los coeficientes de las
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variables y las constantes asi como las la variable basica que aparece en cada ecuacién. Para
comenzar a ilustrar el uso de la forma tabular del Método Simplex consideramos nuevamente

el ejemplo de la empresa La Arenosa.

Ejemplo 2.3: aplicar el Método Simplex en su forma tabular para resolver el problema de la
empresa La Arenosa.

Solucidon: de lo trabajado en el tratamiento algebraico se encuentra que el sistema de
ecuaciones correspondiente, luego de agregar las variables de holgura y ajustar la escritura de
la ecuacién que define la funcion objetivo es:

Z—6x1—10x,

+ X3

2X, + x4

3x; + 2x,

Xs

= 4
12
18

La tabla 1 muestra una fila de encabezados, una columna para las variables basicas y las
columnas de coeficientes de las variables. Se resalta la fila F; En el paso inicial se selecciona
X3,X,4 Y X5 como variables basicas lo que implicitamente indica que las no basicas son x; y x,.
Hasta este punto del desarrollo se tiene que la solucidon basica factible actual es

(0,0,4,12,18)
Fila |V.Basicas X Xy X3 Xy X5 b;
Fo Z -6 | —10 0 0 0 0
F, X3 1 0 1 0 0 4
F, X4 0 2 0 1 0 12
F; Xs 3 2 0 0 1 18
Tabla 1.

Fuente: Propia.

Para que la solucién sea 6ptima se requiere que todos los coeficientes en la fila F, sean no
negativos, como este no es el caso, la actual solucion no es éptima y se requiere proceder con

una iteracion.
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+ Primera iteracion para mejorar la solucion actual: aqui el primer paso consiste en
seleccionar una variable no basica para que pase a ser basica. La seleccién se hace con base
en el coeficiente negativo de mayor valor absoluto (a lo que nos referimos aqui como el
coeficiente mdas negativo) en la fila F;,, en este caso la variable seleccionada es x, ya que
tiene coeficiente igual a —10. A la columna de coeficientes de la variable basica entrante en
las filas posteriores a la fila F, se denomina columna pivote y se resalta en la tabla 2
mostrada a continuacion.

Fila |v.Basicas| Z | x; | X, | X3 | X4 | X5 | b
Fo 7 1]-6|-10] 0 | 0| 0| 0
F, X3 0 1 0 1 0 0 4
F, X4 0 0 2 0 1 0 12
F5 Xe 0 3 2 0 0 1 18

Tabla 2

Fuente: Propia.

Para decidir la variable basica saliente se determina lo que llamamos fila pivote.
Considerando solo los valores positivos de la columna pivote, se divide los valores del lado
derecho o valores b; de cada fila por el respectivo coeficiente en la columna pivote, la fila
en la que resulta el menor cociente corresponde a la fila pivote, la variable basica de la
respectiva fila es la variable basica saliente y el nimero en la interseccion de la fila y
columna pivote se llama numero pivote. En el caso de este ejemplo F, es la fila pivote

. . 12 . . . . -
debido a que el cociente 5= 6, mientras que el cociente de la fila F; es 9, la variable basica

saliente es x, tal como se resalta a continuacién.

Fila |v. Basicas| Z | x; | x, | x5 | x4 | x5 | by

F, 7 1] -6]-10] 0] 0] o 0

Fy X3 0| 1 0 11010 4

F, Xy 0, 0 2 0 1 0 1

F; Xe 0 3 2 0 0 1 18
Tabla 3

Fuente: Propia.
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El paso que sigue es obtener una nueva tabla simplex mediante las siguientes
modificaciones sobre la tabla 3.

* Registrar a x, como nueva variable basica en lugar de x,.

* Dividir la fila pivote por el nimero pivote, en este caso el niumero por el cual se divide
es 2.

* Moadificar las filas restantes, sumando o restando un multiplo de la fila pivote, de tal
manera que los coeficientes de la columna pivote sean todos cero, excepto el que esta
sobre la fila pivote. En este caso a la fila F; se suma la nueva fila F, multiplicada por 10,
a la fila F5; se suma la nueva fila F, multiplicada por —2. Como resultado se obtiene la
nueva tabla simplex mostrada en la tabla 4.

Fila |V.Basicas | Z | x X, X3 | X4 | Xs b;
Fy Z —6 0 0 5 0 60
F, Xs 0| 1 0 1] 0] o0 4
F, % ol o | 1 [ o | 1] 0] 6

2
Fs Xs 0 3 0 0 -1 1 6
Tabla 4

Fuente: Propia.

Con base en lo anterior, y sabiendo que x; = 0 y x, = 0 tenemos que la nueva solucién
basica factible es (0, 6,4, 0, 6), correspondiendo a un valor de la funcién objetivo Z = 60.

En cuanto a la prueba de optimalidad sobre la ultima solucién hallada, vemos que la nueva
fila F, contiene un coeficiente negativo se concluye que la actual solucién basica factible
no es Optima.

* Segunda iteracion para mejorar la solucion actual: procediendo de manera similar a la
anterior iteracién, en este caso debemos seleccionar a x; como nueva variable basica, ya
que es la que tiene el coeficiente mas negativo en la fila F, (realmente es el Unico
coeficiente negativo en este caso). Lo que da lugar a una nueva columna pivote.
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Fila |v. Basicas| Z | x; | x, | x3 | x4 | x5 | b;
Fy Z 1| —6 0 0 5 0 60
Fy X3 0 1 0 1 0 0 4
F, | x, olloll 1 [ o % 0| 6
F3 X5 0 3 0 0 -1 1 6

Tabla 5

Fuente: Propia.

Determinamos la nueva fila pivote al aplicar la prueba del coeficiente minimo, dividiendo
cada valor del lado derecho en cada fila por el respectivo coeficiente en la columna pivote,
encontrandose que la nueva fila pivote es la fila F;, por tanto la variable bésica saliente es
X5 Y el nUmero pivote es 3, estos elementos de las observaciones se resaltan en la tabla 6.

Fila |v. Basicas| Z | x; | x, | x3 | x4 | x5 | b;
Fy /4 1| -6 0 0 5 0 60
Fy X3 0|1 1 0 0 4
F, X3 0|0 1 0 % 0 6
F; Xs 0([3 0 0 [—-1] 1 6

Tabla 6

Fuente: Propia.

Con base en lo anterior obtenemos la nueva tabla simplex de donde se obtendra la nueva
solucion basica factible. En la nueva tabla x; serd la variable basica entrante en remplazo de
Xs. La nueva fila F; se obtiene mediante la division de la fila pivote F; por el nUmero 3. A la
fila Fy se suma 6 veces la nueva fila F; y a la fila F; se resta la nueva fila F;, el resultado se
muestra en la tabla 7.

Fuente: Propia.

Fila |V.Basicas Z X1 Xy X3 X4 X5 b;
F, Z 0 0 0 3 2 72
Fy X3 0 0 1 1 _1 2

3 3
F, X2 0 1 0 1 0 6
2
F3 X1 1 0 0 _1 1 2
3 3
Tabla7
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Con las variables no basicas x, =0 y x5 = 0 encontramos que la nueva solucion basica
factible es (2,6,2,0,0), con la cual el valor de la funcion objetivo es Z = 72. En la tabla 2.7
vemos que no hay coeficientes negativos en la fila F;,, por tanto la solucién es 6ptima, lo que
significa que la solucion del problemaes x; = 2,x, = 6.

Si comparamos las formas algebraicas y tabular del Método Simplex, vemos que en esencia
son equivalentes, sin embargo, la forma tabular facilita el trabajo. En adelante trabajaremos
con base en la forma tabular en lugar de la forma algebraica, particularmente hallaremos a
continuacion la solucién del problema 1.2.

Ejemplo 2.4: resolver el problema del ejemplo 1.2 presentado en la semana 1 mediante la
forma tabular del Método Simplex.

Solucion: el ejemplo se refiere a la necesidad de hallar los valores de xq,x,, x5
correspondientes respectivamente a las cantidades de juegos de mesas, guardarropa y camas
que se deben fabricar con el fin de obtener la mayor utilidad posible. EIl modelo que resulta,
dado en la cartilla de la semana 1 es el siguiente:

Maximizar Z = Z = 60x; + 50x, + 40x3

Sujeta a:
2x1 + x, +3x3 <180
xq +3x, +2x3; <300
2x1 + x, +2x3 < 240
x1=20,%x,=20,x3=0

La aplicacién del Método Simplex demanda la necesidad de introducir las variables de holgura
X4, X5, Xg PaAra convertir en ecuacién las inecuaciones correspondientes a las restricciones
estructurales. El modelo ampliado es el siguiente:

Maximizar Z = 60x; + 50x, + 40x;

Sujeta a:

2x1 + X; + 3x3 + x4+ x5 +x6 = 180

X1 +3x; + 2x3 + x4 + x5 +x6 = 300
2x1 + Xp +2x3+ X4+ X5+ x5 = 240

X1 =20,%x2>20x32>20,%x,=20,x5=>0, x>0
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En este caso tenemos m = 3 restricciones estructurales y n = 3 variables de decision, el
modelo ampliado corresponde a un sistema de m = 3 ecuaciones y m + n = 6 variables, hay
una diferencia de 3 entre el niUmero total de variables y el de ecuaciones, lo que indica que el
numero de grados de libertad, que define la cantidad de variables no bdsicas es 3 (cuyo valor
se elige arbitrariamente), con lo que las otras tres son variables basicas.

Al incluir como una nueva fila la expresién que involucra la funcién objetivo, el problema se
convierte en:

Z — 60x; — 50x, — 40x5 =0
2x1 + x; + 3x3+ x4 = 180
X1+ 3%, + 2x3 + X5 = 300
2%1 + %, + 2x3 + x5 = 240

x20,%20%x=20x=20x=0x,=0

La tabla 8 muestra la fila de encabezados, la columna que indica cuales son las variables
basicas y las columnas de coeficientes de todas las variables en las restricciones estructurales,
también aparece resaltada la fila F. En el paso inicial se selecciona x,, x5 y x4 como variables
basicas, por consiguiente las no basicas son x4, x, y x5.

Fila |V.Basicas | Z | x; X3 X3 X4 Xs Xe b;
F, Z 1 |—-60| =50 | —40| O 0 0 0
Fy X4 0 2 1 3 1 0 0 180
F, Xs 0 1 3 2 0 1 0 300
F3 Xe 0 2 1 2 0 0 1 240

Tabla 8

Fuente: Propia.

Con x; =0, x, =0yx; =0 y sustituyéndolos en el sistema tenemos x, = 180, x5 =
300y xg = 240. Por lo tanto la solucién basica inicial es x; =0, x, =0,x3 =0, x, =
180, x5 = 300y x4, = 240 y el actual valor de la funcién objetivo seria Z = 0. Dado que la fila
F, tiene coeficientes negativos la solucion actual no es 6ptima y se requiere proceder con una
iteracion.
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Primera iteracion para mejorar la solucion actual.

El coeficiente mas negativo en la fila F;, es el de la variable x;, esta es entonces la variable

basica entrante. En la tabla 9 se resalta la columna pivote.

Fila |v.Basicas| Z | x; | x5 | x5 | x4 | x5 | X b;
Fy Z 1 |—-60| =50 [—40| O 0 0 0
Fy X4 0 2 1 3 1 0 0 180
F, X5 0 1 3 2 0 1 0 300
F3 Xe 0 2 1 2 0 0 1 240

Tabla 9

Fuente: Propia.

El estudiante puede observar que, dividiendo en cada fila el valor del lado derecho por el
respectivo coeficiente en la columna pivote, encontramos que el menor coeficiente
corresponde a la fila F;, por lo tanto esta es la fila pivote y x, pasara a ser la variable basica
saliente. En la tabla 10 se resalta la fila y la columna pivote y se ve que el nimero pivote es 2.

Fila |v.Basicas| Z | x; | %, | x3 | x4 | x5 | xg b;
Fy Z 1 |—-60| =50 |—40| O 0 0 0
F Xy 0 2 1 3 1 0 0 180
F, X5 0 1 3 2 0 1 0 300
F3 Xg 0 2 1 2 0 0 1 240

Tabla 10

Fuente: Propia.

La nueva tabla simplex (tabla 11) se obtiene mediante las siguientes operaciones:
Registrar a x; como nueva variable basica en lugar de x;.

Dividir por 2 los valores en la fila pivote.

Sumar a F, la nueva fila F; multiplicada por 60.
Restar la nueva fila F; de lafila F,,.
Restar de la fila F; dos veces la nueva fila F;.
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Fila |V.Basicas Z | x Xy X3 Xy Xs X6 b;
F, Z 1 0 —20 | 50 | 30 0 0 5400
F, X1 0 1 1 3 1 0 0 90
2 2 2

F, X 0 0 5 1 0 1 0 210
2 2

F5 Xe 0 0 0 -1 | -1 0 1 60
Tabla 11

Fuente: Propia.

Con x, =x3 =x, =0 se tiene x; =90,x5 = 210,x, = 60, lo que significa que la actual
solucion basica es (90,0, 0,0,210, 60), Esta solucién no es éptima debido a que en la fila F,
hay coeficientes negativos.

Segunda iteracion para mejorar la solucion actual
De la actual tabla simplex se seleccionar a x, como nueva variable basica, (tiene coeficiente
negativo). Vemos en la tabla 12 la nueva columna pivote.

Fila |v.Basicas| Z | x; | x» | x3 | x4 | x5 | xg b;
Fy Z 1 —20( 50| 30| 0 0 |5400
Fy X4 0| 1 1 EON I 0 90
2 2 2

F, Xs 0| 0 5 11 0] 1 0 | 210
2 2

F; Xg 0| 0 0||-1]-1] 0 1 60
Tabla 12

Fuente: Propia.

Dividiendo cada valor del lado derecho por el respectivo coeficiente en la columna pivote
encontramos que F, es la nueva fila pivote, x5 serd la variable basica saliente y p Es el numero
pivote. En la tabla 2.12 se resalta la fila y la columna pivote.

Para obtener la nueva matriz simplex, mostrada en la tabla 13, incluimos x, en la columna de
variables basicas a cambio de xg, que es la variable basica saliente. La nueva fila F, se obtiene
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. 2 , , ,
multiplicando la actual por - A lafila Fy se suma 20 veces la nueva fila F, y a la fila F; se resta la

nueva fila F, dividida por 2, el resultado se muestra en la tabla 13.

Fila |V.Basicas | Z | x X, X3 X4 Xs Xe b;
Fy Z 1 (0] 0 54 30 8 0 7080
F; X1 0 1 0 z 1 _1 0 48

5 2 5
F, X 0| 0 1 1 0 2 0 84
5 5
F; Xg 0 0 0 -1 -1 0 1 60
Tabla 13

Fuente: Propia.

Con las variables no basicas x; =0, x, =0 y x5 = 0, la nueva solucion basica factible es
(48,84,0,0,0,60), con la cual el valor de la funcién objetivo es Z = 7080. En la tabla 13
vemos que no hay coeficientes negativos en la fila F,, por tanto la solucién es 6ptima.

Observaciones relacion con el proceso de solucion

Al aplicar los procedimientos relacionados con el Método Simplex descritos en las secciones
anteriores no hicimos referencia a los casos en que se presenta empate o igualdad en los
valores que soportan la determinacién de la variable basica entrante y/o la variable basica
saliente.

La variable basica entrante se elige en funcion del coeficiente mas negativo en lafila F,, (la que
contiene la funcién objetivo), sin embargo, si dos o mas variables basicas coinciden en su
valor, se puede elegir arbitrariamente la que sera la variable basica entrante.

Si laigualdad se da entre los cocientes que definen la variable basica saliente, teéricamente se
tiene que la eleccion podria tener un importante impacto en razén a que puede suceder lo
siguiente: todas las variables asociadas con un mismo cociente llegaran a cero para un mismo
valor de la variable basica entrante, de tal manera que existiran variables basicas con valor
cero, a las que se les llama variables degeneradas, dando lugar a la solucién basica factible con
variables basicas degeneradas (Solucién basica degenerada). Por otra parte, si alguna de las
variables basicas degeneradas permanece con valor cero hasta ser elegida como variable
basica saliente en otra iteracion, la variable basica entrante también valor cero puesto que no
se le permite su crecimiento sin que la saliente se haga negativa, y por consiguiente no
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cambia el valor de la funcién objetivo. Si Z no mejora, el método puede entrar en un ciclo
repetitivo de una secuencia de soluciones, sin llegar a la solucién éptima. En la practica el tipo
de problemas en que se da esta situacion es muy raro, pero si se presentan se podria probar la
salida de él cambiando la eleccién de la variable saliente.

Otra posibilidad existente en una iteracion es el no poder seleccionar variable basica saliente
debido a que la variable bdsica entrante puede crecer indefinidamente sin que alguna de las
otras variables bdsicas llegue a ser cero o negativa, lo que significa que los coeficientes de la
columna pivote son negativos o cero, lo que a su vez se relaciona con el ilimitado crecimiento
del valor de la funcién objetivo. Esto realmente quiere decir que se ha cometido algun error,
bien sea en la formulacién del modelo o no haber tenido en cuenta informacién importante.
Este tipo de situaciones no resuelta por el Método Simplex.

Finalmente existen casos de problemas que realmente tienen multiples soluciones 6ptimas,
es decir, diferentes valores de las variables de decisién que resultan en el mismo valor de la
funcion objetivo, pero el Método Simplex finaliza al hallar la primera solucién éptima. En estos
casos en que de alguna forma se conoce de multiples soluciones dptimas, puede tomarse la
decisién con base en aspectos no considerados en el modelo. Vale la pena anotar que el
mismo Método Simplex proporciona una forma de determinar si un problema tiene mas de
una solucién. En efecto, lo hace con base en el hecho que si alguna de las actuales variables
no bdasicas de la iteraciéon que da la solucién 6ptima tiene coeficiente cero en la fila F,, se tiene
que al aumentar su valor, no cambia el de la funcién objetivo, pero si cambia el conjunto de
soluciones basicas factibles que dan el mismo valor éptimo.
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1~ Hasta este punto del desarrollo del curso de Investigacién
Introduccion P sarroll de Investig
de operaciones | hemos incursionado en la introduccién a la

programacion lineal, abordando de manera superficial los
fundamentos algebraicos y aplicando los mismos a la
solucion de problemas dados en forma estandar. Sin
embargo, en programacion lineal es comun encontrar
problemas que no encajan en la forma estandar, dandose
por ejemplo, situaciones en las que el objetivo es minimizar
una funcién objetivo en lugar de buscar el maximo de otra,
también se dan casos en que las restricciones corresponden
a ecuaciones o inecuaciones en ambos sentidos, razén por
la cual se hace necesario la introduccion de variantes al
Método Simplex con el fin de lograr lo que se pretende.

En esta semana nos disponemos a abordar algunos
procedimientos que se debe ejecutar en la solucion de
problemas en forma no estandar, para lo cual se usara
fundamentalmente dos métodos que contribuyen en ese
proposito, estos métodos son el de la gran My el de las dos
fases.
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Metodologia

Al igual que en las semanas anteriores, en esta semana se recomienda al estudiante la
detallada lectura de esta cartilla, en la cual se trata las tematicas relacionadas con la solucién
de problemas de programacion lineal dados en forma no estandar. Para la descripcion de las
técnicas aplicar se usa un enfoque practico a través de la solucién de ejercicios que pongan de
manifiesto los procedimientos asociados a ellos. Sin embargo, se debe tener en cuenta que el
adecuado acercamiento a la comprension de los temas requiere del apoyo de recursos
adicionales aqui ofrecidos.

Dado que los desarrollos alrededor de los métodos a trabajar se basan en la forma tabular del
Método Simplex, al igual que en las semana 2 se requiere las habilidades propias de los
procedimientos de eliminacion gaussiana, por lo que se insiste en la necesidad de afianzar el
manejo de las mismas, remitirse a las lecturas complementarias donde se encuentra ejercicios
resueltos. Se llama nuevamente la atencién en el sentido de aprovechar los recursos de video,
donde se trata, mediante la solucién y explicacién de ejercicios, la aplicabilidad de los temas
bajo estudio.

Se recalca la importancia de desarrollar los ejercicios propuestos como ejercicios de repaso, de
tal manera que pueda afrontar en mejores condiciones el desarrollo de los ejercicios
propuestos en el taller de esta semana y por consiguiente en la presentaciéon del quiz de
evaluacién.
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Uz Desarrollo tematico

Solucion de problemas de Programacion Lineal en forma no
estandar

Modelos de programacion lineal en forma no estandar

En la cartilla de la semana anterior enfrentamos la solucién de problemas de programacion
lineal que obedecen el modelo estandar, es decir, en donde se pide maximizar la funciéon
objetivo, sujetas a restricciones de no negatividad y todas las restricciones estructurales se
expresan mediante inecuaciones dadas por el signo <, es decir inecuaciones de la forma:

a;1 X1 + Aix Xy + - +ainxn < bi

Sin embargo no todas las situaciones reales asociadas con problemas de programacion lineal
obedecen el modelo estandar. Ciertos problemas conducen a modelos en los que algunas
restricciones se expresan mediante ecuaciones, inecuaciones con signos <, o con nimeros
negativos al lado derecho, por lo que se hace necesario el tratamiento de estos detalles con el
fin de poder abordar la solucién mediante el Método Simplex.

Manejo de modelos que incluyen restricciones en forma de ecuaciones. Método de la
gran M

La principal diferencia en este caso, en cuanto al uso del Método Simplex, consiste en la
determinacion de la solucién basica inicial. En estos casos se emplea una técnica que se basa
en la introduccién de una nueva variable, conocida como variable artificial, en los casos que
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sea necesario. La variable artificial introducida sera la variable basica inicial en la respectiva
ecuacion que se introduzca y también debe satisfacer las restricciones de no negatividad. La
funcién objetivo se modifica para que imponga una penalizacién exorbitante en el caso de
que adquieran valores mayores que cero. Tal como veremos, el uso del Método Simplex hara
que las variables artificiales tomen valores de cero a lo largo del desarrollo, luego de lo cual se
tendra la solucién del problema original. Para comprender la forma de enfrentar este tipo de
problemas consideremos el ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.1. Consideremos que en el problema de la empresa La Arenosa, introducida en el
Ejemplo 1.1, se debe usar la totalidad de la capacidad de la planta Puente Aranda (ver
enunciado y modelo del problema en la cartilla de la semana 1).

Solucion: la modificacion introducida trae cambios en la tercera restriccién estructural de tal
manera que esta es ahora una igualdad. Desde el punto de vista geométrico, lo anterior
implica un significativo cambio en la regién factible, en razén a que los posibles valores de las
variables deben ser las coordenadas de puntos sobre el segmento de recta que une los puntos
(2,6) y (4,3). A continuacién se muestra el nuevo modelo y la nueva regién factible.

e
. . -5 2X2 =12
Maximizar Z = 6x; + 10x,
Sujeta a: X1 < 4 J
2x2 S 12 4 (4,3) 3x; +2x, =18
3x; +2x, =18 -
x;=20;,x,20 2 L.
X1 = B

Segun la forma del nuevo modelo, podemos ver la necesidad de introducir variables de
holgura solo en las dos primeras restricciones, con lo cual el modelo ampliado queda como se
muestra a continuacion.

Z —6x; —10x, =

xl + X3 —_ 4
2X2 + X4 = 12
3.7('1 + ZXZ = 18

La aplicacién del Método Simplex en el caso de modelos en la forma estandar indica que la
solucion basica factible inicial correspondia al conjunto de valores tomados por las variables
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de holgura, consideradas como variables basicas, en este caso no contamos con variable de
holgura en la tercera restriccion, por lo cual no es posible establecer tal solucién inicial como
antes.

Para obtener una solucién inicial basica factible, modificamos el sistema ampliado asociado
con el problema, de tal forma que se introduce en la tercera restricciéon la variable artificial
X5, = 0y se establece una penalizacion a la funcidn objetivo, esta penalizacion consiste en
una disminucion de la funcién objetivo en un valor dado por Mx;,, siendo M un nidmero muy
grande, la idea buscar que en realidad tal penalizacién no exista, lo que se logra solo si se
consigue que la variable artificial al final valga 0, es por ello que la técnica que se aplica, en
asocio con el Método Simplex, se conoce como método de la gran M. El correspondiente
sistema de ecuaciones modificado, al que podemos llamar sistema artificial ampliado se
formula como sigue:

Z — 6x1 — 10x; + Mxs, =0
4

12

18

X4 + X3

2X5 + X,

3x; + 2x, + Xz,

Paso inicial: tomando como variables no basicas iniciales la pareja x;, x, (por consiguiente
valen 0), se llega a la solucién basica factible inicial x; = 4,x, = 12, x5, = 18. La forma
tabular es la siguiente:

Fila |V.Basicas | Z | x X, X3 Xy | Xsq b;
Fy Z 1 —6 —10 0 0 M 0
F, Xs 0] 1 0 1| 0| o 4
F, X, 0] 0 2 o | 1| o0 | 12
F, Xey 0| 3 2 o | o | 1| 18

Tabla 1

Fuente: Propia.

Dado que el procedimiento de la forma tabular del Método Simplex requiere que los
coeficientes de las variables basicas en la fila F, sean cero, aplicamos el ajuste algebraico
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necesario a partir de la tabla anterior, para que el coeficiente de x5, el cual consiste en
remplazar la fila F,, por la diferencia F, — MF;, obteniéndose como resultado la tabla 2, de tal
tabla se ve que la solucién bdsica asociada no es 6ptima debido a la permanencia de
coeficientes negativos en la fila F,, por lo que se necesita aplicar los conocidos pasos del
Método Simplex para hallar la mejor solucién.

Fila | V. Basicas Z Xy X X3 | Xa Xs5q b;
F, Z —-3B3M+6) | —(2M+10) 0| O 0 | —18M
F, X3 1 0 1] 0 0 4
F, X, 0 2 0| 1 0 12
F, Xe, 3 2 0| 0 1 18

Tabla 2

Fuente: Propia.

Primera iteracion: al aplicar el criterio de seleccién de la variable basica entrante vemos, en la
tabla 2, que para grandes valores de M,3M + 6 es mayor que 2M + 10, con lo cual el
coeficiente mas negativo en la fila F, es el de la variable x;, por tanto esta sera la variable
basica entrante. Al dividir los valores del lado derecho en las filas F; y F,, por el
correspondiente coeficiente de x,, se obtiene cocientes de 4 y 6 respectivamente, lo que lleva
a elegir a x3 como la variable basica saliente. En la tabla 3 se resalta la columnay la fila pivote.

Fila|v. Basicas| Z X, X5 X3| X4 | Xsq | b;
| Z | 1|-BM+6)|—-@M+10)[0] 0 | 0 |—18M
Fy Xs 0 [1] 0 1] 0 | 0 4
F, Xy 0 0 2 0] 1 0 12
By | x5, | O 3 2 0] 0 | 1 | 18

Tabla 3. Datos de la primera iteracion resaltando columna y fila pivote
Fuente: Propia.

En la tabla 4 ahora x; remplaza a x; como variable basica, la fila F, se remplaza por el
resultado de la operacién F, + (3M + 6)F;, mientras que la fila F; se remplaza por el
resultado de restar a F5 la nueva fila F; multiplicada por 3.
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Fila | V. Basicas X1 Xy X3 X4 | Xgq b;
Fy Z 0 —(2M + 10) 3M +6 0 0 —6M + 24
F X1 1 0 1 0 0 4
F, Xy 0 2 0 1 0 12
F; Xs5q 0 0 2 -3 0 1 6

Tabla 4. Datos de la segunda iteracién
Fuente: Propia.

Cualquiera sea la solucién que se derive de la tabla 4 no es éptima porque hay coeficientes
negativos en la fila Fy. Se requiere una nueva iteracion.

Segunda iteracion: al acometer una nueva iteracién, a partir del signo de los coeficientes en
la fila F,, en la tabla 4, se encuentra que la variable basica entrante es x,, que la fila pivote es F;
y por tanto la variable artificial x5, es la variable basica saliente.

La tabla 5 es la nueva tabla simplex, que se obtiene cambiando a x, como variable basica en
lugar de x5, y realizando las habituales operaciones sobre las filas.

Fila |V.Béasicas | Z | x, X, X3 X4 Xsq b;
o % 1] o0 0 -9 0 M+5 54
F, X, 0| 1 0 1 0 0 4
F|  x 0| o 0 3 1 ~1 6
Fy X, 0 0 1 3 0 1 3

2
Tabla 5

Fuente: Propia.

La solucién que se obtenga de la tabla 5 no puede ser 6ptima porque aun hay un coeficiente
negativo en lafila F,, este es el correspondiente a la variable x5, por tanto se realiza una nueva
iteracion.
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Tercera iteracion: debido a que tiene el coeficiente mas negativo (realmente es la Unica) en la
fila Fy, x5 es la nueva variable basica entrante. La aplicacién del criterio de cociente minimo
indica que la variable basica saliente es x,. La tabla 6 es la nueva tabla simplex, que se obtiene
aplicando los habituales procedimientos. Dado que no hay coeficientes negativos en la fila F,
se llega a la conclusion que la ultima solucidon es o6ptima. La solucion corresponde a
(2,6,2,0,0) la cual da como valor objetivo Z = 72.

Fila | V. Basicas Z X4 X5 X3 X4 X5a b;
F, Z 1 0 0 0 3 M+ 2 72
F; X, 0 1 0 0 _1 l 2

3 3
F, X3 0 0 0 1 1 1 2
3
F; X 0| 0 1 0 1 0 6
2
Tabla 6

Fuente: Propia.

El ejemplo anteriormente desarrollado, en el que interviene una restriccion dada en forma de
igualdad, el lado derecho es un numero positivo. Frente a restricciones en forma de igualdad
con un numero negativo, primero se multiplica la ecuacién por menos uno (-1) y luego se
aplica el mismo procedimiento anterior. El estudiante debe revisar las lecturas
complementarias y video capsulas de esta semana, donde se ilustra la solucion de ejemplos
que tratan este tipo de situaciones.

En situaciones de desigualdad con valor negativo en el lado derecho también se multiplica
por menos uno cada lado de la inecuacion, con lo cual se invierte el sentido de la desigualdad.

Manejo de modelos de la forma >

El tratamiento dado a modelos en los que aparecen restricciones estructurales en forma de
inecuaciones con el sentido de la forma > se aborda en esta seccién mediante la solucién del
siguiente ejemplo, el que también incluye una restriccién de igualdad y una inecuacién con el
sentido <:
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Ejemplo 3.3. Resolver el siguiente problema de programacion lineal:

Minimizar: Z = 8x, + 10x,

Sujeta a:
6x1 + 2x, < 27
x1 + xz == 12

3x; + 2x, = 30
x120,x220

La solucién la abordamos inicialmente agregando una variable de holgura x5 a la primera
restriccion (por estar dada originalmente en la forma de ecuacién en el sentido <), a la
segunda restriccién se agrega una variable artificial x,, (por estar dada originalmente en
forma de ecuacién). El tratamiento que damos a la tercera restriccion (3x; + 2x, = 30)
inicialmente consiste en restar una cantidad de exceso o variable de exceso xs, y luego
sumarle una variable artificial x4,. Sumando en este caso las respectivas penalizaciones a la
funcion objetivo por efecto de la incorporacién de las variables artificiales y tratarse de un

problema de minimizacién. El nuevo modelo o problema artificial queda como se muestra a
continuacion.

Minimizar: Z = 8x; + 10x, + Mx,, + Mxg,

Sujeta a:

6x; + 2x, + X3 = 54
x,+ x, + X440 =12

3x, +2x, + — X5 + x¢, = 30

=0

X1 = 0; X9 = 0; X3 = 0;X4a = Xg = O;xsa =
En lo que respecta a la funcion objetivo, dado que se pide su minimizacién, se puede convertir
en un problema de maximizacién al considerar el opuesto de la funcién original, es decir, si el
problema es minimizar Z, nos enfocamos en resolver el problema maximizar —Z. Con esta
ultima consideracion el problema queda en la siguiente forma:

Maximizar: —Z = —8x; — 10x, — Mx,, — Mxg,

Sujeta a:

6x; + 2x, + x5 =54
X, + X + X4q =12

3x; +2x, + — X5 + Xgq =30

X120, x,20;, x320;x40 2%x5=20;x5,=0
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Para efectos de preparacién de tal forma que usemos la forma tabular del Método Simplex,
reescribimos el problema para obtener el sistema mostrado a continuacion.

—Z + 8x, + 10x, + Mx,, + Mx,, = 0
6x; + 2x, + x5 =54

x,+  x, +  Xyuq =12

3x; + 2x, + — X5 + Xxgq =30

Atendiendo al hecho que hay en total seis variables y tres ecuaciones de restricciones
podemos seleccionar tres variables no basicas y tres basicas. Se toma el trio x5, x44, Xg, COMO
variables bdsicas. En esta fase de preparacién podemos ver que el sistema no se encuentra
aun en la forma requerida para aplicar la forma tabular del Método Simplex, esto en razén a la
presencia de las variables basicas x,,, X4, €n la fila F, que contiene la funcién objetivo Z, para
eliminarlas F, multiplicamos por —M las filas F, y F; y sumamos los resultados a F,, como se
ilustra a continuacién:

Con esta transformacion la tabla inicial es la siguiente:

Fila | V. Basicas Z X Xy X3 | Xaq | X5 | Xea b;

F, Z -1 —4M + 8 -3M+10 | 0 0 M 0 —42M

F, X3 0 6 2 1 0 0 0 54

F, Xaq 0 1 1 0 1 0 0 12

F5 X6a 0 3 2 0 0 -1 1 30
Tabla 7

Fuente: Propia.

Teniendo en cuenta que M es un valor muy grande, la solucién basica inicial que se obtenga
de la tabla anterior no puede ser éptima porque hay valores negativos en la fila F,,. Para una
nueva iteracién vemos que el coeficiente mas negativo en F; es el de la variable x;, por tanto
esta es la variable basica entrante, al aplicar la prueba de cociente minimo se tiene que la
variable basica saliente es x3. La figura muestra la tabla resaltando la fila y la columna pivote.
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Fila|v. Basicas| Z X1 Xy X3 | Xa4q | X5 | Xeq b;

Fy Z —-1| —4M+8 |-3M+10| O 0 M 0 | —42M

F | | xa 0 6 110 0] 0| 54

F, X4a 0 1 1 0 1 0 0 12

Fs | xg, | O 3 2 0] 0 |-1] 1] 30
Tabla 8

Fuente: Propia.

Las operaciones para obtener una mejor solucién basica factible son: incluir x; como variable
basica en lugar de x3, dividir por 6 la fila F;, restar a F, la nueva fila Fymultiplicada por
(—4M + 8), restar a F, la nueva fila F;, restar a F5 la nueva fila F; multiplicada por 3, lo que da
como resultado la siguiente tabla 9.

Fila | V. Basicas Z | x Xy X3 Xaq Xs | Xsa b;
Fy Z -1| 0 |-5M+22|2M—| 0 M 0 —6M — 72
3 3
I X1 0 1 1 1 0 0 0 9
3 6
F, Xaq 0| O 2 1 1 0 0 3
3 6
F3 X6a 0| O 1 1 0 -1 1 3
2
Tabla 9

Fuente: Propia.

La solucién que puede derivarse de la ultima tabla no es éptima porque aun hay coeficientes
negativos en la fila F,,, por tanto se requiere una nueva iteracion, en la cual la nueva variable
basica entrante es x, y la saliente es x4, ;Por qué? La tabla 10 es la nueva tabla simplex. La
respuesta a la pregunta y la deduccién de la tabla se deja al estudiante como ejercicio de
repaso.

Fundacién Universitaria del Area Andina m



Fila |V.Bésicas | Z | x; | x, X3 X4q Xs X6q b;
F, 7 -1 0 0 |- M+14| o |—-2M + 22| 5M — 22 —M — 94

6 3 3
Fy X 0|10 1 0 1 1 8

3 3 3
F, Xaq 0| 01O 1 1 2 2 1

6 3 3
Fs x; ojo 1| 1 |o -1 1 3

2
Tabla 1

Fuente: Propia.

La presencia de coeficientes negativos en F, obliga a una nueva iteracién con x5 como
variable basica entrante y x,, como saliente. Las usuales operaciones conducen a la tabla 11
como nueva tabla simplex, la deduccion de la tabla 11 a partir de la tabla 10 se deja al
estudiante como ejercicio de repaso.

Fila |V.Basicas | Z | x; | x, X3 X4q Xs X6a b;

F, VA -1 0 0 l M—-11 0 M —105
2

F, X, o1 |o] 1 1 0 0 15
4 2 2

Fy| s olofo]| 1 3 1 -1 3
4 2 2

Bl x olo|1] 1 3 0 0 9
4 2 2
Tabla 11

Fuente: Propia.
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Con grandes valores de M los coeficientes en F, son no negativos, por tanto la solucién que
sale de la tabla 11 es la solucién éptima, en la cual las variables no basicas x3, x4, Yy X¢, toman
valor cero, y por tanto las variables basicas toman los valores:

9 3
x1=—=7,5;x2=z=4,5;x5=z=1,5

De donde se tiene que —Z = —105 0 Z = 105. Con esta parte terminamos el tratamiento del
problema mediante el uso del método de la gran M. a continuacién veremos un método
alternativo conocido como el método de las dos fases.

Método de las dos fases

Aplicando el procedimiento basado en grandes valores de M, las soluciones factibles se dan
cuando se logra que las variables artificiales sean cero, sin que necesariamente se haya
llegado a una solucién éptima. En el ejemplo 3.3 se dio el caso que la primera solucion factible
(en que las variables artificiales son cero) también era la solucion éptima (porque no habia
coeficientes negativos en la fila F;), sin embargo existen casos en que luego de hacer cero las
variables artificiales se requiere mas iteraciones que lleven a una éptima solucion a partir de la
primera solucion factible.

De estas afirmaciones podemos deducir que, en los casos generales, este procedimiento
consta de dos fases: una en la que inicialmente se hacen cero las variables artificiales y otra en
la que con los pasos basicos del Método Simplex se obtiene la solucién éptima. Esto da lugar
al método de las dos fases, que de forma directa haya la soluciéon sin necesidad de considerar
explicitamente grandes valores de M. EIl método de las dos fases se ilustra mediante el
ejemplo 3.4 a partir del mismo problema del ejemplo 3.3.

Ejemplo 3.4. Usar el método de las dos fases para resolver el siguiente problema de
programacion lineal
Minimizar: Z = 8x; + 10x,

Sujeta a:
6x, + 2x, < 54
X, +x, =12

3x, + 2x, = 30
x=20;,x,2>0

Tal como en el ejemplo 3.3 agregamos una variable de holgura x5 a la primera restriccién, a la
segunda se agrega la variable artificial x,,, a la tercera restriccién restamos la variable de
exceso xz Y sumamos la variable artificial x4,. En la primera fase se debe resolver el problema
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de minimizar la funcién objetivo artificial dada por: Z, = x4, + x4, Sujeta al conjunto de
restricciones modificadas, con lo cual el problema en la fase uno es:

Minimizar: Z = Xuq+ Xgq
Sujeta a:

6x, + 2x, + x5 = 54
x,+ x, + X4a =12
3x; + 2x, + - X5 + Xg, = 30

X, 20, x,20;, x320;x342%x520;x5,=20
El problema de maximizacion equivalente es:

Maximizar: —Z = — Xzq— Xga
Sujeta a:

6x, + 2x, + x5 = 54
Xy + Xx, + X4a =12
3x, + 2x, + — X5 + Xgq = 30

X, 20, 2,20, x320;x442%x520;x5,=20

El sistema de ecuaciones que resulta, sobre el cual se aplica el Método Simplex es:

Fo: -Z +  X4a + Xgo = 0
Fy: 6x; + 2x, + X3 = 54
F,: X+ X + X4q = 12
F: 3x; + 2x, —Xs+ Xgo = 30

Al igual que en el ejemplo 3.3, se toma el trio x5, x4, X, COMoO variables basicas. El sistema no
estd en la forma requerida para aplicarle la forma tabular del Método Simplex, debido a que
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aparecen las variables basicas x,,, x¢, €n F,, para eliminarlas sustituimos F, por el resultado
obtenido de F, — F, — F; como se ilustra a continuacion:

Fy: :—Z + X4q + Xgo = 0

-F : -X; =X —X4q ==12

—F3: 0 -3x;, —2x, +Xs —Xgoa =—30
Fo-Fy—Fy ' ~Z —4x, —3x, + X5 = —42

Con esta transformacion la tabla inicial es la siguiente:

Fila | V. Basicas Z X1 Xy X3 | X4q | Xs Xoa b;
F, Z -1 —4 -3 0| O 1 0 —42
F, X3 0 6 2 1101 0 0 54
F, X4q 0 1 1 0] 1] 0 0 12
F; X6a 0 3 2 0 0 -1 1 30

Tabla 12

Fuente: Propia.

La solucién para el mejor valor de la Z artificial dada por la tabla no es 6ptima, siguiendo los
procedimientos asociados con el Método Simplex tabular, se requiere una iteracién para hallar
una mejor. El coeficiente mas negativo en F, es el de la variable x;, que sera la variable basica
entrante, mientras que la variable basica saliente es x5. La tabla 13 es la nueva tabla simplex
obtenida a partir de la tabla 12, se deja al estudiante como ejercicio de repaso la deduccion de

esta tabla.
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La solucién que resulta de la tabla 13 no es éptima. En la siguiente iteracion la nueva variable
basica entrante es x, y la saliente es xg,. El resultado de la operaciones da la nueva tabla

simplex (tabla 14)

Fuente: Propia.

Fila |V.Basicas | Z X1 X, X3 | Xaq | X5 | Xea b;
| 2z |-1| o 5 |20 1| 0o | -6
3 3
| ox 0 1 1 100] 0| o0 9
3 6
Fol e |0 0 2 | 110 o0 3
3 6
F | xe 0 0 1 1o | -1 1 3
2
Tabla 13

Fuente: Propia.
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Fila | V. Basicas Z Xy Xy X3 | X4 | Xs X6a b;
F, 7 -1 0 0 1h 0| 2 5 -1
6 3 3
F, X3 0 1 0 110 1 1 8
3 3 3
F, Xag 0 0 0 111 2 2 1
6 3 3
Fs X, 0 0 1 1o | -1 1 3
2
Tabla 14




Se requiere una nueva iteracién en la que la variable basica entrante es x; y la saliente es x,,.

Fila |V.Basicas | Z X4 X, X3 | Xaq | X5 | Xea b;
Fy Z —1 0 0 0 1 0 1 0
F, %, 0 1 0 1] 1] o0 0 15

4 2 2
Fy| s 0| o 0 131 | -1 3
4 2 2
Bl x 0| o 1 | 13 0| o 9
2 2

Tabla 15

Fuente: Propia.

Aqui se llega a la solucién 6ptima para la funcion objetivo artificial Z = x,, + x¢, = 0 para la

. 15 9 3 . .,
cual se tiene que x; = 5= 7,5; x, = 3= 45; x5 = 5= 1,5, que constituyen una solucion

factible del problema original.

Continuamos ahora con la fase 2. Esta fase se prepara a partir de la tabla final de la fase 1
(tabla 14) eliminando las columnas de las variables artificiales x,, y x¢,, con lo que se obtiene
la tabla 3.16:

Fila V. Basicas VA X, Xy X3 X5 b;
F, Z -1 8 10 0 0 0
F, x, 0 1 0 1 0 15

4 2

F, Xs 0 0 0 1 1 3
4 2

F; X, 0 0 1 1 0 9
2

Tabla 16. Resulta eliminando las columnas de variables artificiales de la tabla final de fase y sustituyendo la
funcién objetivo por la original
Fuente: Propia.
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Para finalizar la fase 2 se requiere primero reajustar el sistema de tal manera que los
coeficientes de las actuales variables basicas sean cero en la fila F,,, para ello obtenemos una
nueva tabla a partir de la tabla 15 restando 8 veces la fila F; y 10 veces la fila F; a la fila Fj, el
resultado es la tabla 17.

Fila  |V.Basicas Z X1 X, X3 Xs b;

Fy z -1 0 0 1 0 ~105
4

Fy X1 0 1 0 1 0 1_5

4 2

F, Xs 0 0 0 1 1 3

4 2

F, X, 0 0 1 1 0 9

2

Tabla 17. reajuste del sistema para finalizar la fase
Fuente: Propia.

Dado que en esta ultima tabla no hay coeficientes negativos, la solucién que se deriva de aqui
es la solucién 6ptima y coincide con la hallada mediante el método de la gran M. es posible
que en otros problemas se deba realizar iteraciones adicionales para llegar a la solucién
6ptima.
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|htrOdUCCiéﬂ Si nos correspondiera resumir lo trabajado hasta este

momento, en el curso de Investigacion de operaciones |,
podriamos indicar que lo mas practico ante la necesidad de
resolver un problema de programacién lineal dado en
forma estandar es abordarlo mediante la forma tabular del
Método Simplex, mientras que para el caso de problemas
en forma no estandar se hace necesario la variante
consistente en el método de la gran M o en el método de
las dos fases.

En esta cartilla, correspondiente a la semana 4 del curso,
presentaremos la forma matricial del Método Simplex,
frente a lo cual se hace necesario el manejo de operaciones
basicas de algebra lineal relacionadas con operaciones con
vectores y matrices, particularmente aquella que tiene que
ver con el calculo de la inversa de una matriz. Veremos que
a partir de la representacion tabular inicial podemos indicar
la correspondiente representacion matricial, y como hallar
la representacion matricial de iteraciones posteriores hasta
llegar a la que arroje la soluciéon o6ptima del problema.
Abordaremos el caso de problemas dados en forma
estandar, asumiendo que se tiene las bases y habilidades
requeridas para resolver algunos de aquellos que estén
dados en otra forma. En el uso del Método Simplex en
forma matricial se pondra de manifiesto la necesidad de
calcular la inversa de una matriz, a la que se llama matriz
base, frente a lo cual, si bien es cierto esto no es un gran
obstaculo, siempre quisiéramos evitar.

El Método Simplex revisado se basa en la forma matricial,
pero presenta la ventaja que evita la necesidad de hallar
explicitamente la inversa de una matriz. Esta cartilla finaliza
con el tratamiento de este método y se muestra su
aplicabilidad mediante la solucién de un problema basico.
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Metodologia

A estas alturas del desarrollo deberia sobrar la recomendacion de cuidadosa lectura de la
cartilla, sin embargo se hace ver nuevamente que esta es el punto de partida y referencia
permanente en el desarrollo del curso en la semana. La descripcion de principios aqui
abordados usa el enfoque basado en la solucién de ejercicios en los que se aplique los
procedimientos asociados a ellos, pero se ha de tener en cuenta que el mejor acercamiento a
la comprension de los temas hace necesario el apoyo de recursos adicionales aqui planteados.

Puesto que buena parte de la temética a trabajar alrededor de la forma matricial del Método
Simplex se basan, l6gicamente en operaciones con vectores y matrices, requiere que el
estudiante afiance las habilidades propias del manejo de este tipo de operaciones, en este
punto es importante remitirse a las lecturas complementarias donde se encuentra ejercicios
resueltos. Se llama nuevamente la atencién sobre la necesidad de aprovechamiento de los
videos propuestos, donde se trata, mediante la solucion y explicacién de ejercicios, la
aplicabilidad de los temas que estudiamos.

El desarrollo de los ejercicios de repaso resulta de vital importancia en el proceso de
preparacion para afrontar, en mejores condiciones, el desarrollo del parcial que ha de
desarrollarse esta semana.
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Desarrollo tematico

Forma matricial del Método Simplex y Método Simplex revisado

Forma matricial del Método Simplex

Dado que ya hemos trabajado el Método Simplex en forma tabular puede resultar facil pasar a
la forma matricial, en este punto es conveniente que el estudiante tenga presente la
necesidad de repasar los elementos de algebra lineal relacionados con vectores y matrices.

Consideremos el modelo general de un problema de programacion lineal en forma estandar
presentado en la cartilla dela semana 1.

Maximizar: Z = ¢1xq + C3Xy + ++ + CpXp

sujeta a:  a1X1 + Qupxp + o Fagx, < by
ar1X1 + AyrXyp + - +a2nxn < bz

Am1X1 + ApaXy + - FapnXn < by

Para llegar a la representacion matricial del modelo sea un vector fila ¢ compuesto por los n
coeficientes ¢y, ¢y, ..., ¢, presentes en la funcién objetivo, x un vector columna compuesto
por las n variables de decisién x4, x,, ..., x,, A la matriz de coeficientes de las restricciones
estructurales, b el vector columna de los m valores de lado dercho by, b, ..., b,, y 0 (cero en
negrilla) un vector de n componentes todas igual acero, es decir:
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x1 all a12 e aln bl 0

X a a oo a
c=1|cy,Cy e, Cpl; X = 32 A= ?1 22 ?n b = b:Z ;bz[(:)]
11 b, 0

Xn a;; a1 .- @

Con lo anterior, basados en el producto de vectores y matrices, encontramos que la funcién
objetivo puede representarse mediante Z = cx, el conjunto de restricciones estructurales se
representa como Ax < b y las restricciones de no negatividad como x = 0, con lo cual la
forma matricial del problema es:

Maximizar: Z = cx
Sujeta a:
Ax<b
x>0

Ante la necesidad de convertir las inecuaciones en ecuaciones se introduce variables de
holgura, una por cada restricciéon estructural, requiriéndose el vector columna x; compuesto
por las m variables de holgura x,,1,Xn42, -, Xpnem Y transformando la representacién
algebraica del modelo seguiin se muestra seguidamente.

Maximizar Z = ¢;x; + C2x5 + ...+ €, Xy, Sujeto a:

ry "="="=soa= o
A1 Xy + QX + o FA X, + X = b,

[ ] 1
A1Xy + AzXy + - +Az, Xy, 1 + Xp42 1= b,

1 1

1 |

] ]

1 |
An1Xq + Am2X2 y il +amnxn :_ +X,,;,,,.:= bl

X1 20, %2205, 205 X471 20; X4y 20

En esta representacion se destaca la disposiciéon de las variables de holgura, y se puede ver
que estos elementos, en el recuadro verde, corresponden al producto de la matriz identidad
de orden m y el vector de variables de holgura x;, de esta manera la matriz A se amplia en la
matriz identidad y el sistema ampliado de restricciones se expresa mediante:

Wl -b s [3) 0
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Hallar una solucion basica factible en la representacion matricial

El proceso para hallar una solucién basica factible, habiendo identificado las variables basicas
y no basicas, corresponde a la solucion del sistema de ecuaciones anterior, con la condicién
que las variables no basicas sean iguales a cero, en el proceso para llegar a ello, y de acuerdo
con los procedimientos estudiados previamente e ilustrados en los ejemplos trabajados hasta
aqui, se podria eliminar del sistema de ecuaciones de restricciones [A4, I], las columnas de
coeficientes de variables no basicas, obteniéndose una matriz B de coeficientes de las
actuales variables bdsicas, si ademds xp es el actual vector variables, la solucién basica factible
es la soluciéon de del sistema:

Bx3=b

A la luz de los principios de algebra lineal, siendo B una matriz invertible, la solucion basica
actual xg corresponde a:

Xp = B_leB = B_lb

Si ademas de lo anterior, denotando con cg el vector de coeficientes de las variables basicas
en la funcién objetivo (incluyendo los ceros de las variables de holgura). El valor de la funcién
objetivo correspondiente a esta solucion basica esta dado por:

7 = CpXp = CBB_lb

Ejemplo de uso de la representacion matricial del Método Simplex

Para mostrar la valides de la forma matricial del Método Simplex consideremos a continuacion
el problema de la empresa la Arenosa. El problema consiste en:

Maximizar Z = 6x; + 10x,
Sujeta a:
X1 < 4

ZXZ <12

3x; +2x, <18
x120, XZZO
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Al incorporar las variables de holgura x5, x3, x5, el problema se transforma en:

Maximizar Z = 6x; + 10x,

Sujeta a:
X4 + x5 = 4
2x, + x4 =12
3x; + 2x, + x; =18

X120, x,20,x320;,x,=20;x5=20

Segun las definiciones asociadas con la forma matricial tememos:

X X3 1 0 1 0 O 4
c=1[610]; x = [x;];xh = lx4l; [4,I1=|0 2 0 1 Of;b= llZl
Xs 3 2 0 0 1 18

Con base en los procedimientos de solucién y resultados presentados en el ejemplo 2.3 y las
expresiones planteadas anteriormente en relacion con la forma matricial, la secuencia de
soluciones basicas factibles son las siguientes:

En el paso inicial:

X, X3 1 0 1 0 0 4
C=[6,10];x=[x];xh=[x4l; [A1l=]0 2 0 1 0;b=l12]
2 X5 3 2 0 0 1 18
(X3 [1 0 O
Xg = x4l;B=B‘1= 010
X5 0 0 1
Entonces:
X3 1 0 0]r4 4
[ml =B'bh=|(0 1 0] l12] = l12]; cg =10,0,0]
Xs 0 0 1/118 18
Por tanto:

[ 4

Z =10,0,0] 12] =0
118

En la primera iteracion:

X3 1.0 0 10 0]
x3=lle;B=o 2 of;B1=|0 5 0
Xs 0 21 0 -1 1
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Entonces:
X3 1 (1) 0 4 4
lle:B‘lbz 0 3 0 [12]=H;c3=[0,10,0]
X
> 0o -1 1/ 18 'O

4
Z =10,10,0] [6l =60
6

Por tanto:

En la segunda iteracion:

_1 1 0_
X3 1 0 O i
xB_lle,B 0 2 o;B'=|0 = 0
X, 0 2 1 :
0 = 1
| 3
Entonces:
_1 1 1_
X3 i 3 4 2
lle:B‘lbz 0 = 0 [12]=H;c3=[0,10,6]
X 21 L[l L2
0 —_ —
i 3
Por tanto:

2
Z =10,10, 6] [6] =72
2

Lo anteriormente presentado, verificacién de los resultados del ejemplo resuelto, evidencia la
consistencia de la forma matricial del Método Simplex como forma alternativa de
representacion y solucién de problemas de programaciéon dados en forma estandar.

Forma matricial de cualquier iteracion

Para analizar lo concerniente a la representacion matricial del sistema de ecuaciones en
cualquiera de las iteraciones consideremos la tabla inicial de la forma tabular del método
simple en el caso del ejemplo de la empresa la Arenosa, a continuacion resaltamos en la tabla
1 un conjunto de bloques que resultan de interés para la discusién.
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Fila |v. Basicas | Z Xy | Xp | X3 | X4 |Xs5| b

Fy z |[1][=6]=10] o [ o [o][[0

F, X3 off 1| 0 ff1] o |of 4

F, X4 offo | 20| 1 |0} 12

F; Xs ofy3 | 20 0 |1}]18
Tabla 1

Fuente: Propia.
Se puede observar, a partir de la tabla 1, que esta se puede representar mediante la siguiente
ecuaciéon matricial.

[0 —c 0][ ] [] ecuacion matricial (de la tabla inicial)

A partir de esta representacion matricial inicial se puede hallar la representacion respectiva de
cualquier iteracién, el resultado de proceso correspondiente a las habituales operaciones
algebraicas sobre filas se logran mediante la multiplicacién por la izquierda de ambos lados de
la ecuacion matricial por una matriz apropiada. Para saber cudl es tal matriz tengamos en
cuenta las expresiones x, = B~'b y Z = ¢, B~1b, tratadas en la seccién 4.x, a partir de las
cuales expresamos un nuevo vector compuesto por estos dos elementos, a continuacion se
muestra este vector y la equivalencia como el producto de una matriz y un vector.

[Xb] [ch 1b] [1 c,,B “b]

Ahora multiplicamos por la izquierda cada lado de la ecuacién matricial inicial por la matriz.
[1 CbB

Se tiene:

[1 ch ][ —c 0 [1 c,B~1

0 0

[1 c,B'A-c ¢,B7! ] _ ch‘lb
0 B4 B'b
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Sintesis del Método Simplex en forma matricial

A manera de resumen del uso del Método Simplex en forma tabular presentamos la siguiente
secuencia de pasos:

R/
£ %4

Procedimiento de inicio: a partir del problema dado en forma estandar se introduce
las variables de holgura, con ello se define el vector xg compuesto por el conjunto de
variables basicas de esta parte inicial, el vector cg compuesto por los coeficientes de
las variables basicas iniciales y las matrices B,B~! (en el inicio B = B! = I). En este
mismo paso se verifica si se cumple la prueba de optimalidad, en la que todos los
coeficientes de las variables no basicas deben ser no negativos.

Procedimientos iterativos:

* Paso 1 de iteracion: identificar la variable bésica entrante atendiendo al coeficiente
mas negativo de las variables no basicas en la anterior iteracién.

* Paso 2 de iteracién: identificar la variable bdsica saliente atendiendo al criterio de
coeficiente minimo en la anterior iteracion. En este caso se debe tener en cuenta
que el producto B~14 (para el caso de las variables de decisién originales y B~1
(para las variables de holgura) permiten hallar los coeficientes de la variable basica
entrante. Por otro lado, el resultado de xz = B~1h permite establecer los valores
del lado derecho del sistema de ecuaciones.

* Paso 3 de iteracion: identificacion de la actual solucién basica factible. La matriz B
se actualiza sustituyendo la columna de coeficientes de la variable basica saliente
por la respectiva columna en la matriz ampliada [A, I] de la variable basica que
entra.

Prueba de optimalidad: se debe determinar los coeficientes de las variables no

basicas en la fila de la funcion objetivo, para ello se debe ubicar los de las variables

originales en cgB~! — c y los de las variables de holgura en cgB~1. Se sabe que si los
coeficientes de las variables no basicas son no negativos, la solucién basica factible
actual es la solucidn éptima, de lo contrario se debe realizar una nueva iteracion.
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Aplicaremos a continuacion la forma matricial del Método Simplex para resolver el problema
de asignacion de recursos de la empresa La Arenosa.

Ejemplo 4.2: resolver el problema de la empresa La Arenosa mediante la forma matricial del
Método Simplex.

Solucion:

El enunciado del problema original es:

Maximizar Z = 6x; + 10x,
Sujeta a:

X1 < 4

2x, <12
3x, +2x, <18
x=20;,x,=>0

Al incorporar las variables de holgura x5, x,, x5, el problema se transforma en:

Maximizar Z = 6x; + 10x,

Sujeta a:
X4 + X3 = 4
2Xx, + x4 =12
3x; + 2x, + xg =18

Del nuevo sistema se deduce que:

1 0 1 0 0 4
c=1[6,10]; [411=]0 2 0 1 o;bzllzl
3 20 0 1 18
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Procedimiento de inicio: se selecciona las variables de holgura como variables basicas
iniciales, entonces:

X3 4 1 0 0
Xp = lx4l=[121; cg=1[0,0,0; B=B1=|0 1 0
Xs 18 0 0 1

Para verificar que la soluciéon que sale de aqui no es 6ptima se observa que:

1 0 0
c,B~1A—¢c=10,0,0] [0 1 0] —[6,10] = [-6,—10]
0 0 1

Como entre los coeficientes que resultan hay valores negativos, la solucién no es éptima.
Primera iteracion:

% Paso 1 de la primera iteracion: el calculo cgB~14 — ¢ = [—-6,—10] en la prueba de
optimalidad del procedimiento de inicio indica que el coeficiente de la variable no
basica x, es el mas negativo (—10), por lo tanto x, es la variable basica entrante.

% Paso 2 de la primera iteracidon: Los coeficientes de x, en las restricciones
corresponden a la segunda columna del producto B4, este producto es:

1 0 OJ[1 O 1 0
0 1 0fj0 2(=[0 2

0 0 1113 2 3 2

B 14 =

Por otro lado, los valores del lado derecho estan dados por el vector x inicial, cuyos
componentes son 4,12 y 18, al dividir estos valores por los respectivos coeficientes
positivos de x, y aplicar la prueba de cociente minimo se llega a que la variable

. 12 18
saliente es x, (7 = 6; 5= 9).

¢ Paso 3 de la primera iteracion: se actualiza la matriz B sustituyendo la columna de
coeficientes de x, por la columna de coeficientes de x,, teniéndose entonces que
B, B™1,x5, cg, son:

10 0 1(1)0
B=020,B‘1=050
0 2 1 o A
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x3 1 g 0 4‘ 4‘
xB=[le=B‘1b= 0 = 0||12 =H:63=[0,10,0]

X

> 0 -1 1) 18 '

Prueba de optimalidad: el conjunto de variables no basicas esta formado ahora por x; y x4,
por ser x; una variable original, de cgB 14 — ¢ obtenemos su coeficiente en la funcién
objetivo, el producto es:

1 0 0
0 10
c,B1A—c=1[010,0]0 = o [0 2]—[6,10]=[—6,—5]
0 -1 1B 2

Por tanto el coeficiente de x,; es —6, mientras que, por ser x, una variable de holgura, del
1 4
producto cgB~1A4 obtenemos su coeficiente en la funcidn objetivo, el producto es:

1 0 O
1
cgB~1 =10,10,0] |0 7 o|=10,5,0]
0 -1 1

Por tanto el coeficiente de x, es 5. Como el coeficiente de x; es negativo la actual solucion
que de aqui surja no es 6ptima.

Segunda iteracion

+» Primer paso de la segunda iteracion: de la iteracion anterior se deduce que la variable
basica entrante es x;.

+ Segundo paso de la segunda iteracion: los coeficientes de x, en las restricciones se hallan
de la primera columna del producto B~14, el producto es:

1(1’010 1 0
B‘1A=0§002=01
A | £ ] B E

Los valores de x5 en la anterior iteracion son 4,6y 6, lo que junto a la prueba de cociente
minimo indica que la variable saliente es x:.

*» Paso 3 de la segunda iteracion: la actualizacién de B sustituyendo la columna de
coeficientes de xs por la de coeficientes de x,, permite hallar los siguientes elementos.
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_1 1 1_
1 0 1 i
B=|0 2 o|;Bt=|o0 5 0
0 2 3 . 1 1
| 3 3
_1 1 1_
3 3l 4 2
X3 1
XB:lle:B_lb: 0 — O 12 = 6;CB:[O!10’6]
X1 2
o -+ 1illsl Lo
| 3 3.

Prueba de optimalidad de la segunda iteracion: las variables no basicas ahora son x, y x5,
por ser variables de holgura, sus coeficientes en la funcién objetivo se obtienen del producto

CBB_I:
_1 1 1_
3 3
1
cgB~1=1[0,10,6]|0 5 0= [0,3,2]
o 11
i 3 3

Entonces el coeficiente de x, es 3y el de x5 es 2, ninguno de los dos es negativo, por lo tanto
la solucién que de aqui se obtenga es la soluciéon éptima, los valores de las variables son
entonces:x; =2; x, =6; x3=2; x, =0; x5 = 0.

Lo anterior evidencia la consistencia de la forma matricial del Método Simplex como
alternativa de solucién de problemas de programacién dados en forma estandar. Para cerrar
el andlisis vale la pena hacer notar que los procesos de calculo se basan en operaciones entre
vectores y matrices a partir de elementos iniciales, pero en cada iteracion, luego de la
actualizacién de la matriz B siempre se requiere hallar la nueva matriz inversa B™1, lo que en
algunos casos puede representar un tedioso trabajo si no se cuenta con herramientas que
agilicen su calculo. Sin embargo posteriormente en esta misma cartilla estudiaremos un
nuevo procedimiento, conocido como Método Simplex revisado, que facilita la actualizacion
de la matriz inversa como parte del proceso de soluciéon de problemas de programacioén lineal,
dados en forma estandar, mediante la forma matricial del Método Simplex.
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Principio fundamental del Método Simplex

El trabajo de la seccion anterior de solucion de problemas de programacioén lineal dados en
forma estandar, con base en la representacién matricial, permite resaltar un principio
fundamental que sera de gran utilidad en la siguiente seccién correspondiente al estudio del
Método Simplex revisado y en la préxima cartilla, al abordar los fundamentos de la dualidad y
el andlisis de sensibilidad. Una primera idea de estos principios tiene que ver con el hecho que
la fila F, de la representacion tabular inicial corresponde a la fila [—c, 0, 0], mientras que las
filas restantes corresponden a [A, I, b]. Luego de cada iteracion, los nuevos coeficientes de las
variables de holgura en la fila F, se hallan mediante cgB~! mientras que en las filas restantes
se hallan mediante B™1, donde B la matriz de coeficientes de las actuales variables basicas en
las restricciones y cg los coeficientes de las variables basicas en la fila F,. En resumen, a partir
de la tabla inicial, en cualquier iteracion los coeficientes se obtienen mediante:

FilaF, = [—¢,0,0] + cgB1[A, I, b]
Filas F,a F, = [—¢,0,0] + cgB~[A, 1, b]

Dada la importancia de los valores en la tabla o iteracién final, lo que da la solucién éptima,
usaremos la siguiente notacion para referirnos en adelante a elementos de la solucién 6ptima.

Sea B la matriz de coeficientes de las variables basicas luego de la ultima iteracion, denotamos
entonces:

$° = B~ = Matriz de coeficientes de las variables de holguraen F, a E,,
A° = B~1A = Matriz de coeficientes de las variables originales en F; a E,,.
y° = ¢gB~! = Vector de coeficientes de las variables de holgura en F,,.
z° = cgB~ 1A = vector agregado por el método simplex al vector — c inicial.
(se da que z° — c son los coeficientes de las variables originales en F)
Z° = cgB~1b = Optimo valor de la funcién objetivo.
b° = B~1b = Valores del lado derecho del caso éptimo en F, a E,.
Consideremos ahora la situacion en la que conocemos la tabla inicial, definida mediante:

t t=[-c| 0 |0] FilaF,

Ti=

; con{
T T=[A |1 |b] FilasF, aE,
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Si también conocemos el vector X° de coeficientes de las variables de holgura en F,, en la tabla
final y la matriz §° de coeficientes de las variables de holgura en las filas F; a F,, En la tabla
final, entonces podemos hallar el resto de la tabla final mediante lo que, al menos en este
curso, se denomina principio fundamental del Método Simplex, cuyas férmulas se presentan a
continuacion:

t*=t+y°T==[y’A—c | y° | y°b]
T° =S°T=S°[A | I | b] =[S°A | S° | S°D]
Para verificar el cumplimiento y uso de este principio fundamental del Método Simplex

tomemos nuevamente el problema de la empresa La Arenosa. En este caso la tabla inicial y la
respectiva representacionmatricial son las siguientes:

Fila| v/ Basicas | Z | %1 | Xxp |x3|x4|xs| b;
Fol Z |1|-6/—-10{0|0|0| 0| ¢=[c|0]|0]=[-6-10]0,0,0] 0]
Fy X3 01 O [1(0]0]| 4
1 010 0 4
Fpbl x4 (010 2 0/1/0]|12) T=[4]|1]|b]= [0 210 1 0 12]
F3 X5 0| 3 2 |0(0]1]18 3 210 0 1118
Tabla 2

Fuente: Propia.

En la tabla final, que da la solucion éptima al modelo planteado, se resalta el vector y° y la
matriz §¢, estos componentes separados y la tabla final se muestran a continuacion.

Fila V. Basicas Z X1 [Xp| X3 | Xg4 | X5 bi yo:[O: 3, 2]

Fy VA 1/ 0 [0(0| 3| 2 |72

F X3 0 o(1| 1| 172 1 i1
3 3 3

F, Xy olofl1lol1]o0]|6e6 s°=o % 0
2

Fs| % |0] 1|00 _I]1]2 0o > 1
3| 3 i 3
Tabla 3

Fuente: Propia.
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Si bien es cierto que ya se conoce los demas elementos de la tabal final, realizaremos ahora los
calculos que permitan verificar el cumplimiento de las férmulas asocoadas con el principio
fundamental del Método Simplex, segun las cuales a partir de la tabla inicial, el vector y° y la
matriz $° se puede completar la tabla final. Los calculos son los siguientes.

Primeraparte: t° = [y’A—c | y° | y°b]

1 0
y°’A—c =10,3,2] [O 2| —1[6,10] =[6,10] — [6,10] = [0, 0]
3 2

4
y°b = [0, 3,2] [12] =72
18
Entonces:

t°=1[0,0]0,3,2 |72]

Segunda parte: T° = [S°A | S° | S°]

_1 1
3 1 0 0 0
1
S"A=0E 0 (|0 21=10 1
1 1
0o —= =B 20 1 o
i 3
— 1 1_
3T P
1
S"b=0E 0 ||12]=]6
1 1
o —- = |8l [2
i 3 3.
1 1 1 1
1
T° =10 1 OE 0 6
1 1
1 0 0 —= = 2
3 i
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Tal como era de esperarse, los calculos muestran la coincidencia con los otros elementos de la
tabla final.

Método Simplex revisado

Este método se fundamenta en la forma matricial del Método Simplex, por lo que hay que
usar las ideas asociadas con variables basicas entrante y saliente, entre otros, pero presenta la
ventaja de facilitar la actualizacion de la inversa de la matriz B.

Para formalizar el estudio del Método Simplex revisado consideremos las siguientes ideas:

x, = Variable basica que entra
a;, = Coeficiente de x; en la i — esima restriccion (i = 1,2, ..., m)
r = Numero de la ecuacién que contiene la variable basica que sale.

En lo que sigue de este tema denotaremos como B! la inversa de la antigua matriz By como
B;! la inversa de la nueva matriz B. Con base en en esto y las definiciones anteriores y
fundamentados en procedimientos relacionados con operaciones entre filas, se puede llegar a
expresiones que permitan calcular el elemento en la posicion (i,j) de la matriz B!
(simbolizado como (B;;1) ij ) a partir del elemento en la posicion (i,j) de la matriz B;1,
(simbolizado como (B;1) ij )- La expresion de calculo es la siguiente:

(B.Y i — ZT”; (BY), sila fila i no es la misma filar.

(B2Y) ij =

1 _ , , , , .
- (BaY)yj sila filaies la misma filar
Tk
En forma matricial lo anterior se puede escribir como:
B;' = EB;!

Siendo E una matriz obtenida a partir de la matriz identidad I remplazando la r — esima
columna de I por el vector p definido mediante:

a:
ik . . . , ,
01 -— si la filaino es la misma filar
Ark
p= ,COM Py =
1
Pn - sila filaies lamisma filar
a
Tk
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Se muestra ahora el uso del Método Simplex revisado mediante la solucién del problema de la
empresa la Arenosa.

Ejemplo 4.3:
Aplicar el Método Simplex revisado para resolver el problema del ejemplo 4.1y 4.2.

Solucion: luego de incorporar las variables de holgura, representar el respectivo modelo en
forma matricial y seleccionar las variables de holgura como variables basicas iniciales

tenemos:
X3 4 1 0 O 1 0
xB:lx4l:l1zl;cB:[O,O,O];B:B‘lz[O 1 0[;A=]0 2]
Xs 18 0 0 1 3 2

Se calcula ahora el resultado de ¢, B~14 — ¢ para hallar los coeficientes de las variables no
basicas x4, x,.

1 0 0
c,B~14—¢c=10,0,0] [0 1 0] —[6,10] = [-6,—10]
0 0 1

Prueba de optimalidad: La existencia en el resultado de valores negativos indica que la
actual solucién no es 6ptima.

Iteracion 1: como tiene el coeficiente mas negativo en la fila de la funcién objetivo, x, es la
variable basica entrante, con lo cual, a la luz del Método Simplex revisado, k = 2.

De la matriz B~1A los coeficientes de x, en las ecuaciones 1, 2 y 3 son los valores de la

segunda columna, como se tiene que
1 0 0J[1 O 1 0
0 1 0||0 2|=]|0 2

0 0 1413 2 3 2

B 14 =

Entonces los coeficientes buscados son:
a1, = 0; a; = 2; az; =2

Dividiendo los valores del lado derecho de las ecuaciones (4, 12 y 18) por los respectivos
coeficientes positivos de x,, y segun el criterio de minimo cociente, se encuentra que la
variable basica saliente es x,. Al ser x, el segundo componente del vector xz, se tiene que
r=2.

Se requiere ahora actualizar la inversa de la matriz B, para lo cual calculamos primero el vector
p Yy luego la matriz E (cambiando la segunda columna de la matriz identidad por el vector p).
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_ A1z
! 0
;‘22 1 0 0
1
p=|—|=|L[E=|o = o
Az 2 2
/ 0 -1 1
_ Q32 -1
Az
Entonces, la nueva matriz B~1 es:
1 (1) 0 10 0 1 2 0
B;,'=EB;'=EI=|0 = o|lo 1 o|l=|l0o = o
2 00 1 2
0 -1 1 0 -1 1
La actualizacion de xp y cp resulta en:
X3 1 (1) 0 4 4
X
5 0 -1 1 18 6

Prueba de optimalidad: las variables no basicas son ahora por x,(variable original) y x,
(variable de holgura). Hallamos el coeficiente de x; en la funcién objetivo mediante el calculo
de cgB~1A — cy tenemos:

1 0 0
0 10

c,B1A—c=1[010,0l0 = o [0 2]—[6,10]=[—6,—5]
0 -1 1B 2

Se verifica entonces que el coeficiente buscado es —6, mientras que del producto cgB~1A
hallamos el respectivo coeficiente de x,, el producto es:

1 0 0
1
cgB~1 =[0,10,0] |0 > 0 = [0,5,0]
0 -1 1

Con lo cual el coeficiente de x, es 5. Como el coeficiente de x; es negativo la actual solucién
que de aqui surja no es 6ptima.

Iteracion 2: de la iteracion anterior se sabe que el coeficiente mas negativo en la fila de la
funcién objetivo es el de x;, por tanto esta es la variable basica entrantey k = 1.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina



Los valores de la primera columna de B~14 son los coeficientes de x; en las ecuaciones 1,2y

3, como se tiene que

10 0]y
BlA=|0 = of|lo 2|=
2 3 2

0 -1 1

Entonces los coeficientes buscados son:

a;; =1; az; = 0; az; =3

1 0
0 1
3 0

|

Los valores de x5 en la anterior iteracion son 4,6 y 6, (nuevos valores del lado derecho de las
ecuaciones), al dividir respectivamente estos valores por los coeficientes positivos de x; el
criterio de cociente minimo indica que la variable saliente es xz y por tantor = 3

Ahora el vector p y la matriz E son:

_au] oo
Gl |73 10
al
p=|-—2|=| 0 ;E=]0 1
azy
1 1 0 0
| a3, |
Entonces, la nueva matriz B~1 es:
1
1 0 —=||1 0 O
3 1
B;'=EB;'=10 1 o0 |lo = o|=
1 2
0 0 =110 -1 1
3

Los nuevos Xg y € son:

R
X3 3 3r 4 2
Xp = lle =B7'b=|0 - 0 [12] = H; cg = [6,10,
X1 1 18 2
0 =3 3

1
0
1
3
— 1 1_
1 = ==
3 3
0 L 0
2
0 1 1
i 3
0]
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Prueba de optimalidad de la segunda iteracion: las variables no basicas en esta iteracion
son x, Y x5, (ambas variables de holgura) sus coeficientes en la funcién objetivo resultan de

cpB1A.
L
13 -
czB-1 = [0,10,6]|0 % 0 |=10,32]
1 1
0 -3 3|

Como tales coeficientes son positivos la solucidn correspondiente a esta iteracidén es éptima.

Se destaca en este procedimiento la facilidad que ofrece el Método Simplex revisado en el
sentido de evitar el cdlculo explicito de la inversa de la matriz B, en razén a que ofrece un
procedimiento directo de actualizacion.
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Introduccion

Las primeras cuatro cartillas de este curso de Investigacién de operaciones | las hemos
dedicado fundamentalmente a aspectos relacionados con la busqueda de una solucién a
un problema a partir de un modelo inicial formulado a partir de un contexto propio de
programacion lineal, sin embargo, en investigacion de operaciones en general y en
programacion lineal en particular, no siempre se llega al trabajo final mediante la solucién
de un modelo inicial. Se debe considerar la posibilidad de revisar el modelo planteado y
gue a partir de ello se pueda encontrar una mejor solucion. Aunque es valido pensar que
ello demande la necesidad de resolver otro problema desde cero, en programacion lineal
existe un conjunto de principios que podrian aplicarse a partir de la solucién de un modelo
inicial, tales principios hacen parte de lo que se conoce como analisis de sensibilidad, en lo
cual resulta de vital importancia un tema previo de gran importancia, este corresponde a
la teoria de la dualidad.

En esta cartilla 5, en la que el curso ya ha pasado su meridiano, abordamos los temas
relacionados con teoria de la dualidad y analisis de sensibilidad, los que para nuestro
ambito hacen parte de los primeros temas avanzados en el area de programacion lineal.

El desarrollo de la cartilla inicia con una introduccién al analisis post 6ptimo, destacando
en ello los precios sombra, que muy cercanamente estan relacionado con la teoria de la
dualidad. Seguidamente abordamos en si los principios de la teoria de la dualidad para
finalizar el desarrollo con un breve tratamiento del analisis de sensibilidad.
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Recomendaciones metodoldgicas

Como recomendacion basica, al igual que las semanas anteriores, se plantea la juiciosa 'y
cuidadosa lectura de los temas tratados en esta cartilla, de manera simultanea o bien al
final de la misma es importante la revisidn de los recursos adicionales ofrecidos en el
madulo.

En la seccién lecturas complementarias el estudiante encontrara ejercicios resueltos que
refuerzan las exposiciones hechas en la cartilla, aprovechar este recurso es una buena
estrategia de cercamiento al alcance de los objetivos propuestos, también se recomienda
la visualizacién de los ejercicios y contenidos ilustrados en los videos cuyos enlaces son
ofrecidos a través de la seccién de video capsulas, estos videos proporcionan
explicaciones vivas del tema y solucion de problemas.

Tratandose de contenidos en los que se debe realizar calculos matriciales en los que se
aplica los principios tratados en el mddulo, entre los recursos del médulo se presenta un
resumen de principios que se aplican en el desarrollo de ejercicios y solucién de
problemas relacionados con teoria de la dualidad y el andlisis de sensibilidad.

Como todo proceso de aprendizaje demanda enfrentamiento del estudiante a desafios a
través de los cuales pueda verificar, para si mismo la apropiacién de los contenidos, se
presenta la seccion de ejercicios de repaso, en la cual se encuentra ejercicios propuestos
sobre la tematica de esta cartilla. Se recomienda al estudiante tener presente el material
del video resumen de esta semana.

Adelante con el aprovechamiento de los recursos.
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Desarrollo tematico

Fundamentos de dualidad y analisis de sensibilidad

Introduccion al analisis post dptimo

La solucién de un problema de Investigacidon de operaciones no siempre va hasta la
aplicacion de un procedimiento o algoritmo que entregue la solucién éptima del problema
a partir del modelo planteado, siempre se debe hacer un analisis posterior conocido como
analisis post 6ptimo, esto es particularmente aplicable a los problemas de programacion
lineal. Por ejemplo, en problemas que involucran muchisimas restricciones estructurales y
variables de decision, es importante realizar variaciones al modelo tomando en cuenta
posibles situaciones no consideradas antes, lo que lleva a que luego de hallar una solucién
Optima, se procede a resolver diferentes versiones del problema con las variaciones que
se considere. Podria resultar muy tedioso las multiples aplicaciones del algoritmo de
solucién, sin embargo, utilizando una técnica conocida como reoptimizacion, se puede
inferir los cambios a realizarse a partir de la tabla que da la solucién a reoptimizar, con la
ventaja que una mejor solucién, correspondiente al modelo modificado, generalmente se
encuentra con mucho menos trabajo.

Concepto de precios sombra

En restricciones estructurales de la forma < b; los valores de los b; representan limites de
recursos, que generalmente estan asociados con decisiones del administrador, pero en el
analisis post optimo podrian aumentarse a cambio de que se justifique mediante un
significativo beneficio adicional en la funcién objetivo. Frente a lo anterior resulta
importante conocer en qué medida mejora la funcién objetivo con el aumento de los
valores de b;. En el contexto de aplicacion del Método Simplex se habla de precio sombra.
El precio sombra del i — esimo recurso, simbolizado mediante y; mide la razén a la que
mejora la funcién objetivo Z como consecuencia de un aumento en b;. En la aplicacién del
Método Simplex, aunque no se ha hablado de ello, el precio sobra de la i — esima
restriccion corresponde al coeficiente con que aparece la i — esima variable de holgura
en la fila F, de la tabla simplex final.

Segun lo indicado en el parrafo anterior los precios sombra en el problema de la empresa
o o _3 _o g . .
La Arenosasonyy = 0; y; = P 1, lo que significa que, por ejemplo, un incremento

de una unidad en el valor b, (de 12 a 13) da lugar a un aumento de % en la funcién
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objetivo. Con esta informacién el administrador cuenta con mayores elementos pare
decidir si se altera el modelo.

En relacién con lo antes esbozado, encontramos en el drea de la programacién lineal el
concepto de dualidad, segun el cual con cada problema de programacion lineal, al que se
le Ilama problema primal, se asocia otro problema conocido como problema dual. A partir
de los fundamentos de la dualidad en la programacién lineal se estudia las diferentes
relaciones entre los dos problemas. Un hecho de particular importancia es que al hallar la
solucion éptima del problema dual se tiene valiosa informacién para hallar los precios
sombra, también encontramos la importancia que reviste se relaciona con el analisis de
sensibilidad post 6ptimo.

Principios de dualidad en programacion lineal

Para ilustrar el concepto de dualidad en programacion lineal, se presenta a continuacion la
forma algebraica del modelo genérico del problema original, o problema primal, en forma
estandar y el respectivo problema dual.

Maximizar: Z = ¢1x1 + C3x5 + -+ x| Minimizar: W
= byx1 + byxy + -+ bypxp,
sujeta a:
ay1X1 + A%, + - +agpx, < by sujeta a:
Az21%1 + Q%7 + - +azpXy < by a;1y1 + A1y + A Ym = €1
S A1py1 + Az2Y2 + 0+ AV S G
Am1X1 + Xy + - FapmnXn < by HEE
A1pY1 + A2pY2 + - FApdn < Cp
x=20%x2=20,..,x,=20
x=20%x2=20,..,x,=20
\ Forma algebraica del problema primal \ Forma algebraica del problema dual

Tabla 1

Fuente: Propia.

Formulacién de problema dual en forma algebraica

De la representacion algebraica del problema dual a partir de la del primal, presentada en
la seccidn anterior, se puede decir que el modelo del problema dual se puede hallar del
primal mediante las siguientes transformaciones:
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* El problema dual es un problema de minimizacién si el primal es de maximizacion.

* Variables de decisién del problema dual: es un nuevo conjunto de m variables
Y1, Y2, - Ym, donde m es el nimero de restricciones estructurales del problema primal.

* Coeficientes de funcion objetivo: los coeficientes de las variables de decision en la funcion
objetivo del problema dual son los m valores b; del lado derecho de las restricciones del
problema primal.

* Valores del lado derecho: los valores del lado derecho de las restricciones estructurales
del problema dual son los n coeficientes ¢y, ¢, ..., ¢, de las variables de decision en la
funcion objetivo del problema primal.

* Coeficientes en las restricciones: los coeficientes de las variables de decision en la
k — esima restriccion estructural del problema dual son los coeficientes de la k — esima
variable en el problema primal (los coeficientes de la primera variable en las restricciones
del primal son los coeficientes de la primera restriccion en el problema dual y asi
sucesivamente).

¢ Sentido de la desigualdad de cada restriccion: el sentido de la desigualdad cambia del
problema primal al dual

Un ejemplo basico de formulacion del problema dual

Ejemplo 5.1: a continuacidn se presenta la formulacién algebraica del problema primal y
del dual correspondiente al modelo de la empresa La Arenosa.
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Forma algebraica del problema de la empresa La Arenosa

Maximizar Z = 6x; + 10x, Minimizar w = 4y; + 12y,
Sujeta a: + 18y;
Sujeta a:
x1 < 4
2x2 <12 Y1 +3y32 6
3x1 +2x, <18 2y, + 2y3; = 10
X120, x,20 v1=209,=20;, y;=0

Problema primal Problema dual

Tabla 2

Fuente: Propia.
Formulacién de problema dual en forma matricial

A partir de lo anterior, y teniendo en cuenta cdmo se obtiene la representaciéon matricial a
partir de la representacién algebraica, para el problema dual se tiene el vector fila b
compuesto por by, by, ..., b,,,, el vector columna y compuesto V4, Vs, .., Y, ademas
se puede ver que AT es la matriz de coeficientes de las restricciones estructurales, C el

vector columna compuesto por Cq, Cy, ..., Cy, entonces la relacion entre las
representaciones matriciales de los problemas primal y dual es:

Atendiendo a las propiedades de producto de matrices, AT_‘y se puede expresar como
yT A (o YA si se considera desde el inicio al vector ¥ como un vector fila).

Ejemplo 5.2: representacién matricial de los problemas primal y dual del modelo de Ia
empresa La Arenosa.
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Forma matricial del problema de la empresa La Arenosa

X1 V1
Maximizar: Z = [6,10] [ ] Minimizar: W = [4,12,18] |-
Xy Y2
Sujeta a: Sujeta a:
1 0][*: 4 Y1 6
[02] < |12 [(1)833’22
3 211X 18 Y2 10
X1 V1
=0 y = |V2
Xy Y2
‘ Problema primal ‘ Problema dual
Tabla 3

Fuente: Propia.

Dado que z = (24, 2y, ... Z,) = cgB~1A4 es el vector agregado por el Método Simplex en
cada iteracion al vector - ¢ = (—c;, —¢y, ... —C,,) de coeficientes iniciales, entonces, en
cada iteracidon sobre el problema primal, los coeficientes de las variables originales

X1, X3, - Xn, Xn41 €N la fila Fy son respectivamente los componentesde z — ¢ = (z; —
C1,Zy — Cy, ... Zy — Cp), Mientras que, los coeficientes de las variables de holgura

(Xn42s ---» Xnem) €n la misma fila son los componentes de y = (y4, y2, ---, ¥m)- Entonces,
segun la formulaciéon del problema dual a partir del primal, se puede afirmar que el
problema dual es una forma alternativa de plantear la meta a lograr, a través del Método
Simplex, la solucién éptima del primal que satisfaga la condicién de optimalidad,
establecida en términos de los coeficientes de las variables en la fila F, como x; = 0,x, =
0,.x,=20,yy; 2,9, 20,...,¥, = 0.

Cuando se alcanza la condiciéon de optimalidad es claro que el vector y = (y41, V2, ) Ym)
es una optima solucion del problema dual, en cuyo caso se simboliza mediante

y° (y 6ptimo) de componentes y?, 9, ..., y2 y el valor éptimo de la funcidn objetivo W

del problema dual coincide con el éptimo Z del primal. Los valores 6ptimos y7, v3, ..., Vi
del problema dual corresponden a los precios sombra del problema primal.
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Propiedades de la dualidad y relacion dual-primal

A continuacién se muestra las propiedades de la dualidad que permiten resumir las
relaciones entre los problemas primal y dual, se presenta estas propiedades en términos
asociados con la representacién matricial del modelo del problema.

* Propiedad de dualidad débil: sea el vector x una solucidén factible del problema primal y
sea y una solucidn factible del problema dual, entonces:

cx° = by°

* Propiedad de dualidad fuerte: sea el vector x° una solucién 6ptima del problema primal y
sea y° una solucion 6ptima del problema dual, entonces:

cx < by

* Propiedad de soluciones complementarias: mediante el Método Simplex, en cada una de
las iteraciones, se puede hallar una solucidn factible x del problema primal y una solucion
complementaria y del dual (que corresponde a los coeficientes de las variables de holgura
en la fila Fy) tales que:

cx = by

La propiedad de holgura complementaria establece que si x no es una solucién
Optima del problema primal, entonces y no es una solucidn factible del problema
dual.

* Propiedad de soluciones complementarias dptimas: al final, mediante el Método Simplex
se puede hallar una solucién éptima x° del problema primal y una solucidn
complementaria y° del dual (correspondiente a los coeficientes de las variables de holgura
en la fila Fy) tales que:

cx° = by°

La propiedad de soluciones complementarias éptimas establece que los
componentes y{ de la solucién y° del problema dual, son los respectivos valores
de precios sombra del problema primal.
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* Propiedad de simetria: dado un problema considerado como primal, el problema dual del
dual es el problema primal, esto significa que cualquiera de los dos problemas puede ser
considerado el dual o el primal.

Soluciones basicas complementarias

Hemos tratado como a partir de la formulacion del problema original o primal llegamos a
la formulacidon del dual, una relacién fundamental entre los dos problemas es la lgica
correspondencia entre sus soluciones basicas. Los desarrollos alrededor de estos
principios y los relacionados con el Método Simplex permitirian llegar a otros resultados
gue completan los presentados en la seccién propiedades de la dualidad, estos se
resumen a continuacién.

Propiedad de soluciones basicas complementarias: esta propiedad establece que para
cada solucién basica del problema primal existe una solucion basica complementaria de la
contraparte dual. A partir de la fila F, de la tabla correspondiente a una solucidn basica
del problema primal, se puede hallar la solucién bdsica complementaria (y, z — c) del
problema dual.

Propiedad de holgura complementaria: esta propiedad establece que las variables de la
solucién basica del problema primal y de su contraparte dual se relacionan de tal manera
gue si una variable en el problema primal es basica, la asociada variable en el problema
dual es no basica y viceversa.

Soluciones basicas dptimas complementarias: toda solucion basica 6ptima del problema
dual tiene una solucién basica dptima complementaria en el problema dual. A partir de la
fila F, de la tabla correspondiente a una solucion éptima del problema primal, se puede
hallar la solucién 6ptima complementaria (y°, z° — c¢) del problema dual.

Tomando en consideracion los dos problemas, el primal y el dual, las soluciones basicas se
clasifican de acuerdo con el cumplimiento o no de las condiciones de factibilidad y de
optimalidad. La condicidn de factibilidad es aquella en la cual las variables originales y de
holgura satisfacen la no negatividad, y la condicién de optimalidad obliga a que todos los
coeficientes en la fila F, son no negativos. En este contexto se emplea otros términos
como subodptima y surdptima para referirse
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En resumen las soluciones basicas:

* Solucion éptima: satisface las condiciones de factibilidad y de optimalidad.

¢ Solucién subdéptima: satisface las condiciones de factibilidad, pero no las de optimalidad.

* Solucién superdptima: no satisface las condiciones de factibilidad pero si satisface las de
optimalidad.

* Soluciones factibles primalas: son soluciones basicas complementarias en las que la
solucién basica primal es factible.

* Soluciones factibles duales: son soluciones basicas complementarias en las que la solucién
basica dual complementaria es solucién factible del problema primal.

Considerando lo anterior se tiene la siguiente tabla que resume la relacién entre las
diferentes soluciones bdsicas complementarias.

Solucidn basica del primal Solucién basica Factible | Factible
complementaria del dual primal dual
Subdptima Superéptima Si No
Optima Optima Si Si
Superéptima Subdptima No Si
Ni factible ni superéptima Ni factible ni superéptima No No

Tabla 4. Relaciones entre soluciones basicas complementarias

Fuente: Propia.
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Segun las definiciones y relaciones entre soluciones basicas, y atendiendo a los
procedimientos de desarrollo y criterio de terminacion del Método Simplex, se ve que el
Método Simplex va encontrando soluciones subdptimas hasta encontrar una solucién
Optima del problema primal y al mismo tiempo va encontrando las soluciones

superdptimas complementarias del dual hasta alcanzar la satisfaccion de las condiciones
de factibilidad.

Utilidad o aplicaciones de la dualidad

Tal como se habra podido notar en discusiones anteriores, la existencia de un mayor
numero de restricciones estructurales demanda mayor esfuerzo o calculos matematicos
qgue un mayor numero de variables, es decir, que resulta preferible resolver problemas
con pocas restricciones y muchas variables de decisién, que aquellos que tengan pocas
variables y muchas restricciones, en este sentido es importante considerar que, a partir de
la formulacidn de un problema primal, podria resultar mas facil, por ejemplo mediante el
uso del Método Simplex, hallar primero la solucién del problema dual y luego aplicar las
propiedades de la dualidad, resumidas en la seccion anterior, para lograr la soluciéon del
problema primal, pero quiza la aplicacion mas importante dada a los principios de
dualidad de problemas de programacion lineal se refieren al analisis de sensibilidad que
estudiaremos en la seccidn siguiente.

Analisis de sensibilidad

La expresidn andlisis de sensibilidad en el contexto de la programacion lineal se refiere al
estudio de las consecuencias, sobre una solucién dptima obtenida, si se consideran
cambios en los valores de los parametros que definen el modelo, por ejemplo algunos
coeficientes en la funcidn objetivo, o en los coeficientes y valores del lado derecho de las
restricciones estructurales. Segun lo estudiado, en relacién con los principios de la
dualidad, es claro que los cambios en los pardmetros del modelo del problema primal
generan cambios en los respectivos parametros del problema dual. Un cambio que podria
considerarse sobre un modelo inicialmente planteado es sobre los coeficientes de una
variable no basica en la solucion obtenida a partir del modelo inicial, frente a lo cual se
tiene que, por ser no basica, su valor es cero y por tanto no afecta la factibilidad de la
funcidén, pero puede haber efectos sobre la solucién complementaria, que se encuentra
asociada con el problema dual.

En la solucién de una situacion, que se pueda modelar como un problema de
programacion lineal, habitualmente encontraremos pardmetros cuya modificacién no
afectan notablemente la factibilidad u optimalidad de una solucién, pero también estan
aquellos que si lo hacen, por lo que, en el marco del analisis de sensibilidad, es necesario
tener claridad sobre cudles son los que generan mayor impacto sobre la optimalidad de
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una solucion, a estos se les suele llamar pardmetros sensibles. También resulta necesario
identificar el rango de valores de los parametros no sensibles, a este rango se le suele
llamar intervalo de permisible de valores.

Es razonable pensar que luego de estudiar posibles cambios en los parametros, que
conduzcan a una mejor solucién, se debe resolver desde el comienzo el problema para el
modelo modificado, lo que no representaria mayores dificultades en el caso de problemas
con un pequefio numero de variables y restricciones, pero en problemas bastante grande
esto demandaria una gran cantidad de trabajo que seria preferible evitar.
Afortunadamente el principio fundamental del Método Simplex, estudiado en la cartilla de
la semana 4, disminuye notablemente |la necesidad de calculos al mostrar de forma casi
inmediata en qué medida, los cambios al modelo impactan la solucidn final antes
obtenida. Segun lo que indique este analisis se puede establecer si la solucién éptima
hallada para el modelo original es o no la mds conveniente y proceder en consecuencia.

Con el fin de presentar el proceso mediante el cual Para describir este procedimiento
asumamos que mediante el uso del Método Simplex se ha hallado a una solucién éptima
de un modelo inicial de parametros ¢;, a;;, b;, o las respectivas formas matriciales

cx y Ax = b. Si se cambia alguno de los pardmetros las nuevas expresiones matriciales
seran €x yﬁx =bho parametros ¢;, d;;, Ei.

Para actualizacién de la tabla simplex que da la solucién éptima del modelo inicial, de tal
manera que se halle la tabla final que se obtendria si se procediera sobre el modelo
modificado, retomamos el principio fundamental del Método Simplex, estudiado en la
seccién 4.x, segun el cual:

t t=[—c|0]0]FilaF,

T T=[A|I|b]FilasF, aFE,

t°=t+y°TyT® = S°T
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Es decir, la tabla simplex final del modelo modificado se puede hallar a partir de la tabla
inicial del nuevo modelo y los valores de y° (coeficientes de las variables de holgura en F)
y 8 (coeficientes de las variables de holgura en las filas F; a F,, ). Ademas, y° es el vector
de variables del problema dual (tal como se vio en la seccién 5.x). Segun lo anterior,
teniendo en cuenta los cambios antes sefialados se tiene:

Z Variables originales Variables de Lado derecho
holgura
Fila F, 1 —C 0 0
FilasF,aFE,| 0 A | b

Tabla inicial del modelo modificado

Procedimientos de modificacion

Z | Variables originales Variables de Lado derecho

holgura
Fila F, 1| z2-¢=y4d-¢ y° Z=yb
FilasF,aF,| 0 A° = S°A s° b° = S°b

Tabla final del modelo modificado

Tabla 5. Obtencién de la tabla final del modelo modificado a partir de su tabla inicial

Fuente: Propia.

Se recalca aqui que lo fundamental de este planteamiento radica en el hecho que, con
base en la solucion éptima obtenida a partir de un modelo inicial y de la tabla inicial del
modelo modificado, se puede hallar la tabla final del modificado sin necesidad de realizar
todas las operaciones asociados con la aplicacion del Método Simplex aplicado sobre el
modelo inicial.

Realizada la transformaciéon que conduce a la tabla final del modelo modificado,
posiblemente se requiera llevar la tabla a la forma apropiada de eliminacién de gaussiana,
en la que cada variable basica en la i — esima fila debe tener coeficiente 1 en esa fila, y 0
en las demas, lo cual facilita la identificacion de la solucion basica asociada con esa tablay
se logra mediante operaciones sobre filas.
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Ejemplo 5.3: modificacion del modelo inicial del problema de la empresa La Arenosa.

A continuacién se muestra la representacidon matricial iniciales del modelo original y la respectiva

representacién de un modelo obtenido mediante algunas modificaciones.

Forma matricial del problema de la empresa La Arenosa

X1
Maximizar: Z = [6,10] [ ]
X2
Sujeta a:

1 0
[0 2] <
3 2

4
12
18

X1
X2
X1
>0

X

Modelo original Modelo modificado

Maximizar: Z = [8,10] [
Sujeta a:
1 0][*1 4
[O 2] < |24
2 211X 18
X1
>0
X

Tabla 6

Fuente: Propia.

Los parametros correspondientes al nuevo modelo son:

X1

|

X2

1L 0] [4
t=1[8,10; A=|0 2[;b=(24
2 2 18
De la tabla simplex final del modelo origina, se tiene el vector y° y la matriz S°.
Fila V. Basicas Z X1 [X2|X3| X4 | X5 bi yo:[o’ 3, 2]
Fol Z |1/ 00lo0o| 3] 2][72
Fi| x; |00 |01 L] 1|2 PR
3 3 3 3
2
Bl x (o] 1]oflo[_I[1I72 o -1 1
3| 3 L 3 3
Tabla 7

Fuente: Propia.
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Con base en el nuevo modelo, la respectiva tabla inicial es la tabla 8.

Fila  |Vv.Bésicas | Z | xq | x, | x3 | x4 | Xs b;

F, X, olo| 2 o] 1] 1] 24
F, Xs ol 2] 2 o] o] of 18
Tabla 8

Fuente: Propia.

A diferencia del desarrollo dada en la seccion 4.x, donde reaalmente conociamos el resto
de la tabla final, aqui se pone de manifiesto la real utilidad del los principios de célculo

debido a que no conocemos la totalidad de elementos de la tabla final del modelo
modificado. Los cdlculos son los siguientes.

Primeraparte: t° = [y°A—¢ | y° | y°B]

1 0
y’A—-¢ =10,3,2] [0 2] —[8,10] = [4,10] — [8,10] = [—4,0]
2 2
4
y°b = [0,3,2] 24| = 108
18
Entonces:
t°=1[-4,0]0,3,2]108]
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Segunda parte: T° = [S°A | S° | 5°B]

LY 1
3 3! 0 = 0
_ 1
sA=o = ollo 2l=lo 1
21 1 2
|V 2 3
0 > |
- 1 1_
R R I
. 1
sb=[0 = o |l24|=|12
1 1
IR | ET:1 B B
0 -3 3|
( . 1
3 0 3 3] 6
1
To= (2) 1 O E 0 12
= 0 1 1|2
3 S
i 0 -3 3

Llevando estos resultados a la representacidon obtenemos la tabla final del modelo
modificado, mostrada en la tabla 9.

Fila V.Bésicas | Z | x; X, X3 | X4 | Xs b;

Tabla 9

Fuente: Propia.
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La tabla anterior no estd en la forma apropiada de eliminacién gaussiana, en razén a la
composicion de la columna de coeficientes de la variable basica x;, para transformarla, de

. - . 3 .
tal manera que tenga la forma requerida, multiplicamos la fila F5 por > sumamos a la fila

Fy 4 veces la nueva fila F53 y restamos a la fila F; un tercio de la nueva fila F5 es la tabla.

Fila V.Basicas | Z | x; X, X3 | x4 | xg b;

Tabla 10

Fuente: Propia.

Ahora se tiene la solucién basica x; = —3; x, = 12; x3 =7; x, = 0; x5 = 0, que no es
factible por no satisfacer las condiciones de no negatividad (x; = —3). Pero segun los
criterios de la tabla 6.x si es superdptima, lo que implica que es factible dual. Frente a una
situacion de este tipo resulta de gran utilidad un nuevo procedimiento conocido como
Método Simplex dual, el cual se tratara brevemente en la siguiente seccién.

Introduccion al Método Simplex dual

Una variante interesante del Método Simplex es el simplex dual, el cual trata con
soluciones basicas del problema dual que son factibles duales pero no son factibles
primales y luego procede a la busqueda de una solucién éptima de tal manera que se
alcance la factibilidad en el problema primal. El procedimiento es tal que opera como con
un problema como si se usara al mismo tiempo el Método Simplex al problema dual.
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La utilidad del Método Simplex dual se pone de manifiesto en situaciones en las que, por
ejemplo, el uso de Método Simplex implique la incorporacién de un gran nimero de
variables artificiales que proporcionen una solucién factible basica inicial, por lo que
resulta preferible iniciar con una solucién con una solucién que sea bdasica factible dual en
el marco de aplicacién del Método Simplex dual. Otra utilidad se relaciona con el analisis
de sensibilidad, en el que a partir de una solucién éptima hallada mediante el uso del
Método Simplex, se introduce variantes al modelo y se busca una nueva solucién con base
en el modelo modificado. Si la solucidn basica éptima con que se contaba resulta no ser
factible primal pero ain cumple la prueba de optimalidad, es pertinente usar el Método
Simplex dual a partir de la solucidn basica factible dual. Presentamos a continuacién un
resumen de los detalles o pasos asociados con el Método Simplex dual.

Resumen del Método Simplex dual
Fase 1: iniciacion y prueba de factibilidad inicial.

* Transformar las restricciones estructurales de la forma = a la forma < al multiplicar la
inecuacion por -1.

* Incorporar las variables de holgura que se requiera para convertir las inecuaciones en
ecuaciones.

* Hallar una solucidn basica en la que los coeficientes de la fila F, sean ceros para las
variables basicas y no negativos para las no bdsicas, de esta forma la solucién sera éptima
si es factible.

* Prueba de factibilidad de la situacidn inicial: En caso que todas las variables basicas sean
no negativas, se concluye que la solucién es factible y en consecuencia también es 6ptima,
con lo cual se llega al final del proceso, en caso contrario se requiere ingresar al proceso
iterativo.
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Fase 2: procedimiento iterativo.

* Paso 1de laiteracion: identificar cual debe ser la variable basica saliente, esta serd la que
tenga el valor mas negativo entre el actual conjunto de variables basicas.

* Paso 2 de laiteracion: identificar cual variable béasica debe ser la entrante, esto se
determina examinando las variables no basicas con coeficientes negativos en la fila de la
variable basica saliente, la variable entrante sera la que arroje cociente de menor valor
absoluto al dividir su coeficiente en F; por su coeficiente negativo en la final de la basica
saliente.

* Paso 3 de iteracion: determinacidn de la nueva solucién basica a partir de las ecuaciones
actuales, despejando las variables basicas en funcion de las no basicas y haciendo uso de
eliminacion de Gauss. Con las variables no bdsicas igualadas a cero, el valor de las basicas
(y Z) corresponde al nuevo valor del lado derecho de la ecuacién en la que su coeficiente
es 1. Luego de estos pasos se lleva a cabo la prueba de factibilidad, si se satisface se da por
terminado el problema con la soluciéon hallada, de lo contrario se realiza una nueva
iteracion.

Ejemplo 5.4

Usamos en este ejemplo el Método Simplex dual para resolver el dual correspondiente al
problema de la empresa la Arenosa. A continuacion se escribe el problema dual ajustado
de tal manera que ahora es un problema de maximizaciéon (multiplicando por -1 la
ecuacion de la funcion objetivo)

Maximizar Z = —4y, — 12y, — 18y,

Sujeta a:
Y1 +3y3 = 6

Y120, ¥, 20,320
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Solucion:
Fase 1: inicializacién y prueba de factibilidad inicial:

Transformacion de restricciones a la forma < e inclusion de variables de holgura: A
partir de la anterior formulacidon se procede a multiplicar por -1 las inecuaciones de las
restricciones estructurales, y luego se incluyen las variables de holgura y, y ys, con lo cual
el modelo es el siguiente:

Maximizar Z = —4y, — 12y, — 18y,

Sujeta a:

—y1 —3y3+ Y+ =-6
=2y, —2y3 + y5 =-10
Y120, ¥,20;,y3 20

Podemos expresar la ecuacion de la funcion Z+4y, + 12y, + 18y; = 0, con lo cual
podemos iniciar el trabajo a partir de la forma tabular en la que las variables basicas
iniciales son las variables de holgura, la tabla inicial es la siguiente:

Fila |v. Basicas Z | v Y2 V3 Ya Vs b;

Tabla 11

Fuente: Propia.
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En la tabla 11 los coeficientes de la fila Fy son ceros para las variables basicas y no
negativos para las no basicas. Se ve entonces que la solucién basica inicial es:

y1=0y,=0,y;=0; y, = —6; ys = —10

Esta solucidn no es factible por tener valores negativos, se requiere entonces el desarrollo
del proceso iterativo.

Fase 2: procedimiento iterativo.

Primera iteracion

Paso 1 de la primera iteracion: se identifica a 5 como la variable basica saliente, debido
a que tiene el valor més negativo entre las actuales variables basicas.

Paso 2 de la primera iteracion: se identifica a , como la variable basica entrante, esto en
razén a que el cociente de su coeficiente en la fila F, por su coeficiente en la fila de la
variable saliente arroja el numero con menor valor absoluto.

Paso 3 de primera iteracidn: determinacién de la nueva solucidn basica. Las nuevas

variables basicas son entonces Y, y V5, por tanto se lleva la tabla 6.x a la forma apropiada
mediante procedimientos de eliminacién gaussiana, con lo que se obtiene la tabla 12.

Fila |v.Basicas | Z | y1 | Y2 | v3 | Ya | ¥s | bi

Tabla 12. Tabla de la primera iteracién

Fuente: Propia.
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De la tabla 5.12 se ve que la solucidon basica es entonces:

y1=0,¥,=5y;3=0,y,=-6; y5 =0

Esta solucidn no es factible porque contiene valores negativos entre sus variables basicas,
Se requiere una nueva iteracién.

Segunda iteracion

Paso 1 de la segunda iteracidn: ahora la variable basica saliente es e identifica a y, (es la
Unica variable bdsica que tiene valor negativo en la tabla 12).

Paso 2 de la segunda iteracion: siguiendo el debido criterio de cociente de menor valor
absoluto se identifica a Y3 como variable basica entrante.

Paso 3 de segunda iteracidn: determinacién de la nueva solucién bdsica. Las nuevas

variables basicas son entonces Y3 y y,. Llevando la tabla 5.12 a la forma apropiada se
obtiene la tabla 13.

Fila |v. Basicas

Tﬁfﬁhfﬁﬁ

3 3

El vy, ol X 1 o ]| 1 ]|_1] 3

w
W
()

Tabla 13

Fuente: Propia.
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De la tabla 13 se ve que la soluciéon basica es entonces:

y1=0,y,=3,y3=2,y,=0;, ys =0

Esta solucidn es factible y dptima.
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Introduccion

Hasta la semana cinco hemos tenido la oportunidad de trabajar alrededor de una de las
areas mas utilizadas en Investigacidén de operaciones, la programacion lineal, habiendo
visto que el mayor fundamento estd en el uso del Método Simplex. Destacamos en ello
gue los problemas estan asociados con restricciones que pueden expresarse como
relaciones lineales entre las variables de decisién y que esas mismas variables
generalmente se encuentran sometidas a restricciones de no negatividad. Sin embargo,
vale anotar que, en el &mbito de los problemas propios de la investigacién de operaciones,
y de la programacién lineal particularmente, se encuentran problemas en los cuales las
variables de decisidén se encuentran sometidas, ademas de las restricciones estructurales y
de no negatividad, a tomar valores enteros, lo que da lugar al uso de técnicas especificas
de programacion lineal, conocidas como programacion lineal entera.

En esta cartilla 6, dedicaremos nuestros esfuerzos al trabajo alrededor de principios
propios de la programacion lineal entera. Quiza el estudiante se pregunte por qué abordar
técnicas nuevas, si al fin y al cabo se trata de un problema de programacion lineal, el cual
se podria resolver mediante el Método Simplex. Sin embargo aunque parezca simple, la
complejidad que introduce las restricciones que obligan a la toma de valores enteros, es
bastante considerable, por lo que se hace necesario el uso de la programacion lineal
entera o PLE.

En el desarrollo de la cartilla se presenta inicialmente el contexto general de la PLE, se
plantea ejemplos de formulacidon y modelado, algunas areas de aplicaciéon y un método de
solucién de amplia acogida. Se resalta que en la practica los problemas de programacion
lineal entera generalmente involucran un gran nimero de variables y se resuelven
mediante el uso de aplicaciones computacionales elaboradas con base en estos principios,
por lo cual los detalles expuestos aqui se dan con fines de ilustracion sobre el
funcionamiento de las herramientas tecnoldgicas y la importancia de la investigacién de
operaciones en la solucion de problemas.
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Recomendaciones metodoldgicas

Las recomendaciones basicas, al igual que en semanas anteriores, se refieren a la
cuidadosa lectura de los contenidos de esta cartilla, al mismo tiempo o al final de la misma
se deben revisar los recursos adicionales ofrecidos en el mddulo para esta semana.

Las lecturas complementarias dan al estudiante la oportunidad de revisar la solucién de
ejercicios resueltos que refuerzan las exposiciones hechas en la cartilla, aprovechar este
recurso es una buena estrategia de cercamiento al alcance de los objetivos propuestos
También se recomienda la visualizacidn de los ejercicios y contenidos ilustrados en los
videos cuyos enlaces son ofrecidos a través de la seccién de video capsulas, estos videos
proporcionan explicaciones vivas del tema y solucidn de problemas.

Frente a la necesidad y pertinencia, dentro de todo proceso de aprendizaje, de
enfrentarse a desafios a través de los cuales pueda verificar para si mismo la apropiacién
de los contenidos, se presenta la seccidon ejercicios de repaso, en la cual se encuentra
ejercicios propuestos sobre la tematica de esta cartilla. Se recomienda al estudiante tener
presente el material del video resumen de esta semana.
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Desarrollo tematico

Fundamentos de Programacion Lineal entera

Problemas de Programacion Lineal entera

El paso conceptual del modelado de un problema de programacion lineal, estudiada hasta
la semana anterior, a la programacion lineal entera es bastante sencillo desde el punto de
vista de la formulacidn, sin embargo la solucién resulta significativamente diferente e
incluso mds intensiva desde el punto de vista computacional. En general un problema de
programacion lineal entera o PLE, es un problema de programacién lineal en el que
algunas de las variables de decisidn involucradas estan limitadas a tomar solo valores
enteros. Si el problema involucra variables enteras y no enteras se dice que es un
problema de programacion lineal mixto, ejemplo de ello es el ilustrado en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 6.1: modelo de un problema de programacion lineal entera mixto.

Maximizar Z = 3x; + 2x,
Sujeto a:
x;+2x, <9
x, =0

x; EZLY

En los casos en que todas las variables de decisién solo pueden tomar valores enteros, se
dice que el problema es de programacion lineal entera puro. Un ejemplo de modelo de
este tipo de modelo se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 6.2: modelo de un problema de programacion lineal entera puro.

Maximizar Z = 4x; + 2x,
Sujeto a:
X1 +2x, <9

X1, X%, €ZL*

En algunos casos los valores de las variables estan limitados ain mas, y solo pueden tomar
valores 0 0 1, o lo que comunmente se conoce como decisiones del tipo Si o No, en cuya
situacion el problema correspondiente se clasifica como problema de programacion lineal
entera binario (PLEB). A continuacién se presenta un ejemplo de modelo de programacién
lineal entera binario (PLEB).

Ejemplo 6.3: modelo de un problema de programacién lineal entera binario.

Maximizar Z = 2x, — X,
Sujeto a:
X, +2x, <3
3x; —2x, <1
x1,%, €{0,1}
Formulacion y modelado de problemas de PLEB

En esta subseccién se formula y analiza un problema que puede modelarse y resolverse
como un problema de programacién lineal entera y binara. En la realidad el tipo de
problemas que se presenta contempla muchas mds variables y restricciones pero, aunque
este es un problema muy sencillo, se presenta con fines de ilustrar el contexto propio del
area de PLEB. El problema es el siguiente:
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Ejemplo 6.4:

La Fundacién Universitaria del Area Andina ha venido adelantando un ambicioso
programa de expansion para hacer llegar sus servicios a otras regiones del pais en que
quiere hacer mayor presencia actualmente estd considerando la posibilidad de abrir
nuevas sedes bien sea en la ciudad de Cartagena (departamento de Bolivar) o en Florencia
(Caquetd). Adicionalmente, y con el fin de hacer mayor divulgacion y promocién de sus
programas de formacién en la modalidad virtual, piensa abrir no mas de un Centro de
Servicios al Usuario (CSU), en un municipio del departamento relativamente alejado de
alguna ciudad donde abra sede. Los estudios realizados indican que el monto requerido
para la construccion y apertura de la sede en Cartagena tiene un valor de 18 mil millones
de pesos, mientras que en Florencia seria de 9 mil millones de pesos, por otro lado, si se
crea el CSU en otro municipio del departamento de Bolivar, este tendria un costo de 15
mil millones de pesos, en cambio en otro municipio del departamento de Caqueta el costo
seria de 6 mil millones. Ademas de lo anterior los mismos estudios indican que las
inversiones que se realicen darian a la FUAA un beneficio representado en la valorizaciéon
de tal manera que los valores presentes netos de los resultados de las inversiones serian
de 27 mil millones la construccién y apertura de la sede de Cartagena, 15 mil millones la
sede de Florencia, 18 mil millones el CSU en otro municipio de Bolivar y 12 mil millones en
otro municipio de Caqueta. La junta directiva ha establecido en 30 mil millones de pesos el
monto limite de inversidn total, pero se quiere invertir de tal forma que se obtenga el
maximo posible de valor presente neto de sus inversiones, para lo cual se requiere
analizar cual es la mejor forma de realizar la inversion.

Modelado como un problema de PLEB

Se inicia seleccionando un conjunto de variables asociadas, referidas a la creacién de una
sede en alguna de las ciudades y una CSU en otro municipio, estas variables son:

x; = Creaciéon de la sede en Cartagena.
x, = Creacion de la sede en Florencia.
X3 = Creacion del CSU en el departamento de Bolivar.

x4 = Creacion del CSU en el departamento de Caqueta.

Cada variable tomard un valor de 0 0 1, respectivamente, segun la decisién sea Si o No
crear la correspondiente sede o CSU, es decir:
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X =

1silaj — esima decision es Si
=

0ilaj— esimadecisiones No

La tabla 1 resume los datos del problema, las cantidades de dinero se expresan en
millones.

indice j Posible decision Variable | Presente | Montoa
neto invertir
1 Crear sede en Cartagena Xq 27000 18.000
2 Crear sede en Florencia Xq 15.000 9.000
3 Crear CSU en Bolivar X3 18.000 15.000
4 Crear CSU en Caqueta X4 12.000 6.000
Tabla 1

Fuente: Propia.

El objetivo es tener el maximo del valor presente neto total, es decir, se quiere maximizar
la funcion:

Z = 27.000x, + 15.000x, + 18.000x; + 12.000x,

El costo de optar o no por cada alternativa es igual al costo de la misma por el valor de Ia
respectiva variable de decision x;, dependiendo si el valor de x; es 1 0 0. Si ademas se

tiene en cuenta que la FUAA cuenta con un limite de inversion de 30 mil millones de
pesos, una de las restricciones es:

18.000x, + 9.000x, + 15.000x5 + 6.000x, < 30.000
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Dado que a lo sumo se creara un CSU, se tiene entonces que la suma de las variables x5 y
x, maximo 1, lo que da la segunda restriccion:

xX3+x, <1

Ademas de lo anterior debemos tener en cuenta que la posibilidad de crear el CSU en
Bolivar (x3; = 1) depende de la creacion de la sede en Cartagena (x; = 0), aunque esto
no lo implica, por tanto el valor de x; no puede superar al de x;. Situacidn similar se aplica
a la posibilidad de crear el CSU en el Caqueta, dependiendo si se crea o no la sede en
Florencia. Con este razonamiento tenemos dos restricciones mas, estas son:

X3SX10 _x1+ X3S0yx4Sx20 _x2+x4SO

En resumen, el modelo del problema es:

Maximizar Z = 27.000x; + 15.000x, + 18.000x5 + 12.000x,
Sujeto a:
18.000x; + 9.000x, + 15.000x5; + 6.000x, < 30.000
X3+ x, <1
—-x; +x3 =<0
—x; + x, <0

OSx]- <lparaj= 1,2,3,4yxj entero

De lo planteado hasta ahora con base en el enunciado y formulacidn del modelo podemos
extraer algunos de los elementos generales de la programacién lineal entera binaria, por
ejemplo, son situaciones en las cuales se toman decisiones del tipo Si o No. Ademas,
algunos grupos de decisiones son alternativas mutuamente excluyentes, de tal manera
gue una decisidn positiva dentro de las variables del grupo obliga a que las demas sean
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negativas. En el caso del ejemplo 6.1 esto se da con las variables x5 y x4. En el caso
general de estos grupos de decisiones, si a lo sumo una sola de las decisiones puede ser Si,
se tiene una restriccion especifica en que la suma de las variables correspondientes debe
ser menor o igual a 1. Si obligatoriamente una de ellas es positiva y las demas negativas, la
suma debe ser exactamente 1. Por otro parte en el contexto de la PLEB encontramos
decisiones contingentes o que dependen de decisiones anteriores. En nuestro ejemplo
este tipo de decisiones se evidencia en el hecho que las variables x5 y x,,
respectivamente, pueden ser 1 siy solo si las variables x5 y x, también valen 1.

Areas de aplicacion de Programacion Lineal Entera Binaria

En esta seccion de la presente cartilla se describe brevemente algunas de situaciones de
aplicacion de programacion entera binaria en los que se asigna variables de decision x;
definidas mediante:

1 si se decide en favor de la alternativa j.

0 si no se se decide en favor de la alternativa j.

Aplicacidn en analisis de inversion

El problema correspondiente al ejemplo 6.4 es un caso de aplicacion de la PLEB en analisis
de inversion, en casos como este las decisiones a tomar no se referian al monto de dinero
a invertir, sino a la conveniencia de invertir en una u otra alternativa. Afirmamos,
amparados en el ejemplo, que no se decide el monto a invertir debido a que las
cantidades a invertir en un proyecto, o una nueva sede, o la compra de determinados
equipos ya estan fijadas o definidas, con lo cual el problema es realmente decidir si se
invierte o no una cantidad fija. Se tiene entonces en general que la administracién se
enfrenta a la necesidad de toma de decisiones del tipo Si o No.

Ejemplo 6.5

Una compaiiia colocadora de inversiones analiza cuatro posibles modalidades de invertir
capital captado de los ahorros de sus clientes. La primera posibilidad estd asociada con un
valor presente neto de $48.000.000, la segunda con $66.000.000, la tercera posibilidad
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de inversidn puede dar un valor presente neto de $36.000.000 y la cuarta de $24.000.000.
El capital inicial a invertir en cada una de las posibilidades es de $15.000.000,
$21.000.000, $12.000.000 y S9.000.000, respectivamente. Ademas de lo anterior, los
analistas econdmicos consideran que si se invierte en la segunda opcién también debe
hacerlo en la primera, y que no se puede invertir en mas de tres opciones. Se sabe que el
fondo maximo a invertir es de $42.000.000. La empresa solicita a su equipo de
investigacion de operaciones que formule un modelo que refleje el interés de la empresa
de obtener el mayor beneficio posible.

El equipo de investigacidn de operaciones observa que este es un problema en el cual se
debe decidir si invertir o no en una u otra posibilidad, por lo cual establece cuatro
variables de decision definidas mediante:

1 si se realiza la inversion j
xX; = Paraj=1,2,3,4
0 si no se reliza la inversion j

La finalidad es obtener el mayor rendimiento posible, el cual esta dado en términos del
valor presente neto que llegue a producir cada una de las opciones que se haga, por tanto
el objetivo es maximizar la funcion

Z = 48.000.000x; + 66.000.000x, + 36.000.000x3 + 24.000.000x,

Como el capital total a invertir esta limitado a $42.000.000 se tiene la restriccion
estructural:

15.000.000x; + 21.000.000x;, + 12.000.000x; + 9.000.000x; < 42.000.000.

Como la compaiiia esta limitada a realizar inversiones maximo en tres posibilidades y si se
invierte en la segunda posibilidad obligaria a invertir también en la primera, se configura
las siguientes restricciones adicionales:
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X1+ x,+x3+x, <3

x22x1

Finalmente las variables x; solo pueden tomar los valores 0 o 1, el modelo resultante es:

Maximizar Z = 48.000.000x; + 66.000.000x, + 36.000.000x5 + 24.000.000x,

Sujeto a:

15.000.000x; + 21.000.000x, + 12.000.000x; + 9.000.000x; < 42.000.000.
X1+ x,+x3+x, <3
Xy = Xq
x120;,%,20;,x3=20; x, =0;
Ejemplo 6.6

Una empresa productora de prendas de vestir: faldas, pantalonetas y pantalones. La
elaboracion de cada unidad de cada tipo de prenda necesita la aplicacién de procesos en
maquinas especializadas que se toman en arriendo, los costos de arriendo mensual son de
600 mil pesos para la usada en la elaboracion de falda, 450 mil pesos para la de
pantalonetas y 300 mil pesos para la de pantalones. En cuanto a las cantidades de tela se
tiene que las cantidades de tela por unidad y las horas de mano de obra son las que se
presentan en el cuadro. El mismo cuadro muestra los precios unitarios de venta y costo de
produccién de cada prenda.

Horas de Mts? Costo unitario | Precio unitario
mano de obra | de tela | de produccién | de venta
Faldas 3 4 $ 18.000.00 $36.000.00
pantalonetas | 2 3 $12.000.00 $ 24.000.00
pantalones 6 4 $ 24.000.00 $ 45.000.00
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Ademas se sabe que se dispone de 150 horas de mano de obra al mes y 160 metros
cuadrados de tela. Para plantear un modelo cuya solucion lleve a obtener la mayor
ganancia posible se realiza las siguientes consideraciones.

X1 = numero de faldas a producir en el mes.
X, = numero de pantalonetas a producir en el mes.

X3 = numero de pantalones a producir en el mes.

Teniendo en cuenta que el arriendo de las maquinas depende de la prenda especifica, se
requiere el uso de variables binarias que indiquen la decisiéon de arrendar o no la
respectiva maquina, estas variables se definen mediante:

1 si se toma en arriendo la maquina j
yj = paraj=1,2,3.
0 en caso de no tomar la maquina en arriendo

Es claro que si se arrienda la maquina y; es porque ha de usarse en la produccién de
prendas del tipo j, por tanto x; > 0. Si la maquina y; no se arrienda, entonces x; = 0. Con
base en esto se tiene las restricciones:

X1 < ki1
Xy < kay,
X3 < k3ys

Donde los valores de k4, k;, k3 son nimeros lo suficientemente grande para limitar los
valores de x4, X5, x3. La funcién objetivo es la diferencia éntrelos ingresos recibidos y los
gastos en que se incurre, se tienen entonces que:

Z = 36.000x, + 24.000 x, + 45.000x; — (18.000x; + 12.000 x, + 24.000x;) — (600.000y, + 450.000
y2 +300y3)

Z = 18.000x; + 12.000 x, + 21.000x3 — 600.000y; + 450.000 y, + 300.000y;
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Las restricciones relacionadas con la disponibilidad de mano de obra y de tela son
respectivamente:

3x1 +2x2 +6X3 < 150

4‘x1 +3x2 +4‘X3 <160

En este caso, atendiendo a las condiciones del problema, el valor de 100 para k4, k, y k5
es suficiente para acotar los posibles valores de x;, x, ¥ x3. Por tanto el modelo del
problema se resume en:

Maximizar Z = 18.000x; + 12.000 x, + 21.000x3 — 600.000y, +
450.000 y, + 300.000y5

Sujeta a:

3x1 + 2 x, + 6x3 < 150

4x; + 3 x, +4x3 < 160

x; < 100y,

x, < 100y,
x3 < 100y;

X1, X5, X3 €LY

Y1, Y2, Y3 € {0,1}
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Seleccidn de sitios en los cuales invertir

Tal como sucede con el contexto del problema del ejemplo 6.4, muchas empresas que

buscan su expansion, consideran posibilidades de creacidn de plantas o apertura de sedes
en diferentes sitios geograficos considerando las ventajas que pueda dar un sitio u otro. La
seleccidn del sitio demanda un detallado andlisis que permita soportar la decision del tipo

1 si se selecciona el sitio j

0 si no se selecciona el sitio j

Relajacidn de un problema de programacion lineal entera

Ya hemos comentado acerca de la similitud entre las formulaciones entre los problemas
de programacion lineal y los de programacion lineal entera, pero los problemas de PLE
estan mas restringidos ya que las variables de decision solo pueden tomar valores enteros.
Dado que el conjunto de soluciones de un problema de PLE esta limitado al conjunto de
enteros positivos, podria pensarse en una técnica de enumeracién de todas las posibles
soluciones y analizar cuales de estas resultan éptimas, sin embargo esto no es
conveniente en problemas con un significativo nimero de variables de decisidn, ya que el
numero de soluciones factibles llega a ser inmanejable, por tanto se hace necesario
adoptar técnicas que apunten hacia la consecucién de las mejores soluciones de manera
eficiente.

Frente a la eficiencia del Método Simplex, una importante tendencia en el campo de
soluciones de problemas de PLE es la técnica de relajamiento, segln la cual a partir de un
problema de PLE se formula un problema de programacién lineal eliminando las
restricciones asociadas con el caracter entero de la variables de decisidn, a este problema
de programacion lineal (PL) derivado del problema de programacion lineal entera (PLE) se
le conoce como la relajacion del PLB, el término relajacidn se refiere a la mayor flexibilidad
en cuanto al conjunto de valores que puede tomar las variables. A manera de ejemplo se
presenta...

La formulacién y solucién de problema relajado de un PLE resulta de gran utilidad como
parte del método de solucidn conocido como Ramificacién y Acotamiento, que es uno de
los mds importantes procedimientos de solucién de problemas de programacion lineal
entera. El método de ramificacion y acotamiento se estudia en la siguiente seccidn.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




Método de ramificacion y acortamiento para resolver problemas de PLE

El método de ramificacién y acotamiento se fundamenta en el principio de dividir un
problema original de gran tamafio, y dificil de resolver como un todo, en un mayor
nimero de problemas pequenos mas faciles de resolver. Esta idea se puede trabajar en
varios niveles, es decir, se divide el gran problema en problemas mas pequenos y cada
uno de estos a su vez se puede dividir en otros mas simples. La ramificacién consiste en
establecer una particién del conjunto de soluciones factibles del problema original,
mientras que el acotamiento de la solucién facilita el descarte de subconjuntos que violen
el limite.

El método de ramificacién y acotamiento hace uso de la técnica de relajacién descrita en
la seccion anterior, la valides de uso de la técnica de relajacion radica en que, una vez
resuelta la relajacion, su solucidn constituye una cota para el problema de PLE debido a
que la solucién éptima del problema de PLE no puede ser mejor que el de la relajacion.

Existen procedimientos particulares del método para resolver problemas de programacién
lineal entera binaria y mixta, pero en el mundo real se acude generalmente a paquetes de
software que arrojan la solucion a partir de la formulacién de un modelo. En esta seccidn,

con fines de ilustracion de la légica que hay detras del método, abordamos el caso de PLE

a partir de un pequefio conjunto de sencillos ejemplos.

Ejemplo 6.5:
Maximizar Z = 3x, + 2x,
Sujeto a:
21 +x, <6

+
X1,%X, €L

Al resolver la relajacién de este modelo mediante el método de programacién lineal se
obtiene como solucién x; = 0,x, = 6,Z = 12. (El problema relajado fue propuesto como
un ejercicio de repaso en la semana 2). En este caso la solucién del PLB coincide con la de
su relajacidn debido a los valores de las variables son enteros.

_ Fundaciéon Universitaria del Area Andina [kl




Ejemplo 6.6:

Una empresa fabricante de muebles produce mesas y sillas, en cuanto a tiempo de
trabajo, cada mesa y cada silla demandan una hora, mientras que en lo que se refiere a
materia prima, las mesas y sillas requieren de 9 y 5 pies cuadrados de madera por unidad
respectivamente. Se sabe que se dispone de 6 horas de mano de obra y 45 pies cuadrados
de madera, también se tiene que la utilidad dada por una mesa es de 8 ddlares, y la de
una silla es de 5 ddlares. Se pide formular y resolver el modelo que otorgue la mayor
utilidad posible a la muebleria.

Solucidn:
Sea:
x; = Cantidad de mesas a fabricar

x, = Cantidad de sillas a fabricar

La utilidad que se pueda obtener esta dada por la funciéon objetivo Z = 8x; + 5x,, la
limitante en tiempo de horas de trabajo corresponde a x; + x, < 6, mientras que los
recursos de madera estan limitados por 9x; + 5x, < 45y, teniendo en cuenta que los
valores x4, x, deben ser enteros, el correspondiente modelo de programacion lineal
entera es y su relajado, al que llamamos subproblema 1, son los siguientes:

Maximizar Z = 8x; + 5x, Maximizar Z = 8x; + 5x,
Sujeto a: Sujeto a:

X1+ x, <6 X1+ x, <6

9x; + 5x, <45 9x; + 5x, <45

X, x, €ELT x; 20x, 20

Modelo original del problema de Subproblema 1: Modelo relajado del

programacion lineal entera problema original

Tabla 2

Fuente: Propia.
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El modelo relajado corresponde a un ejercicio de repaso propuesto en la semana 2, si no
lo ha resuelto es recomendable que lo haga con fines de verificacidn, su solucidn es:

9
X, =——; xzzz;Z=—=41,25

Lo que indica que el maximo valor que podria alcanzar la funcién objetivo del problema
original, restringido a valores enteros es valor hallado para la funcién objetivo del

problema relajadoes Z = 41.

Ahora lo que sigue es establecer una particién del conjunto de soluciones factibles del
modelo relajado. La particidén se puede establecer de forma arbitraria, pero teniendo en
cuenta que para el caso de la variable x; su valor en la solucidn 6ptima es mayor que 3,
podemos usar una particiéon que involucre este valor, con lo que tenemos las restricciones
x; <3yx; =4, (setomax; = 4 porque para el problema entero no tiene sentido tomar
valores en (3, 4)). Con lo anterior el subproblema 1 se divide en los subproblemas 2y 3
ilustrados a continuacion.

Maximizar Z = 8x; + 5x, Maximizar Z = 8x; + 5x,
Sujeto a: Sujeto a:

X1+ x, <6 X1+ x, <6

9x; + 5x, <45 9x; + 5x, <45

xy <3 x=20x, >0
X =20x,>0 Xy =4

Subproblema 2: derivado del subproblema | Subproblema 3: derivado del subproblema
1 adicionando la restriccion x; < 3 1 adicionando la restriccion x; > 4

Tabla 3

Fuente: Propia.

El subproblema 2 fue propuesto como un ejercicio de repasos en las semanas 1y 2, su
solucién es x; = 3y x, = 3, con lo cual el valor de la funcidn objetivo es Z = 39, situacidn
en la que se cumple el hecho que las variables de decision tomen valores enteros, lo que
hace de esta una solucién candidata, pero cualquier subdivision de este problema no
puede dar una mejor solucion.

Fundacién Universitaria del Area Andina




Como es posible encontrar un mejor valor de Z (40 o 41), debemos resolver el
subproblema 2, el cual fue propuesto como ejercicio de repaso en las semanas 1y 2, su

. 9 L _
solucionesx; =4yx, = p dando a la funcidn objetivo el valor Z = 41.

Como la solucién del subproblema 2 no da en valores enteros, es necesario dividirlo en

. 9 .
dos nuevos subproblemas, para ello consideramos ahora que el valor x, = - Nos sugiere

tomar las particiones x, < 1y x, = 2, teniéndose los subproblemas 4 y 5.

Maximizar Z = 8x; + 5x,

Sujeto a:

X1+ x, <6

9x; + 5x, <45

X1 =20x,20,x, <1

Subproblema 4: derivado del subproblema

3 adicionando la restriccion x, < 1

Maximizar Z = 8x; + 5x,
Sujeto a:
X1+ x, <6
9x; + 5x, <45
x=20x, >0
Subproblema 5: derivado del subproblema
3 adicionando la restriccion x, > 2

Tabla 4

Fuente: Propia.

365

La solucién del subproblema 4 es x; = %’y x, =2,dandox, =1y Z = 5 = 40,556 la

cual no es una solucién factible para el modelo de PLE. En cuanto al subproblema 5, se
encuentra que no hay valores que satisfagan el subproblema 3 y al mismo tiempo la
restriccidon x, = 2, por tanto es necesario dividir el subproblema 4, en dos nuevos
subproblemas, con el fin de hallar una solucién mejor que la del subproblema 2 (Z=39) e

inferior que Z = % = 40,556.

40 . .
Del subproblema 4 tenemos x; = 5 = 4,44, lo que sugiere considerar las nuevas

restricciones x; < 4y x; = 5 para definir los nuevos subproblemas.
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Maximizar Z = 8x; + 5x, Maximizar Z = 8x; + 5x,
Sujeto a: Sujeto a:

X1+ x, <6 X1+ x, <6

9x; + 5x, <45 9x; + 5x, <45

X =20x,20,x, <1 x1=20x,>0

Subproblema 6: derivado del subproblema | Subproblema 7: derivado del subproblema

5 adicionando la restriccion x; < 4 5 adicionando la restriccion x; > 5
Tabla 5

Fuente: Propia.

La solucién del subproblema 6 es x; = 4,x, = 1, lo que resulta en Z = 37, esta solucion,
si bien es factible, se debe descartar porque no es mejor que la solucién factible del
subproblema 2, en consecuencia, una mejor alternativa de solucién se debe explorar por
la via del subproblema 7, del cual se tiene como Unica soluciéon posible x; = 5,x, = 0,
correspondiendo a un valor Z = 40, que es mejor que el valor 6ptimo hallado hasta el
momento (Z = 39) y no puede ser mejorado porque estariamos particionando un
conjunto vacio de soluciones. En conclusidn, la solucion dptima del problema original de
programacioén lineal entera es la correspondiente a la solucién del subproblema 7.
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Introduccion

A lo largo de las cartillas anteriores en este curso hemos tenido la oportunidad de abordar
la programacion lineal como una de las ramas fundamentales de la investigacion de
operaciones, de la misma forma hemos encontrado situaciones que corresponden a casos
particulares de programacion lineal, especificamente los que se enmarcan en el campo de
la programacion lineal entera, lo que as u vez da lugar a la consideracién de
procedimientos especiales distintos al Método Simplex. En esta cartilla iniciamos el
estudio introductorio de un tipo de problemas que, si bien puede tratarse desde la
perspectiva de la programacion lineal entera, dada su estructura se aborda desde una
variante especial del Método Simplex. El problema se conoce como problema del
transporte y el método de solucién es el Método Simplex de transporte. Debe aclararse
gue la denominacion de problema de transporte no lo convierte en un contexto exclusivo
del traslado de elementos fisicos, veremos cdmo diferentes problemas distintos se
pueden modelar como un problema del transporte.

El estudio de los contenidos inicia presentando las caracteristicas generales del contexto
del problema del transporte, a partir de lo cual se puede establecer su formulacién o
modelado como un problema de programacion lineal. Realizadas las consideraciones a
que diere lugar el enunciado o situaciones particulares, se aborda la primera parte del
procedimiento de solucion, la cual consiste en la obtencidn de una solucidn basica factible
inicial, tal como se requiere en la aplicacion del Método Simplex, pero en este caso se
realiza mediante el uso de tres alternativas aqui consideradas. La solucidon completa de
problemas de transporte se estudiara e ilustrara en la octava cartilla.
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Recomendaciones metodoldgicas

Se recomienda aqui como en todas las cartillas anteriores la el cuidadosa revisién y
analisis de la esta cartilla y siempre tener presente que se puede complementar con los
restantes recursos y actividades planteados desde esta parte del curso.

Las lecturas complementarias contienen situaciones resuelta en relacion a la aplicacién de
los métodos estudiados para obtener una solucién inicial, mientras que los ejercicios de
repaso contemplan actividades que complementan el desarrollo de los temas. Por otro
lado los videos propuestos como video capsulas explican de forma detallada solucién de
problemas relacionadas con las tematicas.

Componente importante del desarrollo de esta semana se relaciona con la actividad
evaluativa, la cual consiste en el desarrollo de un taller y la presentacién de un quiz, a
través del cual se evalta el mismo. El desarrollo del taller y su evaluacidn constituye un
importante elemento de preparacién para la presentacion de la evaluacién final que se
debe presentar al final del curso la préxima semana.

_ Fundaciéon Universitaria del Area Andina KRk




Desarrollo tematico

Introduccion al problema del transporte

El problema del transporte

Hemos visto en los primeros capitulos que la programacion lineal es un drea fundamental
de la investigacidn de operaciones, también vimos en la semana 5 que un conjunto
especial de problemas de programacion lineal se enmarcan en la programacion entera.
Otra de las dreas de la investigacion de operaciones corresponde a lo que se conoce como
Problema del transporte, de lo que inicialmente vale la pena decir que en realidad es un
tipo especial de problemas de programacién lineal, esto debido a que a partir de la
formulacion del problema se puede modelar como un problema de programacién lineal, y
gue se podria resolver mediante el uso del Método Simplex, sin embargo, por ciertas
particularidades del modelo subyacente, se aplica otros procedimientos especificos en la
busqueda de la solucién. Aunque en el contexto general el estudio que abordamos se
conoce como problema de transporte, no siempre se refiere a situaciones de transporte
en el sentido que lo conocemos, su nombre se debe a que los diferentes problemas de
esta area se pueden modelar como si se tratara de enviar cantidades de productos desde
m puntos de origen hasta n puntos de destino. Para efectos de ilustrar parte del contexto
de problemas de transporte se presenta a continuacién la formulacién de un sencillo
problema de este tipo.

Ejemplo 7.1

Una panaderia en la ciudad de Bogota tiene dos sucursales S; y S, en las que se elabora
los productos para vender en tres puntos de venta P;, P, y P5. La oferta de la sucursal S;
es de 2000 unidades de productos, la de la sucursal S, es de 2500. La demanda en el
punto de venta P; es de 1500 unidades, la del punto P, es de 2000 y la del punto P; es de
1000 unidades, ademas de lo anterior, los costos de envio desde la sucursal S; hacia los
puntos P;, P, y P; son respectivamente 8, 6 y 10, mientras que desde la sucursal S, los
respectivos costos son 10, 4 y 9. El problema a resolver consiste en hallar la politica de
envio que tenga el menor costo tratando de satisfacer la demanda. Con este fin definimos
los siguientes términos:

x;j = unidades enviadas desde la sucursal S; (i = 1,2)hasta el punto P; (j
=1,2,3)
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El costo total de envio estaria dado por:

Z - 8x11 + 6x12 + 1OX13 + 10x21 + 4‘x22 + 9x23

Por tanto, atendiendo a la cantidad total de unidades que se ofrece desde cada sucursal
S1,5, y alas necesidades demandadas desde los puntos de venta P;, P,, P; se tiene la
siguiente formulacion del problema (en que las restricciones son de igualdad porque la
cantidad de unidades ofrecidas es igual a la demandada):

Minimizar Z = 8.X11 + 6X12 + 10X13 + 1OXZ1 + 4XZ2 + 9XZ3

Sujeto a:

X171 + X142 + x93 = 2000
Xy1 + Xgy + X33 = 2500
xXy1 +x,; = 1500
X15 + x5, = 2000
X15 + x5, = 1000

xij =2 0,parai=1,2;j=1,2,3

Siguiendo algunas de las ideas asociadas con el tratamiento del Método Simplex tenemos
la representacion matricial de la situacion.

La funcidn Z se puede expresar como el producto del vector ¢ compuesto por los
coeficientes de las variables en la funcién objetivo y el vector columna cuyas componentes
son las variables de decisidn, es decir:
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X11
X12

X
Z=cX=[8610,10,4,9]|

X22
X23

€ = [X11, X12, X13, X21, X22 X323 |

Por otro lado el conjunto de restricciones se expresa mediante la siguiente ecuacién
matricial, en la que hemos resaltado algunos elementos.

X11 X12 X913 X11 X12 X13 X117

111000x12 2000

Io 0 o I x| 2500
AX=b

=[1500
0
0 0 0N [

2000
xijj 2 0,parai=1,2; j=12,3

1000

Observamos particularmente que las dos primeras filas de la matriz A corresponden a los
coeficientes de las variables de decisién, en las ecuaciones de restriccidn, asociadas con
las cantidades enviadas desde cada sucursal, mientras que las otras tres filas
corresponden a los coeficientes de cantidades recibidas por cada punto de venta desde las
sucursales.

A partir de los datos de la formulacidn y de la notacion empleada, se tiene en la tabla 1 un
resumen de costos de envio, cantidades ofrecidas por las sucursales y cantidades
requeridas por los puntos de venta.
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Datos de costos de envio, oferta y demanda

P.
J & P, P Oferta

8 6 10 2000
10 4 9 2500
Demanda | 1500 | 2000 1000

Tabla 1.

Fuente: Propia.

Veremos posteriormente que la tabla resumen dejard ver la estructura genérica del
problema.

Modelo general de problemas de transporte

La notacién usada en el ejemplo 7.1 se puede extender para considerar el caso general de
problemas que se pueden modelar como problemas de transporte, es decir como si se
tratara de la necesidad de distribuir algin tipo de mercancia o producto desde varios
puntos de origen hasta diferentes puntos de destino, asumiendo cierto costo por el
transporte de la mercancia entre origenes y destinos, de tal manera que los costos totales
sean lo menor posible.

En general se considera que hay determinadas cantidades o unidades de producto a
distribuir, que existen m puntos de origen, n puntos de destino, también se tiene que §;
es la cantidad de unidades de producto que pueden ser distribuidas desde el origen 0;, d;
es la cantidad de unidades de producto requeridas o demandadas en el destino D; y el
costo de distribucion de cada unidad desde el origen O; hasta el destino D; esta dada por
¢;j. Se puede ver que los datos o parametros fundamentales del modelo son los valores de
las demandas de los diferentes destinos, la oferta de los puntos de origen y los costos
unitarios de envio entre origen y destino.

En el modelo que se describe se asume que cada uno de los puntos de origen cuenta con
una cantidad constante de unidades a distribuir totalmente entre los destinos y que desde
cada destino se requiere una cantidad constante de unidades que debe satisfacerse por
los puntos de origen, lo que significa que la totalidad de unidades ofrecidas y requeridas
deben ser iguales, a esta particularidad se le conoce como propiedad de existencia de
solucidn factible. La realidad de problemas en ciertos casos muestra que los valores de S;
corresponden a cantidades maximas que se podrian distribuir desde el punto de origen O;
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o los valores de d; son cantidades maximas que podrian ser recibidas por el destino D;. En
estos casos es necesario realizar ajustes consistentes en la suposicién de un origen ficticio
o destino ficticio de las diferencias entre lo real y los valores maximos. (Un breve
tratamiento a problemas con origen y destino ficticio se tratara mds adelante en esta
misma cartilla). Otro supuesto razonable en el planteamiento de un modelo se refiere a la
directa proporcionalidad entre el costo de envio y la cantidad de unidades enviadas, es
decir, el costo de envio de x;; unidades desde el origen O;; hasta el destino D; es el
producto ¢;jx;;.

Descripcidn o planteamiento del modelo

La organizacion de los datos o parametros del problema del ejemplo 7.1 en tabla 7.1,
correspondientes a la distribucidon de productos de panaderia, permite extender la misma
idea al caso general de situaciones que se pueden modelar como problemas de
transporte, en los que se quiere minimizar el costo total de distribucién asumiendo la
igualdad entre oferta y demanda, asi como la directa proporcionalidad entre los costos
totales de envio, entre un origen y un destino, y el respectivo costo unitario. La
correspondiente tabla genérica es la tabla 2.

Parametros fundamentales del problema
(costos unitarios, ofertas y demandas)

Tabla 2

Fuente: Propia.
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Repasando nuevamente la estructura del modelo matematico del problema de la del
ejemplo 7.1, si se envia x;; unidades desde el origen O; hasta el destino D; y ¢;; es el costo

unitario de envio, el costo total en que se incurre al realizar todos los envios esta dado por
una funcidn objetivo Z, la finalidad del problema es:

m n
Minimizar Z = Z Z CijXij
i=1 j=
Sujeto a:

n
Xij = S; para todoi=1,2,..,m

j=1

m

inj = dj paratodoj=1,2,..,n

i=1
Xij = Oparai=1,2,..,myj=12,..,n

Vemos en la representacidn algebraica del modelo que el problema de transporte
también es un problema de programacion lineal con algunas caracteristicas especiales,
tales particularidades son las que apoyaran el abordaje de la solucion mediante
procedimientos diferentes a los aplicados a habituales problemas de programacion lineal.

La revisidn de la representacion matricial del modelo del problema 3 nos permite
extender la respectiva representacion del caso general de situaciones que pueden

modelarse como problemas de transporte A continuacidn mostramos la matriz de
coeficientes A de coeficientes de las restricciones.

X171 X12 - X1p Xa1 Xop e Xop oo X1 Xm2 - Xomn

11..1 00..0
0 0.011..1

Imagen 1

Fuente: Propia.
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Problemas con un destino o un origen ficticio

Dado que algunos casos los problemas a resolver no corresponden a problemas del
transporte en que la oferta es igual a la demanda, un caso particular es aquel en que la
oferta supera la demanda, por lo que resulta conveniente definir un destino ficticio, al cual
enviar la diferencia de disponibilidad, o un origen ficticio desde el cual se satisface la
demanda faltante. A continuacidn presentamos un ejemplo de cada caso.

Aplicacion de la idea de destino ficticio
Ejemplo 7.2

Una empresa fabricante de motores para motocicletas tiene el compromiso de fabricacidon
y entrega de motores para los cuatro meses proximos por lo cual debe realizar la debida
planificaciéon de la distribucion. La tabla 3 muestra, para cada mes, la informacién de la
cantidad de motores requerido, limite de produccidn, costo de produccion de cada motor
y costo unitario de almacenamiento por producir mas de lo requerido. Los costos estan
dados en millones de pesos.

Mes | Unidades Limite de Costo de Costo unitario de
requeridas | produccion | cada motor | almacenamiento
1 10 25 1,08 0,015
2 15 35 1,11 0,015
3 25 30 1,10 0,015
4 20 10 1,13
Tabla 3

Fuente: Propia.

Notese que en el cuarto mes la capacidad de produccién es superada por los
requerimientos, y que en cada mes los costos de produccién se van incrementando, lo que
en conjunto da lugar a considerar la necesidad de adelantar produccion en los primeros,
pero incurriendo en gastos de almacenamiento.
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La administracion desea establecer un programa de produccién, para cada uno de los
meses, de forma tal que los costos totales sean minimos y se cumpla con los compromisos
comerciales adquiridos. Con el fin de lograr el cometido, la administracion encarga de la
formulacion del problema al equipo de investigacion de operaciones.

Aunque la programacion pedida no es un problema en el que se deba realizar una
distribucidn fisica de motores a destinos especificos, el equipo de investigaciones lo
plantea como un problema que se puede ajustar al modelo genérico del problema del
transporte, en el cual se considera como origenes la produccién de motores y como
destino las entregas a realizar, para ello inicialmente el equipo define los siguientes
términos.

0; = Cantidad de motores producidos enelmesi (i = 1,2,3,4)
D; = Cantidad de motores para entregaenelmesj (j = 1,2,3,4)
x;j = Cantidad de motores producidos en el mes i para entrega en el mes j.

x;j = Costo de cada unidad x;;
costo de produccion + costo de almacenaje sii < j

Valor atin no determinado si i > j
s; = Valor no determinado

D; = Cantidad de mototres a entregar en el mes j

De las consideraciones anteriores es claro que no puede producirse motores en mes dado
para ser entregados en meses anteriores, lo que significa que no hay valor a asignar a los
x;j para i > j, sin embargo, dado el interés de modelarlo como el problema del
transporte, es necesario definir valores para estos costos no conocidos. En este punto se
usa un gran valor M con el mismo significado que el usado en el método de la gran M en el
contexto del Método Simplex, para que al final resulten valores de x;; = 0 parai > j.

Por otra parte, a la luz del modelo del problema del transporte, en este caso no estan
definidos los valores correspondientes a la oferta, esto debido a que las cantidades a
producir en cada mes no son fijas y es precisamente parte de lo que se quiere saber, pero
el modelo de problema del transporte exige que todos los pardmetros sean cantidades
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fijas. Para tratar esta situacion, en aras del ajuste al modelo deseado, debemos considerar
gue los limites de produccion establecerian las cuatro restricciones siguientes:

X117+ X1 + X153 + x4 <25
Xoq + Xop + Xo3 + X9u < 35
X31 + X35 + X33 + X34 < 30

Xg1 + X4 + X4z + X440 < 10

Dadas las restricciones en forma de inecuaciones, se hace necesario la inclusién de una
variable de holgura en cada ecuacidén para convertirlas en ecuacién, a lo que en este
contexto se le da la interpretacidn de entrega o envio a un destino ficticio. El costo de
envio a un destino ficticio tiene valor cero. La tabla 4 muestra los pardmetros conocidos
procedentes de la tabla 3, asigna el valor de M a los valores desconocidos y considerando
las variables de holgura necesarias, con lo cual se satisface el requerimiento inicial de la
administracion de contar con la formulacion del modelo del problema.

Parametros fundamentales del problema
(costos unitarios, ofertas y demandas)

108

1,095 1,110 1,125

| 1.100 | 1115

| 1,130
| 25 | 20

Tabla 4
Fuente: Propia.
Ejemplo de origen ficticio
Ejemplo 7.3

Una compaiiia distribuye agua en tanques a sectores que tienen dificil acceso al servicio,
para ello compra el agua en unas fuentes 04, 0, y O3 y las distribuye a los destinos
D,,D,,D5;y D,. La Unica imposibilidad existente para hacer envios de agua se da entre el
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origen O3 y el destino D,. El costo del envio depende de la separacion geografica entre
origen y destino, pero el precio de venta es igual para todos. La tabla 7.5 muestra los
costos de envios de los tanques, las cantidades disponibles (en millones de tanques) en las
tres fuentes. La empresa tiene el compromiso de proveer al menos la cantidad de agua
necesaria para satisfacer las necesidades bdsicas de las personas en los destinos, excepto
el destino D3, que cuenta con fuente propia. La tabla 7.5 también muestra las cantidades
minimas requeridas en cada destino asi como las cantidades solicitadas. En cuanto a esta
ultima informacién vemos en la tabla que el destino O, solicita el minimo necesario, 0,
esta dispuesta a comprar hasta 20 mas que el minimo necesario, O; compraria hasta 30
mas de lo que solicitay O, recibe toda la que le puedan vender.

D; D D D D, Oferta
0;
0;: Fuente 1 6 50
0,: Fuente 2 4 9 60
05: Fuente 3 9 0 Sm
0 0 0 0 0
eague A0
a dad 0 0 0 oo
O aad
Tabla 5

Fuente: Propia.

La administracion desea formular el modelo de distribucion mas econémico que al menos
pueda satisfacer las necesidades minimas. Para lo cual la primera reflexién lleva a que no
estan claramente definido cuales son los valores a usar como demandas, lo cual se debe a
que dos de los destinos establecen niveles maximos y minimo de compra y otro puede
comprar toda la cantidad que se le pueda vender. El limite superior es igual a la cantidad
solicitada a menos que supere la disponibilidad luego de satisfacer las necesidades
minimas de los demds destinos, situacidn en la cual esta cantidad es el limite superior. En
el caso del destino D,, que esta dispuesta a comprar toda la cantidad que se le pueda
vender, el limite maximo es la suma de disponibilidades de las tres fuentes menos la suma
de los minimos requeridos por los otros destinos, revisando estos valores encontramos
gue el resultado es 60.
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Con el fin de ajustar el problema al modelo del problema del transporte, se requiere que
las demandas sean cantidades constantes, con el fin de poder considerar que estas
demandas corresponden a las cotas superiores, procedemos de forma similar a la
situacion del ejemplo 7.2, donde veiamos un exceso de oferta y se introdujo un destino
ficticio que supuestamente recibiera la oferta sobrante. En este caso en el que la demanda
supera la oferta, se introduce un origen ficticio desde el cual se enviaria el déficit de
disponibilidad. Este origen ficticio tendria una disponibilidad, también ficticia, cuyo valor
es el déficit de disponibilidad, que corresponde a la suma de maximas demandas menos la
disponibilidad total real, revisando los valores encontramos que esta capacidad ficticia es
de 50.

Por otro lado, como se debe evitar que las necesidades minimas sean satisfechas por el
origen ficticio, en la formulacién también debemos considerar los limites inferiores o
requerimientos minimos de cada destino. Vemos que D5 no indica un minimo, por lo que
no se requiere consideracién alguna. En el caso de D, tampoco se hace consideraciéon
adicional porque su demanda de 60 excede en 10 a la disponibilidad del origen ficticio,
esto indica que de la cantidad que reciba al menos 10 debe llegar de origenes reales. De la
misma forma, para D, no se requiere consideracion adicional porque su minimo es igual a
lo solicitado. Finalmente, en el caso del destino D; se ve que la supuesta disponibilidad del
origen ficticio podria “abastecer” una parte de los requerimientos minimos ademas del
adicional pedido, por tanto es necesario realizar ajustes de tal manera que el origen
ficticio no “cubra” esta necesidad en mas de 20 del total de 50. Este propdsito se puede
alcanzar si el destino D, se considera como dos destinos diferentes, uno de ellos con
demanda de 30y costo de un valor de M para las cantidades “enviadas” desde el origen
ficticio y otro destino con demanda de 20 y costo de envio de cero para el envio al destino
ficticio.

Con los anteriores razonamientos y renombrando los destinos de tal manera que del
original destino D; se obtiene los destinos D; y D, el anterior D, pasa a ser D3, D3 pasa a
ser D, y D, pasa a ser D¢ partir del segundo se obtiene finalmente la formulacién como un
problema del transporte mostrada en la tabla 6, la tabla también refleja las
consideraciones relativas a que los costos de envio desde el origen ficticio son cero y que
los del origen O al destino D, toman un gran valor de M para hacer nada preferente el
envio entre estos extremos.
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Parametros fundamentales del problema

(costos unitarios, ofertas y demandas)

0;
O;: Fuente 1
0,: Fuente 2
O5: Fuente 3

O,r Fuente 4f

Demanda

Tabla 6

Fuente: Propia.
Introduccion al Método Simplex de transporte

Siendo el problema del transporte un caso especial de problema de programacion lineal,
seria razonable entrar a resolverlo mediante el uso del Método Simplex, sin embargo la
estructura de la matriz de coeficientes de restricciones mostrada en la tabla xx da lugar a
una variante del Método Simplex conocida como Método Simplex de transporte.

Consideraciones frente al Método Simplex

Si se pretendiera abordar la solucién del problema de transporte mediante el Método
Simplex, tal como se estudié en semanas anteriores, por ejemplo en forma tabular,
deberiamos inicialmente transformar el enunciado de minimizacidon en maximizacion,
incorporar luego variables artificiales para entonces aplicar el método de la gran M.
Noétese que segun el modelo general el problema del transporte tiene m + n ecuaciones
de restricciones estructurales, por lo tanto se deberia introducir m + n variables
artificiales.

Luego de introducir las variables artificiales y aplicar los procesos algebraicos que llevan
en la fila Fy, la que corresponde a la funcidn objetivo, los coeficientes de las variables
basicas iniciales sean cero, se realiza el proceso de inicializacion en el que se obtiene la
primera solucién basica factible y hacer la prueba de optimalidad que a la larga conduce a
la necesidad de llevar a cabo la primera iteracidn. En la primera iteracién, y en las demds
gue sean necesarias, se determina las variables bdsicas entrante y saliente, se reduce el
sistema a la forma apropiada de eliminacidn gaussiana y se determina la nueva solucién
basica que sea factible. Sin embargo hemos comentado que la estructura especial de la
matriz o tabla de coeficientes de restricciones en el problema de transporte permite
simplificar las operaciones, que de otro modo serian realizadas a través del Método
Simplex, lo que da lugar al Método Simplex del transporte. Los detalles que conducen a las
simplificaciones de operaciones gracias a la estructura especial de la tabla de coeficientes,
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resultan bastante extensos para ser tratados en esta cartilla, por lo cual aqui se describira
sin demostraciones el procedimiento correspondiente al método de solucion, sin
embargo, en fuentes bibliograficas mas rigurosas se ilustran los detalles.

Fases del procedimiento del Método Simplex del transporte

Para la descripcién de los procedimientos de solucién asociados con el Método Simplex
del transporte retomamos el modelo general correspondiente al problema de m puntos
de origen, n destinos en los que se quiere minimizar el costo total de distribucién
asumiendo la igualdad entre oferta y demanda, y proporcionalidad entre los costos de
envio y el respectivo costo unitario. Se describe a continuacion las fases que contiene el
procedimiento del Método Simplex de transporte

Iniciacion parte 1: obtener una solucidon basica inicial

En problemas de m restricciones estructurales resueltos mediante el Método Simplex
habitual el nimero de variables bdsicas es también m. En cambio, en el Método Simplex
del transporte, donde hay m + n restricciones, el nUumero de variables basicas m + n —
1, si el estudiante lo desea, los detalles de esta afirmacion los puede consultar en fuentes
mas avanzadas. El proceso de determinacidon de la solucion basica inicial hace uso de
pasos sucesivos mediante los cuales se va seleccionando las variables bdsicas de esa
solucion. Antes de describir el proceso para determinar la solucién bdsica inicial, se
describe los criterios segun los cuales se va seleccionando las variables que han de
considerarse como bdsicas. Estos criterios toman en cuenta los valores de las columnas
asociadas con los destinos y las filas asociadas con los origenes. Los criterios son los
descritos e ilustrados a continuacion.

Regla de la esquina noroeste

Si miramos el cuerpo de la tabla simplex de transporte, identificamos x;; es la esquina
noroeste y es la que se selecciona como primera variable de la solucidn basica inicial. A
partir de aqui, si se tiene que la mas reciente seleccion de variable basica es x;;, y si queda
disponibilidad del origen O; entonces la siguiente seleccion corresponde a x;j.1 (se
obtiene desplazandose por la misma fila hacia la columna de la derecha), en caso
contrario se selecciona x;,4;.

Aplicacion del método de la esquina noroeste
Ejemplo 7.4.

Con base en la formulacién de la tabla 7.6 correspondiente al ejemplo 7.3, usar el método
de la esquina noroeste para hallar la solucién bdasica factible inicial. Segun la formulacién
se tiene m = 4 puntos de origen y n = 5 destinos la toda solucién factible tienem +n —
1 = 8 variables basicas.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina [kl




D;
0 / D, D, Ds D, D; |Oferta
i

0, 16 16 20| 13 22 17 50

0, 14 14 @_ 19 15 60

04 19 19 20 23 3o 50

0, M 0 M 0 0 50
Demanda

Tabla 7.

Fuente: Propia.

La tabla 7 muestra la ruta de seleccidn de las variables basicas. Siguiendo el criterio de la
regla de la esquina noroeste la primera seleccién es la de la variable x; 4, a la cual se le
asigna la totalidad de la demanda de esa columna, es decir, se hace x;; = 30, quedando
una cantidad disponible de 50 — 30 = 20, del origen x;; por tanto, como aun hay
disponibilidad del origen 0;, la siguiente seleccidn es la de la columna de la derecha en la
misma fila resultando en la asignacion x,, = 20. Luego de esta asignacién no queda mas
disponibilidad del origen 0, por tanto la siguiente asignacion es a la siguiente fila en la
misma columna, es decir x,, = 0. Con la ultima seleccidn, en que hemos pasado a la
segunda fila, sigue habiendo una disponibilidad de 60 en el origen 0,, entonces la nueva
seleccién es en la misma fila y en la columna derecha, asignando x,3; = 60, como esta
disponibilidad no supera la demanda de la columna se pasa a la siguiente fila en la misma
columna 2, asignando a x33 la cantidad de 10 que completa la demanda de esa columna,
es decir x33 = 10. Del origen 0, aun queda una disponibilidad de 40, de las cuales se
asigna 30 a la siguiente variable basica, entonces x5, = 30, con lo que se completa la
demanda de la tercera columna. Y quedan 10 unidades que se asigna a x3s, entonces

X35 = 10 con lo que se agota la disponibilidad de O5. Finalmente, el resto de la demanda
de la quinta columna se satisface con la disponibilidad del origen O,, lo que rsulta en

X45 = 50 y una solucién basica factible inicial de x;; = 30,x,, = 20,x,, = 0,x,3 =

60, x33 = 10,x34 = 30,x35 = 10y x,c = 50. Para esta solucion bdasica inicial el valor de Z
es:

Z = 16x1q + 16x1, + 14x,, + 13x,3 + 20x33 + 23x34 + Mx35 + 0xy5
Z = xqq1 + 16x1, + 14x,, + 13x,3 + 20x33 + 23x34 + Mx35 + 0x45
Z =16(30) + 16(20) + 14(0) + 13(60) + 20(10) + 23(30) + M(10) + 0(50) =
Z =2470+ 10M
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Método de aproximacion de Vogel

Para un caso especifico en que se esté considerando una fila o una columna se calcula la
diferencia entre el menor costo ¢;; y el costo que le sigue en la misma fila o columna. Para
resultados diferentes de cero, en la fila o columna con mayor diferencia se elige como
variable basica la de menor costo unitario que queda, en caso de empates se elige
arbitrariamente.

Método de aproximacion de Russell

En este método, para cada fila de origen O; que aun se considere se halla el mayor costo
unitario ¢;; de los que quedan en esa fila, denotado mediante @;. Mientras que para la
columna de destino D; que se esta considerando se halla el mayor costo unitario ¢;; de los
que estan en esa columna, denotado por ;, y para las variables X;j aun no seleccionadas
de estas filas o columnas se calcula A;j dado por A;j= ¢;; — @; — [3;. La variable cuyo valor
de A;; sea mas negativo es seleccionada como variable basica.

A continuacién se presenta ejemplos que ilustran el uso de los métodos o criterios de
seleccidn de variables basicas que haran parte de la solucidn basica factible inicial.

Aplicacion del método de aproximacion de Russel
Ejemplo 7.5

Con base en la formulacidén de la tabla 7.6 correspondiente al enunciado del ejemplo 7.3,
usar el método de aproximacion de Russel para hallar la solucidn basica factible inicial.

Ajj=cij — @ — P

En la primera iteracion de este método, para seleccionar la primera variable basica,
encontramos que los correspondientes valores de &; y f3; son:

(71 dZ d3 (74- Bl ﬁ_Z ﬁ?: 184- ﬁS
22 |19 [m ™M |m 19 |m |23 |m

Al calcular todos los valores de A;j= ¢;; — a; — B; (usando los respectivos valores ¢;;)
encontramos que A,s= 2M es el mas negativo de los A;; por tanto se selecciona x45 como
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variable bdsica y se asigna x,5 = 50, con lo cual se agota la disponibilidad del origen O, y
en la siguiente seleccién no se considera la fila de este origen.

En la segunda iteracidén los correspondientes valores de @; y ; son:

By

B

Bs

Bs | Bs

22

19

19

19

20

23 | M

Al calcular los valores A;; encontramos que A;s= 5 — M es el més negativo de los A;; por
tanto se selecciona x;5 como variable basica y se asigna x;5 = 10, para completar la
demanda de la columna 5 y no volver a considerarla y dejando una disponibilidad de 40 en

el origen 0,.

Para la tercera seleccion tenemos:

G| |as | B | B BB
22 119 |23 J19 |19 |20 |23
Al calcular los valores A;; encontramos que A;3= —29 es el mas negativo de los A;; por

tanto se selecciona x;3 como variable basica y se asigna x,3 = 40, lo que aun no completa
la demanda de la columna 3. Se propone al estudiante como ejercicio de repaso la
verificacion de estos cdlculos y el completar la seleccién de la soluciéon basica inicial, el

resultado completo debe ser:

Xy = 50, X1 = 10, X13 = 4‘0,XZ3 = 30:9521 = 30, X31 = O,X32 = ZO,X34 =30
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Mientras que el valor de Z es:

Z = 13x13 + 17x15 + 14x,1 + 13x,3 + 19x31 + 19x3, + 23x34 + Oxy5

Z = 13(40) + 17(10) + 14(30) + 13(30) + 19(0) + 19(20) + 23(30) + 0(50)

Z =520+ 170+ 420+ 390 + 380 + 690 = 2570

La solucién completa al problema se abordara en la cartilla correspondiente a la semana
8.
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Introduccion

Hace aproximadamente 50 dias iniciamos el curso de Investigacion de operaciones |y en
las 7 semanas que han pasado hemos hecho un intenso recorrido por algunas de las areas
de la investigacién de operaciones fundamentalmente relacionadas con la programacién
lineal. Habiendo llegado la semana 8 nos disponemos a dar continuidad a una tematica
iniciada en la semana anterior, el problema de transporte, y especificamente los pasos del
procedimiento de solucidén que siguen a la obtencidn de la solucion basica factible. Estos
pasos corresponden a la prueba de optimalidad de la solucién inicial y el procedimiento
iterativo que ha de llevarse a cabo cuando aun no se alcanza la solucién éptima. Vale
destacar en este procedimiento completo, denominado Método Simplex de transporte,
gue el procedimiento de solucidn se basa en la misma filosofia del Método Simplex
estandar, pero de manera mucho mas agil. Se ilustra el tratamiento temdtico con base en
un ejemplo formulado en la semana 7.

Finalizado el tratamiento de los temas relacionados con el problema del transporte se da
una mirada general a un problema mas especifico o mds restringido conocido como
problema de asignacidn. La solucién de este problema se aborda mediante un método
muy agil conocido como método hungaro.
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Recomendaciones metodoldgicas

¢Sera que hemos repetido mucho las recomendaciones al estudiante?, seguramente si,
pero dada la importancia de las mismas es preferible pecar por exceso que por defecto, y
se espera que las mismas se hayan tenido en cuenta a lo largo del curso. Veamos de
nuevo: La lectura de la cartilla debe hacerse de manera muy cuidadosa, se debe
aprovechar los ejercicios resueltos que aparecen en las lecturas complementarias, los
videos explicativos en la seccidn recursos para el aprendizaje brindan vivas explicaciones
sobre ejercicios resueltos y los ejercicios de repaso le permiten profundizar en el
entendimiento del tema en la medida que lo enfrenta a desafios particulares.

Dado que esta es la ultima semana, la ultima actividad que se debe desarrollar es la
evaluacion final, la cual vale el 40% de la evaluacion del curso, casi la mitad del mismo, por
lo tanto se recomienda realizar una revisién de los temas anteriores, tener a mano
ejercicios y talleres realizados o los resimenes o apuntes que tenga.
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Desarrollo tematico

Solucidn del problema del transporte y problema de asignacion

Fases del procedimiento del Método Simplex del transporte

En la cartilla de la semana 7, mediante el método de aproximacion de Russel llegamos a la
conclusién que para el problema del ejemplo 7.3, la solucién basica factible hallada en la
fase de iniciacion del procedimiento de solucién del Método Simplex de transporte es:

Xy = 50, X1 = 10, X13 = 40,XZ3 = 30,x21 = 30, X3q1 = O,X32 = 20,x34 =30

Encontramos ademas que el valor Z = 2570. Con base en ello procedemos ahora a
realizar la prueba de optimalidad a esta solucidn inicial.

Fase de iniciacion parte 2: Prueba de optimalidad

Recordemos que la prueba de optimalidad en el Método Simplex se realiza con base en los
coeficientes en la fila F,, en la cual la actual solucidn basica factible es éptima si los
coeficientes de las variables basicas son cero y los de las variables no bdsicas son no
negativos. En los procedimientos iterativos asociados con la obtencidén una nueva solucién
basica factible se hace necesario el uso de tediosas operaciones entre filas. En el caso del
Método Simplex de transporte podemos hallar estos valores sin necesidad de las tantas
operaciones, solo se requiere el calculo de unos valores u; y v; a partir del conocimiento
del actual conjunto de variables basicas resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta
de:

¢ij —u; —v; = 0paralasi,jtal que x;; es variable basica.

Entonces, una solucion bésica factible es 6ptima siy solo si ¢;; — u; — v; = 0 para (i, j) tal
que x;; es no basica. Con lo antes indicado, solo se necesita hallar los valores de u; y v;
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para el actual conjunto de variables de la solucion basica a partir de ¢;; = u; + v; para
cada x;; basica. (La interpretacion y significado de estos valores y demostraciones de las
formulas relacionadas superan el alcance del curso). Dado que hay m + n — 1 variables
basicas, también hay m + n — 1 ecuaciones a resolver, como se requiere un valor i por
cada fila y un valor j por cada columna, se debe hallar en total m + n incégnitas, es decir,
una variable mas que el nUmero de ecuaciones, por tanto se asigna arbitrariamente un
valor a una de las incégnitas, una valida opcion es darle el valor de cero a la u; que tiene
mayor asignacion en su fila, es decir la fila que tenga mayores variables basicas.

Aplicacién de prueba de optimalidad
Ejemplo 8.1

Aplicar la prueba de optimalidad a la solucién basica hallada a través del método de
aproximacion de Russel correspondiente al problema del ejemplo 7.3.

Solucion

La solucidn basica factible hallada en la fase de iniciacidn, en la cartilla de la semana 7,
eses:

Xy = 50, X1 = 10,X13 = 40,x23 = 30, Xy1 = 30, X31 = O,X32 = 20, X34 = 30.

Los respectivos valores de ¢;; a utilizar son los respectivos costos:

C45 = 0,¢15 = 17,¢13 = 40,c53 = 13,¢31 = 14,¢31 = 19,¢3, = 19, ¢34 = 23.
Para x;j: ¢;j = u; +v;

La tercera fila es la de mayor asignacion, por tanto tomamos u; = 0, entonces:
Para x31: c3;1 = 19 = u; + vy, entonces 19 = 0 + v, entonces v, = 19
Para x3;: ¢35 = 19 = u; + v,, entonces 19 = 0 + v,, entonces v, = 19

Para x34: ¢34, = 23 = uz + v,, entonces 23 = 0 + v,, entonces v, = 23

Para x,1: ¢;; = 14 = u, + v, entonces 14 = u, + 19,entonces u, = =5
Para x,3: c;3 = 13 = u, + v;,entonces 13 = =5 + v;, entonces v; = 18
Para x,3: ¢;3 = 13 = u; + vg,entonces 13 = u; + 18,entonces u; = =5
Para x45: ¢15 = 17 = uq + vs, entonces 17 = =5 + v, entonces vg = 22
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Para x,5: c45 = 0 = uy + vg, entonces 0 = u, + 22,entonces u, = —22

Ahora se puede hallar los valores ¢;; — u; — v; para las variables no basicas:

Para x,4:
Para x,5:
Para x,4:
Para x,5:
Para x,4:
Para x,s5:
Para x33:
Para x3s:
Para x4q:
Para x,,:
Para x,3:

Para x,:

C11
Ci2 — U1 — 1,
C1a —Up — Uy
C2 — Uy — 1y
Coq — Uy — Uy
C5 — Uy — Vs
C33 —U3 — V3
C35 —U3 — Vs
Ca1 —Usp— Vg
— Uy — U
C43 — Uy — V3

Cag — Uy — Uy

_ul_v1=16+5_19= 220

=16+5-19=22>0

=22+5-23=42>20

=14+5-19=02=0

=19+5-23=12>0

=15+5-22=-2<0

=20-0-18=22>0

=M-0-22=M-22=20

=M+22-19=M+3=0

=0+22-19=3 =0

=M-0-18=M-18=0

=0+22-23=-1<0

0 bt p, D, D, D, Ds Oferta |
L
0, 16 16 22 17 50 | -5
+2 +2 +4 10
0, 14 14 19 15 60 | -5
30 0 +1 -2
0, 19 23 M 50 0
0 30 M —22
Ouf M 0 0 50 | —22
M+3 M+2 il
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Tabla 1

Fuente: Propia.

En la tabla 1, ademas de los costos unitarios, ofertas y demandas, se resalta en verde las
asignaciones de las actuales variables bdsicas; en amarillo se resalta los valores de los

¢ij — u; — vj de las variables no basicas. También hay una columna para los valores de los
u; y una fila para los v; . Como hay valores negativos entre estos ¢;; — u; — v; se concluye
que la actual solucidn basica no es éptima, lo que obliga a ingresar al procedimiento
iterativo.

Procedimiento iterativo

Al igual que el Método Simplex estandar, el Método Simplex de transporte cuenta con la
definicidn de las variables basicas entrante y saliente, la determinacién de la nueva
solucidén basica factible y la correspondiente prueba de optimalidad.

Seleccion de la variable basica entrante

La seleccion de la variable basica entrante se hace con base en los valores de los ¢;;
correspondientes a las variables no basicas de la iteracidn anterior, se elige como variable
basica entrante aquella x;; para la cual el ¢;; sea el mas negativo. Para el caso del ejemplo
tenemos que la variable basica entrante es x,s.

Seleccidn de la variable basica saliente

En lo referente a la determinacidn de la variable basica saliente ha de tenerse en cuenta
gue el aumento de la variable entrante da lugar a una serie de cambios en otras variables
basicas de tal manera que se sigan cumpliendo las restricciones de oferta y demanda. Se
selecciona como variable basica saliente la primera que disminuya hasta cero frente a los
cambios que ocurran.

Para realizar la seleccidn, se tiene en cuenta que el aumento de la variable entrante en
una cantidad 8 obliga la disminucidn, en esa cantidad, de alguna variable basica en la
misma columna, de tal forma que se conserve fija la demanda de la columna, pero esto
obliga a que aumente en @ otra variable basica en la misma fila de la variable basica que
disminuye, con el fin de conservar fija la oferta de esa fila, finalmente este aumento debe
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ocasionar la misma disminucion en otra variable basica en la misma fila de la variable
entrante, y asi sucesivamente hasta compensar el aumento inicial..

En general es posible encontrar varias posibilidades, en las que partiendo de la variable
basica entrante, se llega a una variable basica actual de la misma fila o columna, luego a
otra en la misma columna o fila de llegada y asi hasta formar un bucle o ciclo cerrado
entre la variable entrante y tres o mas variables basicas actuales. La pregunta interesante
es cual bucle recorrer para seleccionar la variable basica saliente. Se tiene como respuesta
que entre los posibles bucles se elige el camino de la variable basica de menor asignacion
que estd en la misma fila o en la misma columna de la variable entrante. En ocasiones
incluso el aumento puede ser cero, dandose solo el intercambio de variables, tal como se
ilustra mas adelante.

D.
0 | Dy | D, Ds D, D Oferta
i
0, 13 17 50
40 10
0, 14 13 15 V.E| 60
30 30 <= =
03 19 [19 23 50
0 20 30
Oyr 0 50
50
Demanda | | ! | 60
Tabla 2

Fuente: Propia.

En el caso del ejemplo, en la tabla 2 se ha resumido la tabla 1 para mostrar solo los valores
en las celdas asociadas con las actuales variables bdsicas y se ha sefialado con la etiqueta
V.E la celda de la variable basica entrante. Vemos dos posibles recorridos, si se toma el
que va de V.E a x,3, se deberia dar un aumento de 30 en x,z, una disminucion de 30 en
X,3, un aumento de 30 en x;3 y finalmente una disminucién de 30 en x; 5, pero esto
ultimo no es posible debido a que la asignacion de x5 es de 10 y no puede disminuir en
30. En cambio, si se toma la otra posibilidad, x,5 aumenta en 10, x;5 disminuye en 10, x;3
aumenta en 10y x,; disminuye en 10, lo cual si tiene sentido. En conclusion la variable
bdsica saliente es x;5 porque fue la que llegé a cero en el recorrido.

Determinacion de la nueva solucion basica factible
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Con la definicién de las variables entrante y saliente la nueva solucidn basica factible es se
obtiene actualizando las nuevas asignaciones, en el caso del ejemplo la nueva solucién
basica factible es:

x45 = 50,x25 = 10,x13 = 50,x23 == 20, x21 == 30, x31 = 0,x32 == 20, x34 = 30.
Y el nuevo valor de Z es:

Z = 13x13 + 14x,; + 13x53 + 15x,5 + 19x31 + 19x3, + 23x3, + 0x45

Z = 13(50) + 14(30) + 13(20) + 15(10) + 19(0) + 19(20) + 23(30) + 0(50)

Z =650+ 420+ 260 + 150 + 380 + 690 = 2550

Prueba de optimalidad

Aplicando los mismos procedimientos de la prueba de optimalidad inicial, con base en la
actual solucion basica factible se llega a que los valores de los u; y v son:

ul :_5; uz = _5; u3 :0; u4_ :_20

v, =19; v, =19; v; = 18; v, = 23; vs = 20

La tabla 8.3 muestra los ultimos resultados, ademas de los valores actualizados de
asignaciones de variables basicas y los valores de los ¢;; — u; — v; de variables no basicas.
Como hay valores negativos de ¢;; — u; — v, la actual solucion no es 6ptima y se requiere
realizar una nueva iteracidn. La actualizacidn de esta tabla se deja al estudiante como
ejercicio de repaso.
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D.
0 8 D, D, D, D, D Oferta
i
0, 16 16 13 22 17 50 | -5
+2 +2 50 +4 o
30 f 0 1 ‘al 10
0, 19 ll 19 20 23 M 50 0
0 +2 | 430 M—-20
Oy | M 0 M of V.E_LOW 50 | —20
M+1 +1 M+ 2 -
D d
Tabla 3

Fuente: Propia.

Segunda iteracion

De la tabla final de la primera iteracién (tabla 3) se observa que el valor mas negativo de
los ¢;j — u; — v; de variable no basicas es el correspondiente a x,4, por tanto esta es la
variable entrante. El ciclo sefialado en la tabla indica que ahora la variable basica saliente
es x34 con lo cual, al hacerse cero, el conjunto de nuevas asignaciones, que define la
nueva solucion basica factible es:

Xggq = 30, x45 = 20, x25 = 4’0,x13 = 50,x23 = 20, X34 = O,x31 = 30, X32 = 20,

Y el nuevo valor de Z es:

Z = 13x13 + 13x53 + 15x55 + 19x3; + 19x3, + 23x3, + 0x44 + 2045
Z =13(50) + 13(20) + 15(40) + 19(30) + 19(20) + 23(0) + 0(30) + 0(20)

Z =650+ 260+ 600+ 570 + 380 = 2460
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Con el nuevo conjunto de variables basicas, para la prueba de optimalidad se calcula como
antes los valores de u; v; y los ¢;; — u; — v; del nuevo conjunto de variables no basicas.
En la tabla 4 se muestra estos valores y la actualizacion de asignaciones a las variables
basicas. De la tabla se deduce que ¢33 — u; — v3 es negativo, por tanto la actual solucién
basica no es éptima.

. D, D, D, D, D; Oferta

0, |16 16 13 22

+5 +5 50 +7
20

17 50 —8
0, 14 14 13 19 1 60 | -8
+3 +3 +4 40
M
0y

05 19 19 20 L_ 23 50 0
M+ 4 +4| M+2 20

Demand

50 —23

Z = 2460

Tabla 4

Fuente: Propia.
Tercera iteracion

De la tabla final de la segunda iteracidn se ve que en esta iteracion en la que x35 es la
variable basica entrante. La tabla también muestra el ciclo de las modificaciones en las
asignaciones de las variables basicas, comenzando con el “aumento” en la variable
entrante. Escribimos aumento entre comillas debido a que no es posible un aumento real
en X33 puesto que x5, no puede disminuir a partir de su actual valor cero, en este caso se
considera que el aumento es cero, pero de todas formas x33 se convierte en variable
basica y x5, en no basica. El nuevo conjunto de variables basicas es ahora:

x44 = 30, x45 = 20, x25 = 4’0,x13 = 50,x23 = 20, x33 = O,x31 = 30, x32 = 20,
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El valor de Z es:
Z = 13xq3 + 13x,3 + 15x,5 + 19x3; + 19x3, + 20x33 + 0x44 + 20x45
Z =13(50) + 13(20) + 15(40) + 19(30) + 19(20) + 20(0) + 0(30) + 0(20)
Z =650+ 260 + 600 + 570 + 380 = 2460

0 bl p, D, D, D, De Oferta |
l
0, |16 16 13 22 17 50 | -7
+4 +4 50 +7 +2
0, |14 14 19 15 60 | —7
+2 +2 +4 40
0, |19 19 20 23 M 50 0
30 20 0 +1 M-22
O, | M 0 M 0 0 50 | —22
M+3 +3| M+2 30 20

Tabla 5

Fuente: Propia.

Con la nueva solucion basica, se calcula los nuevos valores de u; vy ¢;; —u; — vj de las
variables no basicas. La tabla 8.5 es la tabla final actualizada a la tercera iteracion, de
donde se deduce que la actual solucién es éptima debido a que todos los valores de

¢ij —u; — v; asociados con variables no basicas son no negativos.

Se tiene entonces que la mejor solucidn es:
Enviar 50 tanques del origen O, al destino D;, con lo cual se agota la oferta del origen O;.
Enviar desde O, 20 tanques a D3 y 40 a D5 con lo cual se agota la oferta del origen O,.

Enviar desde O3 30 tanques a D; y 20 a D, con lo cual se agota la oferta del origen O5.
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El problema de asignacion

Asi como el problema del transporte es un caso especial de problema de programacion,
en el que la estructura del modelo subyacente da lugar a la aplicacidon de una variante del
método simplex, se tiene en el drea de la investigacidon de operaciones otro tipo de
problema de programacion lineal con caracteristicas particulares, este es el problema de
asignacion, mas aun el problema de asignacién es un caso especial de problema del
transporte.

En el contexto del problema de asignacidn existen los términos especificos de asignados y
tareas asociados precisamente con los recursos que se dedican o asignan a actividades.
Como ejemplo de recursos asignados encontramos, maquinas, personas, capacidad de
trabajo, plantas de procesamiento, entre otras, mientras que entre las tareas se cuenta el
aprovechamiento mismo de una maquina o capacidad de trabajo. Visto el problema de
asignacion como un problema de transporte, los asignados son los origenes y las tareas
son los destinos habiendo igual cantidad de origen y destinos y un solo origen para un solo
destino.

Un problema de asignacién, o cualquiera que pueda modelarse como tal, cumple con las
siguientes caracteristicas.

* Elnumero de asignados y el de tareas son iguales a un mismo nimero n.

* Se asigna una sola a cada uno de los asignados.

* (Cadatarea es atendida por uno solo de los asignados.

* Seincurre en un costo ¢j; al utilizar el asignado a; (i = 1, 2, ...,n) para realizar la tarea la
tareat; j = 1,2,..,n).

* Elinterés u objetivo de problema es definir de qué forma realizar las asignaciones a las
tareas de tal manera que los costos totales sean los minimos.

En el estudio del problema del transporte vimos que existen situaciones reales en los que
la oferta no coincide con la demanda, en cuyo caso es necesario la incorporacién de
origenes o destinos ficticios, de tal forma que la nueva situacion se pueda ajustar al
modelo correspondiente. En el caso de problemas de asignacién sucede algo parecido,
siendo necesario la incorporacion de asignados o tareas ficticias para que el problema se
enmarque en el modelo y aplicar los respectivos procedimientos de solucién.
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Modelo general de un problema de asignacion

El tratamiento matematico dado a un problema de asignacion se basa en variables de
decision x;; que solo pueden tomar los valores 0 o 1, segun esto se tiene

1siseasigna el recurso a; a la tarea t;
Xij = parai,j=1,2,..,n
0 en caso contrario

Si Z es el costo total de asignar los recursos a; a las tareas t;, entonces la finalidad del
problema es:

n n
Minimizar Z = Z Z CijXij
i=1 j=1

Sujeto a:

n
inj = 1paratodoi=1.2,..,n
j=1

n

inj =1paratodoi=1.2,..,n

i=1

x;; € {0,1} paratodoi,j=1,2,..,n

Antes ya hemos sefialado que cada asignado se puede dedicar a una sola tarea, lo que en
el conjunto de restricciones esto se refleja en el hecho que la primera sumatoria, sobre el
conjunto de tareas es igual a 1. También hemos sefialado cada tarea puede ser realizada
por un solo asignado, lo que corresponde a la segunda sumatoria.
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Tablas de costos equivalentes

De la formulacion del problema, en la que cada recurso o asignado a; se dedica a una
tarea t; (parai,j =1,...,n), se genera la tabla de costos del problema, la tabla genérica
es la tabla 8.6.

Tabla 6

Fuente: Propia.

Si bien es cierto que el problema de asignacién se ha formulado como un problema
enmarcado en el modelo de programacién lineal, mas adelante se verd la importancia de
la tabla de costos en un procedimiento de solucién especificamente aplicable a este tipo
de problemas.

Formulacién y modelado de problemas de asignacion

Planteamos esta parte tematica con base en los siguientes ejemplos.
E

jemplo 8.1

Una empresa cuya actividad econdmica es la compra y venta de productos de muebles de
oficina tiene por estrategia el aprovechamiento de promociones de sus proveedores para
comprar mercancia a bajo costo y lograr luego un importante beneficio, sin embargo los
volumenes de compra demandan la necesidad de pago de bodegas. En el ultimo periodo
ha adquirido seis lotes que debe almacenar en bodegas de terceros. Indaga sobre los
costos de alquiler de bodegas y registra los valores siguientes datos, donde también se
muestra la disponibilidad o capacidad de cada bodega (oferta) y la necesidad de
almacenar cada lote en una sola bodega.
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Oferta

e

Demanda

Tabla 7

Fuente: Propia.

Con base en la tabla 7, el problema podria ser resuelto como un problema de transporte en el cual
se quiere minimizar los costos totales de almacenamiento, lo cual esta dado por:

6 6
Minimizar Z = Z Z CijXij

6
inj = 1paratodoi=1,2,..,6

Nl

x;j = lparatodoi=12,..,6
i=1

x;; € {0,1} paratodoi,j=1,2,..,6
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Ejemplo 8.2

Una empresa transportadora dispone de cuatro tipos de vehiculos para carga pesada y
asigna a los conductores segun la experiencia y habilidad de manejo de los mismos, segun
la asignacidn se puede afectar el consumo de gasolina de los vehiculos. La empresa tiene
entre sus empleados con tres conductores para estos vehiculos. Los costos adicionales de
asignar el conductor C; al vehiculo V; en el consumo de combustible se dan en la tabla 8.

Vehiculo
Conductor

Tabla 8

Fuente: Propia.

En este caso el problema no se enmarca directamente el contexto de problemas de
asignacion, en razén a que no hay igual numero de vehiculos y conductores, sin embargo

Se puede incorporar un conductor ficticio Cyf a la formulacion. El costo para este
conductor es cero, de tal manera que no incida sobre la funcidn objetivo, por tanto se
genera la tabla 9.

Vehiculo
Conductor

Tabla 9.
Fuente: Propia.

Solucion del problema de asignacion. El algoritmo hungaro

Dado que el problema de asignacion es un caso especial de problema de programacién
lineal, mas especificamente un problema de transporte, podria resolverse como tal, pero
dada las caracteristicas particulares, también existe un algoritmo especial denominado

_ Fundaciéon Universitaria del Area Andina Kl




algoritmo hungaro. En esta seccién nos dedicamos a la descripcion y uso de este algoritmo
y los elementos de los que se vale para dar solucidn a problemas de asignacién.

El algoritmo hingaro trabaja a partir de los datos de esta tabla de costos para obtener un
conjunto de sucesivas tablas equivalentes que solo pueden estar compuestas de nimeros
positivos y cero, y que en ultimas llevan a la consecucion de la solucidén éptima. éComo se
halla estas tablas equivalentes? El fundamento inicial radica en que se puede sumar o
restar cualquier valor de cualquier elemento o un mismo valor de cualquier fila o columna
sin que cambie la esencia del problema. Esto lo que significa es que la solucién éptima de
una nueva tabla es la misma solucidn dptima de su tabla precedente, de ahi el nombre de
tablas equivalentes.

La operacién concreta con que inicia el algoritmo, para obtener tablas equivalentes de
costos, consiste en restar a cada fila el menor nimero contenido en ellas, lo que dard
lugar a una tabla equivalente que contiene al menos un cero en todas las filas, pero podria
haber alguna columna que no tenga cero, en cuyo caso se procede a restar a todos los
elementos de cada columna el valor mas pequefio contenido en ella. Estas dos
operaciones garantizan que en todas las filas y en todas las columnas haya elementos
cero. Si los ceros obtenidos brindan un completo conjunto de asignaciones, estas ultimas
conforman una solucién 6ptima del problema y se llega al final del algoritmo. Los detalles
o pasos del algoritmo son los siguientes:

Paso 1. Hallar tabla de costos equivalentes: restar el menor valor de cada columna a los
elementos de esa columna 'y, en la tabla que resulta de ello, restar el menor valor de cada
fila a cada elemento de la fila. Esto dara como resultado una tabla en la que hay al menos
un cero en cada fila y en cada columna.

Paso 2. Verificar si se ha alcanzado la optimalidad: para ello se inicia un cero a cada fila
iniciando por la fila que contenga menor cantidad de ceros, luego se cancela o se tacha los
otros ceros que se encuentren en esa fila y sobre la columna que esta el asignado. Esta
operacion se debe repetir con las demas filas hasta realizar todas las asignaciones (de
ceros) posible y no haya ceros que cancelar. La solucidn éptima existe si con el
reordenamiento de las columnas se puede obtener una diagonal de ceros. Si no se ha
alcanzado la solucidn se debe realizar el siguiente paso.
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Paso 3. A partir de la tabla equivalente actual se realiza las siguientes acciones:

a) Marcar o sefialar las filas en las que no se haya hecho asignaciones de ceros.

b) Marcar las columnas en las que haya algun cero cancelado en alguna fila marcada.

c) Marcar las filas con ceros asignados en alguna columna marcada.

d) Realizar las operaciones b y c hasta que no se pueda marcar mas filas o columnas.

e) Trazar una linea sobre las filas no marcadas y sobre las columnas marcadas, luego de esto
se toma el menor nimero que no ha sido atravesado por linea alguna y se resta de los
elementos no atravesados y se suma a los elementos de columnas atravesadas.

Realizado lo anterior se vuelve al paso 2.

Ejemplo 8.4. Considerando el enunciado del ejemplo 8.3 se tiene:

Vehiculo
Conductor

Tabla 10

Fuente: Propia.

Los valores minimos en las filas 1, 2, 3 y 4 son respectivamente 150,250,100y 0, al restar
estos valores a cada elemento de su respectiva fila se obtiene la tabla 11.

Vehiculo
Conductor

Tabla 11

Fuente: Propia.
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Debido o a la incorporacion del conductor ficticio, que dio lugar a la inclusion de una fila
de ceros en la tabla, ya se tiene garantizado la existencia de al menos un cero en cada
columna, por tanto no hay operacidon que hacer en este paso.

Con el fin de obtener ceros en la diagonal principal se reorganiza las filas de la tabla asi:

Vehiculo
Conductor

Tabla 11

Fuente: Propia.

Habiendo llegado a este punto se tiene que la mejor decision es asignar el conductor
C, al vehiculo V3, el conductor C; al vehiculo V,, y el conductor C5 al vehiculo V,. El
vehiculo que queda libre es el V3, segun la solucion le corresponderia el conductor Cy,

pero este conductor no existe.

Ejemplo 8.5. Una empresa requiere realizar mantenimiento a 3 maquinas M;, M;, M,
usadas en su proceso de produccién. El mantenimiento realizado a cada maquina demora
un dia, pero todo el mantenimiento no puede durar mas de un dia, por lo cual se contrata
a tres técnicos diferentes Ty, T,, T3 para que cada uno se dedique a una maquina. Los
costos de cada técnico son varian para cada maquina. Se necesita establecer un plan de
mantenimiento de tal manera que sea lo mas econédmico posible. Los costos respectivos
se presentan en la tabla siguiente:

My
40.000
36.000

M;
36.000
32.000

M;
20.000
12.000

Ty

| | |
| | |
L | |
Ts \ 24000\ 16.000 \ 28.000

Tabla 12

Fuente: Propia.
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Aplicando el método hungaro, se encuentra que la primera tabla equivalente de costos es:

M
0 ‘ 12.000
|
|

T, ‘
T, ‘ 12.000 | 16.000
T; ‘ 0 0

Tabla 13

Fuente: Propia.

Comenzamos una asignacion por la primera fila (texto en rojo) y tachando (texto amarillo)
los otros ceros de la columna. Luego asignamos y tachamos en la tercera, llegando solo a
dos asignaciones de valores cero.

8.000 | 12.000
1

2.000/ 16.000 0
e 16.000

Tabla 14

Fuente: Propia.

Se requiere tres asignaciones, por tanto marcamos (Fondo gris) las filas sin ceros
asignados (la segunda), las columnas con algun cero cancelado en alguna fila marcada (la
tercera), fila con ceros asignados en alguna columna marcada con un cero asignado (la

primera). Luego se traza una linea sobre las filas no marcadas y las columnas marcadas, el
resultado es el siguiente.
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T; 8.000 | 12.000
T, 12.000| 16.000

Tabla 15

Fuente: Propia.

A partir de lo anterior se toma el menor de todos los niUmeros no atravesado por ninguna

linea, restarlo a los elementos de las filas no atravesadas y sumarlo a los elementos de las
columnas atravesadas. La nueva tabla es la siguiente.

4.000

4.000 8.000 0
24.000

Tabla 16

N
@

Fuente: Propia.

A partir de aqui se realiza una nueva asignacién comenzando por las filas que tengan

R T I
L;;;;;ﬁ 4.000
;

tffﬁgl, 8.000
4444447t444447 24.000

Tabla 17

Fuente: Propia.
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De donde se tiene que la mejor politica es asignar el técnico 1 a la maquina 1, el técnico 2
a la maquina 3 y el técnico 3 a la maquina 2.
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