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\~ Unidad 1

Sistemas de
ecuaciones lineales

Autor: Alexander Moreno Quiroga
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Introduccion

El problema central del algebra lineal es basicamente “los sistemas de ecuaciones
lineales” ya que las definiciones formales de dicha area de los nucleos tematicos
denominados independencia y dependencia lineal, necesitan fundamentalmente de la
formulacidn y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, ademas su aplicacién en las
distintas carreras tales como las ingenierias, las ciencias basicas, la arquitectura, etc.

De esta manera, el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales es supremamente
importante en la en el proceso de formacidn de los y las estudiantes. Inclusive, desde la
educacion media académica, los sistemas de ecuaciones lineales forman parte del plan de
estudios.
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Recomendaciones metodoldgicas

La cartilla inicia con un reconocimiento de los sistemas de ecuaciones lineales teniendo en
cuenta su definicidn y su notacidn, es importante reconocer estos dos aspectos ya que son
la base para el correcto manejo de los temas del curso, asi que se recomienda realizar una
correcta lectura de la teoria y de los ejemplos , posteriormente se muestra la clasificacién
de los sistemas de ecuaciones lineales se sugiere que el estudiante ahonde en esta
tematica y consulte ejemplos en la bibliografia sugerida, al final se presentan ejemplos del
método de Gauss cada uno de los cuales arroja diferentes clases y formas de manejo.
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Desarrollo tematico

Sistemas de ecuaciones lineales

Se llamara sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incognitas a
un conjunto de m ecuaciones de la forma:

al'lxl + a1,2x2 + a1’3x3 + a1I4X4 + b + allnxn = bl
azllxl + az'zxz + a2’3x3 + a2'4X4 + b + az'nxn = bZ

Am1X1 + A oXy + A 3Xs + A aXy + 0+ Xy = by

Siendo a;; y b; Numeros Reales y x4, x;, x5 ... x,, las incognitas a calcular.
Dos ejemplos de estos sistemas pueden ser:

3x; +4x, —5x3 =7
5x; +8x, + 7x3 = =3
—4x, +7xy +3x3 =2
X1 +x, —2x3=4
x+4y—5z=-4
—3x—-5y+7z=4
8x+7y+3z=8

La notacion en ambos casos es valida, y se puede realizar la sustitucion de las
variables del primer caso al segundo para mayor comodidad.

Es posible que en cualquier sistema de ecuaciones lineales ocurra que:
I. m > n mayor numero de ecuaciones que incognitas.
ii. m = n igual numero de ecuaciones que incognitas.
iii. m < n menor numero de ecuaciones que incognitas.
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Solucion de un sistema de ecuaciones

Se llamara solucién del sistema a toda n- tupla a4, a5, a5 .... a, tal que al sustituir
X,por a;, x,por a,, ..., x,Por a,,, en todas las ecuaciones del sistema se obtienen
identidades.

Ejemplos
{Zx -3y =3
3Ix+y=7
Admite como solucion los valores x = 2, y = 1 porque al sustituir estos valores en

las ecuaciones.
{2(2) -3(1) =3
32)+1=7

Lo cual claramente muestra que las igualdades se cumplen.

Ejemplo
{ x—2y+3z=1
2x —3y+5z=2
Admite como soluciones cualquier terna que cumpla x =1 -3z, y = —§ yz

Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales

i) Segun los términos independientes.

Homogéneos (Todos los términos independientes son nulos)
Heterogéneos (Algun término independiente es no nulo)

i) Segun sus soluciones.

Sistemas {

Determinados (Unica solucion)
Indeterminados (Infinitas soluciones)
Incompatibles ( No tiene soluciéon alguna)

Sistemas Compatibles {
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Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes

Dos o0 mas sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes siempre que tengan
el mismo conjunto solucion.

Ejemplo

Los sistemas:
x+y+z=3 x+y+z=3
3x+2y+2z=7y{4x+2y—z=5
2x—y+z=2 2x—y+z=72

Son equivalentes ya que la terna (1,1,1)satisface ambas soluciones.

Transformaciones de equivalencia

Las siguientes transformaciones realizadas en cualquier sistema lo convierten en
otro equivalente:

a) Cambiar el orden de las ecuaciones.

b) Multiplicar cualquier ecuacién por un numero real no nulo.

c¢) Sustituir una ecuacién por una combinacion lineal de ella misma con las demas
siempre que el coeficiente por el que multipliquemos la ecuacion sustituida sea no
nulo.

d) Eliminar una ecuacion que sea combinacion lineal de las demas.

Método de Gauss

Las transformaciones de equivalencia, nos permitiran deducir cuando un sistema
es compatible, y si lo es, determinar sus soluciones con el uso de las
transformaciones anteriores se obtendra un sistema equivalente al inicial que
cumpla:

) En la primera ecuacion aparece al menos la primera incognita.

) En la segunda ecuacién no se encuentra la primera incégnita.

) En la tercera ecuacion no se encuentra ni la primera, ni la segunda incognita.
) En la cuarta ecuacion no aparece la primera incognita, ni la segunda, ni
tampoco la tercera.

a
b
c
d
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A este proceso se le denomina triangularizar el sistema, lo cual permite obtener:

) Un sistema con el mismo numero de ecuaciones que incognitas llamado
“sistema compatible determinado”.

) En alguna ecuacion algun absurdo denominado “sistema incompatible”.

) Un sistema con menor numero de ecuaciones que incognitas
denominado “sistema compatible indeterminado”.

Este procedimiento recibe el nombre de método de reduccion o de Gauss

Ejemplo
El sistema final tiene el mismo numero de ecuaciones que incognitas.

x—2y+3z=1()
2x + 3y —z = 2 (ii)
3x +y —4z =5 (iii)

Se realizaran las siguientes transformaciones.

Segunda ecuacion nueva = ii — 2.1
Tercera ecuacion nueva = iii — 3i

Obteniendo el siguiente sistema.

x—2y+3z=1
7y —7z=0
7y — 13z = 2
Restando a la tercera ecuacion la segunda se encuentra.

x—2y+3z=1
7y —7z=0
—6z =2
Es decir que z = —§ valor que se sustituye en la segunda ecuacion y se obtiene
y = —§ y despejando x en la primera ecuacion se obtiene x = g asi la solucion a

. 4 1 1
este sistema es la terna (g' -3 5).
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Ejemplo
El sistema final arroja un absurdo.

x—2y+3z=1()
2x + 3y —z = 2 (ii)
3x +y+ 2z =5 (iii)

Se realizaran las siguientes transformaciones.

Segunda ecuacion nueva = ii — 2.1
Tercera ecuacion nueva = iii — 3i

Obteniendo el siguiente sistema.

7y —7z=0

{x—2y+3z=1
7y —7z =2

Restamos ii de iii se obtiene.

7y —7z=0

{x—2y+3z=1
0=2

En este momento el sistema se encuentra triangularizado y se ha llegado a un
absurdo en la tercera ecuacién por tal motivo se dice que el sistema es
incompatible.

Ejemplo
El sistema final tiene menor niumero de ecuaciones que incognitas.
x—2y+3z=1()

2x + 3y —z = 2 (ii)
3x +y+ 2z = 3 (iii)

Se realizaran las siguientes transformaciones.

Segunda ecuacion nueva = ii — 2.1
Tercera ecuacion nueva = iii — 3i
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Obteniendo el siguiente sistema.

x—2y+3z=1
{ 7y —7z=0
7y —7z=0

Restamos ii de iii se obtiene.

{x—2y+32=1

7y-7z=0 < 7y — 7z =0

{x—2y+32=1
0=0

Luego de haber triangularizado el sistema se obtienen menos ecuaciones que
incognitas por tanto se dice que es incompatible determinado, para obtener una
solucion se divide la ultima ecuacion por 7.

{x—2y+32=1
y—z=0

Posteriormente de la ultima ecuacion se despeja y, y se obtiene y = z, valor que
se reemplaza en la primera ecuacion y asi se encuentra que el conjunto solucién
del sistema son todas las ternas que cumplan (1 — z, z, z) con zeR.

Ejemplo

Resolver el sistema:
4x —2y+3z+2t=1
2x+3y—z—3t=2
3x+y—4z+t=1
3x+y—z=2

Podemos notar que ningun coeficiente de la primera incégnita es 1, por tal motivo
se debe reorganizar las ecuaciones teniendo en cuenta tomar como pivote el

coeficiente de la letra “y” de la tercera ecuacion y ubicarla en la primera posicion.

Asi el sistema de ecuaciones reorganizado seria.

y—4z+t+3x=1()
y —z+ 3x = 2 (ii)
—2y —3z+ 2t + 4x =1 (iii)
3y —z—3t+2x =2 (iv)
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Este sistema genera la matriz.

1 -4 1 3 1
1 -1 0 3 2
-2 =3 2 4 1
3 -1 -3 2 2

Inicialmente se realizaran las siguientes transformaciones.

Segunda ecuacién nueva = ii — i
Tercera ecuacion nueva = iii — 2.1
Cuarta ecuacion nueva = iv — 3.1

1 -4 1 3 1
0o 3 -1 0 1

0 -11 4 10 3
0 11 -6 -7 -1

Realizando el intercambio ii < iii.
1 —4 1 3 1
0o 11 -6 -7 -1
0 —-11 4 10 3
0 3 -1 0 1
Ahora se realizaran las siguientes transformaciones.

Tercera ecuacion nueva = iii + ii
Cuarta ecuaciéon nueva = 11.iv — 3.1ii

1 —4 1 3 1

0 11 -6 -7 -1
0O 0 -2 3 2
0 O 7 21 14
1 —4 1 3 1

0 11 -6 -7 -1
0 O 1 3 2
0O 0 -2 3 2

Cuarta ecuacion nueva = iv + 2.1ii

1 —4 1 3 1

0 11 -6 -7 -1
0 O 1 3 2
0 O 0 9 6
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dividiendo la ecuacion iv por 3

—4 1 3 1

11 -6 -7 -1
0 1 3 2
0 0 3 2

SO O

Asi el sistema inicial arrojaria uno equivalente.

y—4z+t+3x =1 (i)
11z — 6t — 7x =1 (ii)
t + 3x = 2 (iii)
3x =2 (iv)

Por tanto el sistema es compatible determinado siendo su solucién la terna.
211

(_1_’_1 0)
3°'3°3

Ejemplo
3x =2y =0(i)
2x + 2y =1 (ii)
5x — 8y = —2 (iii)

Tomamos la primera ecuacion y le restamos la segunda.

1 -4 -1

2 2 1

5 -8 =2
Segunda ecuacién nueva = ii — 2.1
tercera ecuacion nueva = iii — 5.1

1 -4 -1
0 10 3
0 20 3
tercera ecuacion nueva = iii — 2.ii
1 -4 -1
0 10 3
0O 0 -3

El sistema es incompatible.
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Ejemplo

Determinar los valores de “a” en el sistema.

x—2y—3z=0 ()
2x+3y+ (a+ 1)z =0 (ii)
3x +y +a.z = 0 (iii)

Se debe considerar la matriz.
1 -2 -3 0
(2 3 a+1 0)
3 1 a O

Segunda ecuaciéon nueva = ii — 2.1
tercera ecuacion nueva = iii — 3.1

1 -2 -3 0
0 7 a+7 0
0 7 a+9 0

tercera ecuacion nueva = iii — ii

1 -2 -3 0
0 7 a+7 0
0 0 2 O

El sistema inicial es compatible al sistema.

x—2y—3z=0 ()
7y + (a+ 7)z = 0 (ii)
2z = 0 (iii)

Por tanto el sistema es compatible determinado y su solucion es la terna trivial
(0,0,0).

Fundacién Universitaria del Area Andina



Matrices

Autor: Alexander Moreno Quiroga

AREANDINA [} UMNS

sitaria del Area Andin



Introduccion

Mediante el estudio de esta unidad se pretende brindar al estudiante un espacio de
reflexion y practica en relacidn a los principios asociados a matrices de numeros reales.
Esta tematica es de gran importancia en el estudio de diversos tépicos del dlgebra lineal,
rama de la matematica de amplia aplicacion en diferentes campos del ambito profesional.
Abordamos el concepto y notacidén de matrices, las diferentes operaciones entre matrices,
las propiedades de tales operaciones entre otros temas.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Recomendaciones metodoldgicas

Se hace un recorrido por el tema de las matrices, es recomendable que realice las lecturas
con cuidado y que a su vez de forma autdnoma trate de resolver los ejemplos propuestos
teniendo en cuenta las definiciones, es importante que usted tenga claras las operaciones
entre matrices y sus propiedades, analice los ejemplos y trate de plantearse algunos
ejercicios en particular. Al final se presentan dos operaciones de suma importancia para el
desarrollo del siguiente capitulo por tal motivo es necesario que se apropie de los
conceptos.
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Desarrollo tematico

Matrices

Concepto y notacion de matrices

En el campo de los numeros reales, una matriz es una distribucion de numeros en
filas y columnas. En general si el numero de filas es m y el de columnas es n, se

define una matriz de orden m x n como el siguiente arreglo rectangular:

A11 Q12 .aa Q1j e Qgp

a21 a22 =zm azj === azn

a. . P a— ] P
ail aiz LR l] =sm a:

|..

Am1 A2 =es amj e Aopn

Columnas

Imagen 1
Fuente: Propia.

En la terminologia de matrices, para referirnos al elemento que se encuentra en la

esima

i-°™2 fila y la -°*™ columna de una matriz A, se escribe a;; y a la matriz misma

como [A];;.

Siempre que se hace referencia al orden de la matriz, en la forma m x n, el primero
de los numeros corresponde al numero de filas y el segundo al niumero de
columnas. Por ejemplo, una matriz de 3 filas y 4 columnas es de orden 3 x 4,
mientras que una matriz de 2 filas y 5 columnas es de orden 2 x 5. Ademas de lo

anterior, cuando se hace referencia a la notacion a;; o [A];; el numero i se refiere

alafilay j, ala columna.
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Si una matriz tiene el mismo namero n de filas y de columnas, se dice que la

matriz es una matriz cuadrada de orden n x n, o simplemente de orden n.

Matriz fila y matriz columna: atendiendo al numero de filas y columnas que

puede tener una matriz, tenemos los siguientes casos especiales.

Matriz fila: es una matriz con una sola fila, se conoce también como vector fila, si
la matriz tiene n elementos se dice que es una matriz de orden 1 x n, por ejemplo,

la siguiente matriz:

A=[43-107]

Es una matriz de orden 1 x 5.

Matriz columna: es una matriz con una columna, se conoce también como vector
columna, si tal columna tiene m elementos se dice que es una matriz de orden m x

1, por ejemplo, la siguiente matriz es de orden 6 x 1.

Operaciones entre matrices o algebra de matrices

En el contexto del algebra lineal, y particularmente el relacionado con el estudio de
matrices y sus aplicaciones, son de gran importancia las operaciones que se
pueden desarrollar con matrices, asi como el conjunto de propiedades que
cumplen tales operaciones. A continuacion presentamos las operaciones que se

pueden desarrollar con matrices de numeros reales.
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Suma de matrices: dadas dos matrices A = [A];; y B = [B];;, ambas de orden m
x n, la suma A + B corresponde a otra matriz, también de orden m x n definida de
la siguiente forma:

A+ B =[A+B];; = [Al;; + [Bl;;

Es decir, el elemento que ocupa la posicién [i,j] en la matriz suma se obtiene

sumando los respectivos elementos de las posiciones [i, j] de las dos matrices.

Ejemplo

A continuacion se presentan dos matrices de orden 3 x 3y la respectiva suma:

1 4 =3 5 =2 1 6 2 -2

2 6 91 +|14 3 -=2|=1|6 9 7

2 —3 5 5 8 0 7 5 5
Imagen 2

Fuente: Propia.

Producto de una matriz por un escalar: dada una matriz A = [A];; y un nimero
reala, el producto del escalar a por la matriz A, es la matriz definida de la siguiente
forma:

oA = [ad];;
Es decir, los elementos del producto se obtienen multiplicando cada elemento de

la matriz A por el escalara.

5 -1 15 -3
Sia=1|2 4| para a=3,aA=34A= |6 12
4 3 12 9
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Propiedades de la suma de matrices: es importante tener claridad sobre las
propiedades que se pueden aplicar cuando desarrollamos operaciones
relacionadas con la suma de matrices, el siguiente conjunto de propiedades se

puede verificar con relativa facilidad y se presenta sin demostraciones.

Dadas las matrices A4, B, C, todas del mismo orden, se cumple lo siguiente:
a)A+B=B+A

b)(A+B)+ C=A+(B+0()

C)A+0=4

d)A+(-A) =0

e)x(A+B)=xA+«xB

f)(ec +B)A= aA + BA

g) (x B)A = a(BA)

Producto de un vector fila por un vector columna: realmente corresponde al
producto de matrices 1 x ny n x 1, es decir vectores fila y columna con el mismo
namero de elementos, como el ejemplo (a) de la siguiente figura. Se requiere la

coincidencia entre el numero de elementos porque el resultado se fundamenta en

esimo esimo

el calculo del producto del i- elemento del vector fila por el i- elemento del

vector columna. La figura (b) ilustra los elementos que se multiplican.

1 [2 5 1 4]

[2 5 -1 4] 4 N (1]

(a) (b)

Imagen 3
Fuente: Propia.
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El resultado de multiplicar los dos vectores corresponde a la suma de los

productos sefalados, es decir, si:

El producto A. B esta dado por:

Resaltamos el hecho que este producto, en el contexto del producto de matrices,
corresponde a un solo numero.

Ejemplo
Para el caso de los vectores anteriores, el producto correspondiente es:
(2)(1) + (5)(-4) + (-1)(B)+ (4)(9)=2-20-5+36=13

Producto de matrices m x n y n x 1: el producto de una matriz por un vector
columna, en este orden, requiere que el numero de columnas de la matriz coincida
con el numero de filas 0 niumero de elementos del vector, condicién que se cumple

en el producto indicado en el siguiente ejemplo:
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. 132 -4
25-14_4 06 1 7
132 -4 |

5 1
0617 X

9 X -4

x 5
X 9

(a) (b)

Imagen 4
Fuente: Propia.

El resultado de este producto es un vector columna con una cantidad de

esimo

elementos igual al numero de filas de la matriz, ademas, el i- elemento del
resultado corresponde al producto de la i-°™ fila de la matriz por el vector
columna, es decir, el primer elemento se obtiene multiplicando la primera fila de la
matriz por el vector columna, el segundo elemento se obtiene multiplicando la
segunda fila por el vector columna y asi sucesivamente. El producto de cada fila
por el vector columna se realiza tal como se indic6 en el apartado anterior.
Formalmente se tiene que el producto de una matriz A por un vector columna B,

esta dado por:

A1 Q12 «ee A .an Qg b 1]
a21 a22 R azj - aZn b2 n
A.B = — "l | = |7
Ajy Qg === Gij == Gy by
Am1 Am2 see Anj wen Qg bn L'

Imagen 5
Fuente: Propia.
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Donde cada r; se obtiene mediante:

Ejemplo
2 5 -1 4|,
13 2 -4l =
7
06 1 5

:(2)(1) O +HEDE) @O M) B + 25 + (D) (0)(D) HE)(-4) + (D) + (1)) ]

2-20-5+36 1-12+10-36 0—24-I—5-I—63]=[13 -35 44]

Imagen 6
Fuente: Propia.

Producto de matrices m x n y n x r: hemos estudiado en el apartado anterior el
producto de una matriz por un vector columna, procedemos ahora a estudiar el
producto de dos matrices, en lo que se requiere que el numero de columnas de la
primera matriz coincida con el numero de filas de la segunda, condicién que se

cumple en el producto indicado en el siguiente ejemplo:

25 -1 4
o5 4 al[1 5 132 -4
1392 all4 3 0617
H5 H I
X
X 5 5
X 3

(a) (b)

Imagen 7
Fuente: Propia.
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El resultado de multiplicar una matriz de orden m x n por una de orden n x r, es
una matriz de orden m x r, es decir, una cuyo numero de filas es igual al nimero
de filas de la primera matriz y el niumero de columnas coincide con el de la

segunda. En el resultado, el elemento ;;, 0 sea el ubicado en la i-*™ fila y la j-

esima

columna, se halla multiplicando la i-*™ fila de la primera matriz por la j-*5™
columna de la segunda. Formalmente se tiene que el producto de una matriz A
de orden m x ny una B, de orden n x r esta dado por:

a11 a12 - alj I aln >b.11 I bl] - bl‘r Ty === le wee  Nr
Q21 Q22 ««x Q2j ... Gy byy wes |byj| «ex Do Ty1 sex Tpj  ees Ty
AB=|_ ) ) - o . =
all alz T al] amm alnl rl:l axm L] riT
. Timi === Tmj === N
aml amz " aml "= amn bnl sss bn] =sm bn‘r - m m mT-
Imagen 8

Fuente: Propia.

Donde el elemento r;; corresponde a:

m

Tij = Z Ak by

k=1
Ejemplo

El siguiente producto ilustra el procedimiento de calculo.

1 1]= = =
1 4 2

[2 3 _1‘ 341 @3+ D) @@ +RM+EDAB) | [6+3-2  8+3-3] [7 8
5 3 JO@+@O+@e)  O@W+@M+EE) | Pr4r2 4+4a+6 9 14

Imagen 9
Fuente: Propia.
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Propiedades del producto de matrices: las propiedades que citamos a
continuacion sobre el producto de matrices se refieren a productos que tengan
sentido, es decir, que haya compatibilidad en el numero de filas y columnas de tal
manera que se pueda realizar la operacidn, estas propiedades se presentan sin

demostracion.

Dadas las matrices A4, B, C, tales que los productos indicados tienen sentido, se

cumple las siguientes propiedades:

a) (AB)C = A(BC)

b) A(B+ C) = AB + AC

c)(B+ C)A=BA+CA

d) a(AB) = (aA)B = A(aB) para todo «< € R

Matriz identidad de orden n [I,,]:

La matriz identidad de orden n es una matriz cuadrada de n filas y n columnas en
la cual se cumple lo siguiente:
1sii=j
(1] =
Osii #j

Es decir, los elementos de la diagonal principal, la que va del extremo superior

izquierdo al inferior derecho, esta formada por solos 1s (unos) y los elementos

restantes son Os (ceros). Tal como se muestra a continuacion:
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(10 0 0 |

0 1 w0 w0

L=1, 1 0
Imagen 10

Fuente: Propia.

Un teorema muy importante en relacién a matrices identidad es el siguiente:

Teorema: Dada una matriz A de orden m x n se tiene que:

I,A=A

Al, = A
Al invertir el orden de la operacién se debe usar una matriz identidad de orden
diferente.

Matriz invertible
Una matriz A de orden n es invertible, o tiene inversa, si existe una matriz B de
orden n tal que:

AB=BA=1,
No toda matriz es invertible, pero si lo es, su inversa es unica. La inversa de una
matriz A se denota por A~1. En la unidad tres realizaremos calculos de inversa de

una matriz.

Propiedades de matrices invertibles: si A, B son matrices invertibles de orden n,
se cumple lo siguiente:

a) A Ht=4

b) AB es invertible y (AB)™' = B7147!
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Traspuesta de una matriz
Dada una matriz A de orden m x n, la traspuesta de A, denotada por AT, es una
matriz de orden n x m obtenida al convertir las filas en columnas, es decir la

primera fila de A pasa a ser la primera columna de la traspuesta A”. es decir:

(A1 Q2 ... Ayj wee A1y T aqq A1 ==x Qi === Ay
Az1 Q22 === A2j wua Ay Q12 Q22 ==« Qi3 wen Ay
Sid= . entonces A7 = | g, . .
@iy Az == Qi ey Qj  Q2j @ e A
Am1 A2 eee Amj owee Qpn -aln Aoy === Ain  ==e Qpp |
Imagen 11

Fuente: Propia.

Propiedades de la traspuesta de matrices: la trasposicion de matrices cumple
las siguientes propiedades:

a) (AT =4

b) (A+B)" = AT + BT

c) (x A)T = oc AT

d) (AB)T = BTAT

e) Si A es invertible, AT es invertible y (AT)™1 = (A™DT

Ejemplo
1 -2
1 4 5
- . , t AT:
Si A= g i entonces 2 3 1

Imagen 12
Fuente: Propia.
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Introduccion

En cursos de educacion media estudiamos diversos métodos para resolver un conjunto de
ecuaciones simultaneas, todas ellas lineales, tema conocido mas brevemente como
sistemas de ecuaciones lineales, en esta unidad pretendemos aplicar principios de
matrices, particularmente partimos de un sistema de ecuaciones y lo transformamos en
una ecuacién matricial, a partir de la cual hallamos la solucidn del sistema empleando
diferentes técnicas.
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Recomendaciones metodoldgicas

Para enfrentarse al desarrollo de esta unidad se le recomienda al estudiante tener
presente las tematicas de las semanas anteriores, particularmente las relacionadas con
producto de una matriz por un vector columna. Igualmente se recomienda la detallada
revisidon de los ejemplos desarrollados y apoyarse en los diferentes recursos adicionales
dispuestos para favorecer su aprendizaje, tales como, video capsulas, videoconferencias,
lecturas complementarias, entre otros.
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Desarrollo tematico
Sistemas de ecuaciones lineales con matrices

Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas X, X5, ..., X;; , €s un conjunto de
ecuaciones como el siguiente:

111 -1 a12.9 —|— I - A1nLn — bl
ag1r1  + asre + -+ 4+ agprn = b
Am1T1 + Amalty + -+ Aty = by

Imagen 1
Fuente: Propia.

.-esima

En el cual el nimero a;; es el coeficiente de la j variable (x; ) en la i-esima fila y los bj
son los términos independientes.

Solucion de un sistema de ecuaciones lineales

La solucion o conjunto soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales es el conjunto de
valores de las variables que satisfacen cada una de las ecuaciones.

Verificacion de la solucion: para verificar si un conjunto de valores de las variables son

solucién de un sistema de ecuaciones, se sustituye los valores en cada una de las
ecuaciones del sistema, si la solucion es vélida debe satisfacer cada una de las ecuaciones.

Ejemplo: dado el sistema:

le + 3x2 =7
5x1 - sz =8
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La solucidn es: x; = 2; x5 = 1, lo cual se puede verificar sustituyendo estos valores en las
dos ecuaciones. En apartados siguientes veremos como obtener la solucion de sistemas de

ecuaciones.

Representacion matricial de sistemas de ecuaciones lineales

A partir de los sistemas de ecuaciones lineales podemos definir las siguientes matrices.

11 Q12 .. Qi Xq -bl
(21 Q22 == A2y X
. 2| . _ b
A prm . . : I 4 X - . I B - 2
aml amz anm a X
i mn | | An] _bm.
Imagen 2

Fuente: Propia.

Las cuales, segun se puede verificar, con base en las operaciones de multiplicacién
estudiadas en la unidad anterior, satisfacen la siguiente ecuacidon matricial:

(21 Q22 = don || x, b,
AX - B $ . . : . —_ .
Am1  Am2 = Qqmn || x, bm

Imagen 3

Fuente: Propia.
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En la anterior ecuacidn, la matriz A es la matriz de coeficientes o matriz del sistema. Como
es de suponer, parte de nuestro interés es resolver sistemas de ecuaciones lineales, en
este caso empleando métodos matriciales, para lo cual se hace necesario el uso de lo que,
en este contexto, se conoce como operaciones elementales por filas. Antes de entrar en
ello, conviene representar la ecuacion matricial de forma mas simplificada, tal como se
muestra a continuacion, en donde a la matriz de coeficientes se le agrega la columna de
términos independientes, obteniéndose asi la matriz ampliada del sistema, que no hace
uso de las variables; la linea discontinua representa el signo de igualdad.

1 -
Ay11 Q12 ... Qup' by

M . L] ] . | .

|
Am1 Am2 === Amna bml.
|

Imagen 4
Fuente: Propia.

Operaciones elementales por filas

Sobre una matriz M podemos aplicar las siguientes operaciones:

a) Intercambiar la fila p por la fila g, lo cual se denota mediante f, < f,.
b) Multiplicar por A # 0 la fila p, lo cual se denota mediante Af,.
c) Sumar a la fila p la fila g multiplicada por A # 0, lo cual se denota mediante f, + Af,.

El resultado de este tipo de operaciones da lugar a una matriz asociada a un sistema
equivalente, es decir, uno que tiene el mismo conjunto solucién. Una explicacidon que
ilustra lo anterior se presenta en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: considerando el sistema de ecuaciones:

2x1+ 3x2 =17
5x1— sz =8

La solucion del mismo, como lo sefialamos antes es: x; =2 ; x; = 1, expresando el
sistema en forma matricial, tenemos:
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1
2x,+ 3x,=17 2 3||x 7 2 3,7
== — o= M = |
5x, — 2X,=8 5 —2]|%x2 8 5218
1
Imagen 5
Fuente: Propia.
Veremos a continuacion que si realizamos operaciones por filas sobre la matriz M, se
obtiene una matriz equivalente asociada a un sistema con idéntica solucién:
a) Intercambio de filas de la matriz M:
I 1 —
2 3,7 5 _-218 5x;, — 2x, =8
M = [ freofy — M= I b
5 —218 I 2x1 + 3x,=7
1 1
Imagen 6

Fuente: Propia.

Se puede verificar que la solucién sigue siendo: x; =2 ; X, =1, lo cual es de

esperarse ya que la operacion realizada es equivalente al solo cambio del orden de las
ecuaciones.

b) Multiplicar por A = 3 la segunda fila, aunque podemos tomar cualquier A # 0 vy
multiplicar cualquiera de las filas.

I
2 3:7 2 3| 7 2x1+3x2:7

‘= —

M =

v

I I
5 218 >3/, 15 6124 15x, — 6x, = 24

Imagen 7
Fuente: Propia.

La solucién del nuevo sistema es también x4y = 2 ; x, = 1.

c) Sumar a la fila 1 la fila 2 multiplicada por A = 3. f; + 3f,.
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De la operaciéon anterior al multiplicar por 3 la fila 2, ésta cambia a "15 —6 24", si
sumamos esto a la fila 1 de la matriz M tenemos:

I . I

2 3,7|\—fi+3f—> 17 -3, 31 17x, — 3x, =31
M= [ M= [ — B

5 -218 5 218 Sxy— 2x; =8

Imagen 8
Fuente: Propia.

El resultado del proceso anterior es un sistema de ecuaciones que tiene la misma solucién
gue el sistema original. En los casos b y ¢, La operacién a realizar se indica o sefiala ala
altura de la fila que ha de transformarse.

Matriz escalonada reducida o triangular superior

En la literatura en relacion al estudio de matrices encontramos definiciones formales, en
nuestro estudio definimos la matriz diagonal superior o escalonada reducida como una
matriz cuadrada en la cual todos los términos que se encuentran por debajo de la diagonal
principal son O (cero), es decir una matriz de la forma:

17 Q12 ... Qqn
0 CLZZ (1] azn
0 0 0
0 0 s Amn

Imagen 9

Fuente: Propia.

Eliminacion de Gauss-Jordan

En lo que resta de esta unidad apuntaremos a la solucion de sistemas de ecuaciones
lineales en los cuales el nimero de ecuaciones es igual a numero de incégnitas, a partir de
esto tendremos una matriz cuadrada de coeficientes y una columna adicional en la matriz
extendida, esta matriz extendida sera objeto de operaciones elementales por filas a fin de
obtener una matriz triangular reducida en la parte de los coeficientes. El conjunto de
operaciones por filas que dan lugar a la matriz triangular superior se conoce como
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eliminacidon de Gauss-Jordan y resulta muy util para resolver sistemas de ecuaciones
lineales, mostraremos en el siguiente ejemplo el uso del método de eliminacion de Gauss-
Jordan.

Ejemplo: vemos a continuaciéon un sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro
incognitas y la matriz ampliada correspondiente.

- I -
2 3 2 -3 ' 15
2x1 + 3x2 + 2x3 - 3x4, — 15 1
_ 3 -1 1 2 1 3
31— X2+ x3+ 2x4= 3 '
x1 + xz - 2x3 - 3x4, = 5 1 1 -2 -3 : 5
4'x1+ 3x2_ x3_ x4,= 14 :
4 3 -1 -1 ' 14
L}
_J I -
Imagen 10
Fuente: Propia.
Apliguemos operaciones por filas para obtener una matriz triangular superior en la parte
de coeficientes de la matriz ampliada.
a) Es conveniente tener un “1” en la primera fila primera columna, por tanto
intercambiamos las filas 1y 3.
. I - . I -
2 3 2 -3 ' 15 1 1 -2 -3 : 5
3 -1 1 2 .+ 3 3 -1 1 2 . 3
. fiofz — !
1 1 -2 -3 1 5 T 2 3 2 -3 . 15
4 3 -1 -1 % g4 4 3 -1 -1 g4
! A ! r
Imagen 11

Fuente: Propia.
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b) En la ultima matriz, con tal de obtener los ceros requeridos en la columna 1, a lafila 2 le
sumamos la fila 1 multiplicada por -3; a la fila 3 le sumamos la fila 1 multiplicada por -2y a
la fila 4 le sumamos la fila 1 multiplicada por — 4, tal como se indica a continuacién:

(1 1 -2 -3 . 5| (1 1 -2 -3 . 5|
3 -1 1 2 i 3 |—>f -3fi—s| 0 -4 7 11 5—12
2 3 2 -3 ' 15 |—f-2—]0 1 6 3 ! 5
4 3 A 1 q4|l—pi-ap—]0o 1 7 11! -6
b » - R » o
Imagen 12
Fuente: Propia.
b) Para obtener los ceros de la segunda columna, inicialmente a la fila 3 le sumamos la fila
4, como se indica en la siguiente imagen:
(1 1 -2 -3 & 5 (1 1 -2 -3 1 5]
0o -4 7 11 5—12 0o -4 7 11 §—12
0o 1 6 31 5 |—f+fi— [0 0 13 144
0 -1 7 11} -6 0 -1 7 11} -6
Imagen 13

Fuente: Propia.

Ahora multiplicamos por 4 la fila 4 y le restamos la fila 2, con se muestra seguidamente:
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(1 1 -2 -3 . 5| 1 1 -2 -3 1 5]
0o -4 7 11 ;-12 0o -4 7 11 ) -12
0 o0 13 14 ! -1 0 o0 13 14 ' -1
0 -1 7 11 | =6 |—4f, - f,—> | 0 0 21 33 ! -12
= : - - : -

Imagen 14
Fuente: Propia.
En la dltima matriz dividimos por 3 Ia fila 4.

(1 1 -2 -3 1 5] (1 1 -2 -3 . 5|
0o -4 7 11 ;-12 0o -4 7 11 ;-12
0 o0 13 14 ¢ -1 0 0 13 14 ' -1
o o 20 33}-12|— 5 — |0 o 7 11! -4
- : - 3 - : =

Imagen 15
Fuente: Propia.
Para obtener el O (cero) requerido en la tercera columna, multiplicamos la fila 4 por 13y le
restamos la fila 3 multiplicada por 7.
1 1 -z -3 .1 5] (1 1 -2 -3 1 5]
0o -4 7 11 ;-12 0o -4 7 11 5—12
0 o0 13 14 ! 11 0 0 13 14 ' -1
0 0 7 11 ' -4 |—137,-7f,~| 0 0 0 45 E -45
! v I .
Imagen 16

Fuente: Propia.

Fundacién Universitaria del Area Andina



Finalmente dividimos por 45 la fila 4.

1 1 -2 -3 1 5 1 1 -2 -3 .5
0o -4 7 11 }-12 0o -4 7 11 !-12
0 0 13 14 @ -1 0 0 13 14 @ -1
o o o0 asi-45|— Lo o o 1 -1
45 '
Imagen 17

Fuente: Propia.

El sistema equivalente asociado a la ultima matriz es el siguiente (1).

X1+ Xp— 2x3— 3x4= 5 (1)
— 4x;, + 7x3+11x, = — 12 (2)
13x3 +14x, =—- 1 (3)

x, = —1 (4)

En este sistema, se puede hallar la solucién facilmente comenzando por la ultima
ecuacién, luego sustituyendo el valor hallado en la pendltima, con lo cual se halla otro
valor, los valores hallados se sustituyen en la anterior y asi sucesivamente, hasta
encontrar la solucién completa, veamos lo fundamental de los procedimientos.

De la ecuacion (4) encontramos que X4 = — 1 sustituyendo en la ecuacion (3) se tiene:

13x3—14=-1
De donde se halla x3 = 1.

Sustituyendo X3 Y X4 en la ecuacidn (2), obtenemos el valor de X, mediante:

—4x,+ 7-11=—-12
—4x, =—-12+11-7
— 4x, =—8
Xy =2

Sustituyendo en la ecuacion (1) los tres valores hallados se puede hallar X4 a través de:
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x1+ 2—2+ 3:5
x1=2

Finalmente la solucidn del sistema es:

X = 2;
Xy = 2;
x3 =1;
Xy = —1,

La cual segun se puede verificar, satisface el sistema de ecuaciones propuesto
originalmente, evidenciando la utilidad del procedimiento de eliminacion de Gauss-
Jordan.

El planteamiento de las ecuaciones que nos conducen a hallar cada valor se puede realizar
a partir de la lectura de la ultima matriz sin necesidad de plantear el sistema de
ecuaciones final.

Ejercicios:

1 En cada uno de los siguientes casos representar el sistema de ecuaciones en forma de
ecuacién matricial y escribir la matriz ampliada del sistema.

a)

3x; — 3x, + 2x3 + 3x4 + 5x5+ x5 =1
2x1 + 2xy — X3+ X4 +4x5+ x5 =5
5x; — 5x, +3x3 + x4+ x5+ 3x5 =1
—X1 + Xy — X3+ x4+ 2x5 +9xg =3
2x1 — 3xy + 7x3 + x4 + x5 + 5x¢ = —1
—3x1+ Xy —x3 +4x, + x5+ 2x5 =2
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b) 3x; — 2x3 +3x4 +5x5 + x5 =1
2x1 + 2x5, — x4 +4x5 + x5 =5
5x; — 5x, +3x3 + x5+ 3x5 =1
—X1+ Xy — X3+ x4 +9%, =3
2%y — 3%, + 7x3+ x4 + x5 = —1
+x, — X3 +4x, + X5+ 2x5 = 2

2) Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales mediante el procedimiento de
eliminacién de Gauss-Jordan.

b)3x; — 3x, +2x;,+3x, =4
a) 3x; — 2x,+x3=6 ) 3% 2 3 *

2xy + 3x; —4x3 = 22
5x; — 4x, +3x3 =6

2xy + 2x5, —x3+ x4=3
5x; — 5x, +3x3 +x, =10

—X;+ X —X3+ X4 =—4
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Introduccion

Se estudiaran a continuacion los determinantes, con el firme propdsito de familiarizar al
estudiante con este concepto para que inicialmente lo asocie como un nimero real que se
asigna a cada matriz y posteriormente reconocer el adjunto de un elemento lo cual
permite llegar al determinante de una matriz cuadrada, se analizan la matriz inversay la
de cofactores y a su vez su relacién con los determinantes.

Fundacién Universitaria del Area Andina




Recomendaciones metodoldgicas

Apoyados en el calculo de determinantes se podrd hallar la inversa de una matrizy la
solucién de sistemas de ecuaciones lineales tratados y comentados en las unidades
anteriores, el material de estudio de dichas unidades se encuentra disponible por si
considera necesario recurrir a él. En aras de facilitar el manejo de los determinantes
trataremos el tema de lo particular a lo general, iniciando con determinantes de matrices
de 2 x 2 y siguiendo con matrices de orden superior, esta secuencia didactica le permitira
visualizar de una manera légica estos procedimientos y familiarizarse mas con los tema,
por este motivo es imprescindible que realice las lecturas de forma ordenada y procure ir
solucionando los ejemplos propuestos.
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Desarrollo tematico

Determinantes

Determinantes de 2 x 2 o de segundo orden

Definimos inicialmente el determinante de segundo orden como se indica a
continuacion:

Dada la matriz:

Imagen 1
Fuente: Propia.

El determinante de A, que corresponde a un numero real, se simboliza y define de
la siguiente forma:

A11 Qg2 A1 dq2
det (A) = det = = Qq1-022 — Q92021
R LY) dz1 Q22
Imagen 2

Fuente: Propia.
Noétese la diferencia de representacion entre una matriz y su determinante, la

matriz se representa con corchetes y el determinante sélo con barras. El siguiente
ejemplo ilustra el célculo de determinantes:
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Ejemplo 1

Calcular el determinante:

I3 5
A=l
Imagen 3
Fuente: Propia.
Solucion:
B s _
[Al=[, _5|= B(=3) —(4)(5)= =9 -20= -29

Imagen 4
Fuente: Propia.

Vemos que el calculo de determinantes de 2 x 2 es realmente sencillo, pero es un
valioso apoyo para el calculo de determinantes de orden de 3 x 3 y de orden

superior, este tipo de calculos hace uso de otros conceptos que comenzamos a
estudiar seguidamente:

Menor complementario de un elemento

Dada una matriz de orden n x n, el menor complementario del elemento a;;,
representado mediante M;; se define como el determinante de la matriz obtenida
al suprimir la fila i y la columna j. La figura siguiente muestra la idea.

Pl ik Ay1 Az - @
a a v |24 oo Qpj 11 12 nl
21 a2 2 nj Gyt Clgg (U

.
. . . . .

[ail i oo (l:“' C{m] ' :
. : . . Clnl anz eee Clnn

A1 Qn2 « Apj| == App

Menor complementario del elemento @;;

Imagen 5
Fuente: Propia.
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En el caso de matrices de 2 x 2, el menor complementario de un elemento es el
numero que queda al suprimir la fila y la columna en la que se encuentra el
elemento.

Ejemplo
Sea la matriz:

4 5 -2
2 3 1
7 1 2

Imagen 6
Fuente: Propia.

El menor complementario del elemento ubicado en la fila 2 columna 3 es:

4 5 [-2 4 5
2 3 [1||== My;= |=(4).(1)—(7).(5)=4—35=—31
7 12 71

Imagen 7

Fuente: Propia.

Adjunto de un elemento de una matriz

Dada una matriz cuadrada de orden n x n, el adjunto del elemento a;j,
representado mediante 4;; corresponde a:

A = (=DM .My

Es decir, el adjunto de un elemento, es el mismo menor complementario o el
menor multiplicado por menos uno (-1), segun la fila y la columna en que se
encuentre. Mas especificamente si la suma numero de fila mas numero de
columna es par, el resultado es el mismo menor complementario, en caso
contrario es el menor multiplicado por -1.
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Ejemplo
Para el menor complementario calculado en el ejemplo anterior, el adjunto es:
Ay = (D"™MM; = Ay = (1) My = (-1)(-31) = 31

Para la matriz completa hallamos a continuacidon los menores complementarios y
adjuntos.

a;; =4 M;=03)2)- (1.1 =6-1=5 Ay = (—1)°My, =
M;; =5

a;; = 5; M,=2).@2)- (7).(1)=4-7=-3; Ay = (_1)3M12 =
—-M;, =3

a13 = _2; M13 - (2). (1) - (7). (3) == 2 - 21 = _19; A13 = (_1)4M13 =
M13 == _19

ax, = 2; My =(5).(2)— (1).(-2)=10+2 =12 Ay = (—1)3M,, =
Az, =3; My, = (4).(2) — (7).(=2) = 8+ 14 = 22; Ay = (—1)*My, =
azz =1 Mp3 = (4).(1) — (7).(5) = 4—35 = -31; Ays = (—1)°My3 =

_M23 = 31

as; =7; Ms, = (5).(1) - 3).(-2)=5+6=11; Az = (_1)4M31 =
M31 = 11

as, = 1; My, =(4).(1) — (2).(-2)=4+4=8; Aszp = (_1)5M32 =

aszz = 2; M3z =(4).(3) — (2).(5) = 12-10=2; Azz = (_1)6M33 =
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Calculo de determinantes de orden superior

Dada una matriz cuadrada A de orden n > 2, su determinante corresponde a la
suma de de los productos de los elementos de una fila o columna cualquiera por
sus respectivos adjuntos. Es de anotar que el resultado no depende de la fila o
columna que se elija, por tanto, si deseamos, podemos tomar la que consideremos
mas conveniente.

Ejemplo
Hallar el determinante de la matriz:

4 5 =2
A=12 3 1
7 1 2

Imagen 8
Fuente: Propia.

Solucion: en el apartado anterior hallamos los adjuntos de esta matriz, para
calcular el determinante tomamos la columna 3, con lo que tenemos que su
determinante es:

det(A) = a;3A13 + a33433 + a33433

det(A) = (-2)(-19) + (1)(31) + (2)(2) =38+31+4 =73

Si tomamos la fila 1 el calculo daria:

det(A) = ay1Ay1 + a2412 + a43453

det(A) = (4)(5)+(B)3)+(—2)(-19)=20+15+38=173

Como era de esperarse el resultado coincide con el primer calculo.

Un método alternativo para calcular determinantes de tercer orden es la regla de
Sarrus, la cual se deja como ejercicio de consulta para el estudiante.

Antes de tratar el calculo de determinantes de orden mayor que tres estudiamos
las siguientes propiedades.
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Propiedades de los determinantes

Enunciamos a continuacion algunas de las propiedades mas importantes de los
determinantes:

1. Si una matriz tiene una fila o columna cuyos elementos son todos ceros, el
determinante es igual a cero.

2. Si una matriz tiene dos filas iguales o proporcionales, su determinante es igual a
cero.

3. Si intercambiamos dos filas o dos columnas de una matriz cuadrada, su
determinante cambia de signo.

4. Al multiplicar todos los elementos de una fila o columna de una matriz por un
numero real, el determinante queda multiplicado por el mismo numero.

5. Si a una fila o columna de una matriz se le suma otra fila o columna multiplicada
por un numero, el determinante no cambia de valor. Esta propiedad permite hallar
de forma sencilla determinantes de orden superior a 3.

6. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.

1
det(A)

7. Si A tiene matriz inversa, A~1, se tiene que: det(4™1) =

El calculo de determinantes de orden mayor o igual que tres puede hacerse algo
complejo, podemos facilitarlo transformando la matriz para obtener varios ceros en
una fila o columna aplicando la propiedad 5, y realizar el calculo por esa fila o
columna, esto teniendo en cuenta que el valor del determinante no cambia con
esas transformaciones.
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Ejemplo

Calculemos el determinante de la siguiente matriz:

0 1 2 -3]
1 3 2 -5
4=l 4 3 1
3 2-8 1

Imagen 9
Fuente: Propia.

Solucién: Como ya tenemos un cero, amparados en la propiedad 5, podemos
buscar mas ceros en la fila o columna en la que se encuentra, busquemos en la

primera columna, para ello desarrollamos las operaciones que sehalamos a
continuacion:

Sumamos la fila 2 multiplicada por -2 a la fila 3 y la fila 2 multiplicada por -3 a la
fila 4, tal como se indica en el siguiente esquema:

0 1 2 -3] 0 1 2 -3
1 3 2 -5 1 3 2 -5
2 4 3 1|—fa—2fi=—|0 -2 -1 11
3 -2-8 1 fa— 3fz—]|0 —-11 -14 16

Imagen 10
Fuente: Propia.

Desarrollando el calculo por la columna uno se tiene:

1 2 -3
det(4) = —1.det | —2 -1 11
-11 —-14 16

Imagen 11
Fuente: Propia.
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En la ultima matriz realizamos las operaciones sefaladas en el siguiente
esquema.

1 2 -3 1 2 -3
-2 -1 11|—/f2+2fi—] o0 3 5
11 -14 16|—f,+115,—| © g —17

Imagen 12

Fuente: Propia.

Por lo tanto:
1 2 —3] 1 2 —3]
det(A)=—1.det | —2 -1 11|=—-1.det] O 3 5
-11 —-14 16 0 8 —-17
Imagen 13
Fuente: Propia.
1 2 —3]
det(A)=—1.det | —2 -1 111=-1.[(3)(-17)—(8)(5)]=91
-11 -14 16
) Imagen14.

Fuente: Propia.
Adjunta de una matriz

Dada una matriz A, la adjunta de A, denotada mediante Adj(A), es la matriz
obtenida al sustituir cada elemento de la matriz por su adjunto, es decir, si:
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all a12 TT aln
a21 a22 ann azn

A=1 : :

anl anz man ann

Imagen 15
Fuente: Propia.

Su matriz adjunta esta dada por:

A11 A12 1T Aln
A21 A22 snn Azn
Adj(A) = . s [
A‘nl AnZ wee Ann
) Imagen 15 )

Fuente: Propia.

Ejemplo

Para la matriz los menores y adjuntos de sus elementos y la matriz adjunta son:

5 3
Imagen 16
Fuente: Propia.

My, =2; My, =2; My; =3 ; M,, = 5. 2 -2
A11:2; AlZI—Z; A21:_3;A22:5.

Imagen 17
Fuente: Propia.
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Ejemplo

Hallar la adjunta de la siguiente matriz.

4 5 =2
A=12 3 1

7 1 2

Imagen 18

Fuente: Propia.

Solucién: en un ejemplo anterior hallamos los adjuntos de los elementos de esta
matriz, por tanto la adjunta de la matriz es:

5 3 —-19
Adj(A) =|-—-12 22 31
11 -8 2
Imagen 19

Fuente: Propia.

Calculo de la inversa de una matriz cuadrada

Existe una estrecha relacién entre la inversa, la adjunta y el valor del determinante de
una matriz cuadrada. Un primer detalle importante es que una matriz tiene inversa siy
sélo si su determinante es diferente de cero, en cuyo caso tenemos la siguiente
expresiéon que permite hallar la inversa de una matriz cuadrada de orden n:

o 1 AT

Es decir, la inversa de una matriz cuadrada A es igual a la traspuesta de la matriz
adjunta de A dividida por el determinante de A.
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Ejemplo
Hallar la inversa de las siguientes matrices:

4 5 -2
a)Azlg g] y A=]2 3 1
7 1 2

Imagen 20

Fuente: Propia.

Solucién a): el determinante de la matriz es: det (A) = 4, la traspuesta de la
adjunta es:

Adj(4) = [_Z ‘2]

Imagen 21
Fuente: Propia.

Entonces la inversa es:
-1 1 Adj(A) =+ adja) 1[ 2 _3]
A7 = Gera) "IV T A9 E4 -2 5
Imagen 22
Fuente: Propia.

Solucion b): en ejemplos anteriores encontramos que el determinante y la adjunta
de esta matriz son:

det(A) =73
5 3 -19
adja)=|-12 22 31
11 -8 2
Imagen 23

Fuente: Propia.
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Necesitamos hallar la traspuesta de la adjunta de la matriz, esta es:

5 =12 11
(agja)’ =| 3 22 8

-19 31 2

Imagen 24

Fuente: Propia.

Por tanto la inversa de la matriz A, viene dada por:

5 —-12 11

1
Al = (Adj(a)’ = —=| 3 2 7F
det(4) 73| _1 a2

Imagen 25
Fuente: Propia.

Podemos verificar que la matriz hallada corresponde a la inversa de A, esto lo
haremos a continuacién calculando el producto A.A471, el resultado debe ser la
matriz identidad de orden 3.

21 5 -12 1

1
73 73 L3 2 =9
7 2 -19 31 2

Imagen 26
Fuente: Propia.

L 4 5 -2 5 —-12 11
A.A‘1=ﬁ 2 3 1 3 22 -8
7 1 2 -19 31 2

Imagen 27
Fuente: Propia.

ol
N o
921

A A=

w
I

NN S
= W o
w

—
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» @)(5) + (5)3) + (=2)(—19)  (4)(=12) + (5)(22) + (-2)(31) (4)(11) + (5)(-8) + (—2)(2)
AA . |G +B)B)+ (1)(-19) @)(-12)+ 322+ (D@E1) @)A1+ (3)(=8)+ (1))
3G+ (MG + 2)(-19) D12+ DR+ 2)(31) DA+ (1)(=8) + (2)(2)

Imagen 28
Fuente: Propia.

20+15+38 —48+110—-62 44—-40—-4 1173 0 O 1 0 o
AA1=_|10+9-19) -24+66+31 22-24+2 =ﬁ 0 73 0 |=|0 1 0
35+3-38 —84 + 22 + 62 77 -8+ 4 0 0 73 0 o0 1

Imagen 29

Fuente: Propia.

Solucidon de sistemas de ecuaciones lineales por determinantes (Regla de
Cramer)

El calculo de determinantes proporciona una importante via de solucion de
sistemas de n ecuaciones lineales con n incognitas, el método que se basa en el
uso de determinantes se conoce como regla de Cramer y establece lo siguiente:

Dado un sistema de ecuaciones lineales representado mediante la siguiente
ecuacion matricial:

all (1T al] (LT aln xl bl
a21 (TT] a2_] s azn : bz
CLnl sus an] Ty ann xn -bn-

Imagen 30
Fuente: Propia.

El valor de cada una de las variables x; viene dado por:

det(ij)
YT Tdet (A)
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Donde A es la matriz de coeficientes de las incognitas y ij, la matriz obtenida al
remplazar la columna de coeficientes de x; por el vector de términos
independientes, es decir, cambiar los a;;, ay;,..,a,; por el vector de términos
by, by,...,by,.

Ejemplo
Hallar la solucion del siguiente sistema:
le + 3x2 - 5x3 = 2

1x1_ 2x2+ 2x3 = 3
3x1 + 1x2 - 2x3 = 7

Solucion: la ecuacion matricial correspondiente a este sistema es:

2 3 —-5||*1 2
1 -2 2 X |=
3 1 =-2|]=x3

Imagen 31
Fuente: Propia.

N W

Con:
2 3 -5 2
A=|1 -2 21y B=|3
3 1 =2 7
Imagen 32
Fuente: Propia.
Tenemos:
2 3 -5 2 2 -5 2 3 2
A, = 3 =2 2 |; A,= 1 3 21, A, = 1 -2 3
7 1 -2 3 7 =2 3 1 7
Imagen 33

Fuente: Propia.
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Utilizando los principios de calculo de determinantes estudiados en esta unidad, el
estudiante puede verificar que:

det (A) ) = -7,

det (Ay,) = —21;
det (Ay,) = —14;
det (Ay,) = —14;

Con lo cual los valores de las incognitas son:

Se puede verificar que la solucion obtenida satisface al conjunto de ecuaciones
planteado.
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Vectores Algebra lineal

Autor: Alexander Moreno Quiroga
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Introduccion

Estudiaremos en este capitulo un concepto de gran aplicabilidad en el mundo fisico real, el
vector. Cobra gran importancia su estudio, al analizar diversos términos, conceptos,
graficos y operaciones ya que cuando se habla de fuerzas, velocidades, aceleraciones, etc.
nos encontramos ante modelos reales representables por vectores, en la fisica en
especial, se hace mucho uso de este concepto.

Todo esto buscando en los estudiantes la aplicacidn de los contenidos y diferentes
estrategias desarrolladas, con el propdsito de dar una respuesta concisa a diferentes
ejercicios que le sirvan como herramienta para la solucidn de situaciones cotidianas.
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Recomendaciones metodoldgicas

Esta cartilla estd elaborada con el fin de guiar el aprendizaje significativo del tema de
Vectores, a través de la resolucion de diversos ejemplos, en los que se presentan
procedimientos claros que resumen lo procesos.

El mddulo inicia con la explicacién geométrica del concepto de Vector, porque es la base
para el reconocimiento de sus propiedades geométricas tales como el calculo del médulo,
la distancia entre dos puntos, vectores paralelos y punto medio de un segmento, de igual
manera se presentan las operaciones relacionadas con vectores en R? y R3, para lo cual
es necesario que el estudiante realice ejercicios complementarios a la par de la
visualizacién de los ejemplos planteados también es recomendable revisar las lecturas
sugeridas para llevar a cabo dicha tarea.
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Desarrollo tematico

Vectores
Definicion

Un vector es un ente abstracto representable mediante un segmento dirigido,
medido con una unidad previamente elegida es la magnitud del vector y el angulo
que forma el segmento dirigido con una linea horizontal es la direccién del vector.

En la siguiente figura se muestra un vector A como también su direccion 6.

Imagen 1
Fuente: Propia.

Consideremos todos los vectores libres del plano pero localizados en un sistema
de coordenadas XY.

Si se toma un vector libre A, cualquiera, mediante la definicion de vectores libres,

A se puede desplazar paralelamente a si mismo hasta colocarlo de tal manera que
el origen de la flecha coincida con el origen de coordenadas O.

Llamaremos R? al conjunto de todos los vectores situados en el plano de
coordenadas XY y que tienen su origen coincidente con el origen de coordenadas.
Cada vector de R? termina en un punto (a, b) del plano de coordenadas y
reciprocamente cada punto del plano determina uno y solo un vector de R? cuya
punta de flecha termina en él.

Entonces, Hay una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano XY y los
vectores en R?, esto significa que a cada punto del plano le corresponde una
flecha que va del origen al punto y reciprocamente. Si identificamos cada vector
de R? como la pareja ordenada (a, b), donde termina, entonces R? es el conjunto
de todas estas parejas; asi se define:
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R? = {(a,b): acR y beR }

De igual manera es posible definir R3 como todos los puntos que corresponden a
las ternas (a, b, ¢) donde termina cualquier vector, de la siguiente manera.

R3 = {(a, b, c): aeR, beR y ceR}

Maddulo de un vector

El médulo de un vector se obtiene aplicando el Teorema de Pitagoras asi:

|| = \/d? + u2 y como d? = u? + u3 se cumple que || = Ju? + u? + u?
3Y 1 2 1 2 3

Imagen 2
Fuente: Propia.

Ejemplo
Sea u = (3,2,8) hallar |u|
|| =+/32 + 22 + 82
il = V73
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Distancia entre dos puntos

La distancia entre A(ay, a,, as) y B(by, by, bs) €s el médulo del vector AB.

ﬁ = (by —ay, b, — az, by — az)
d(A,B) = /(by — a,) + (b, — a,)? + (bs — a3)?

Ejemplo
u=(328)yv=(-41-3)

Hallar d(4, B)

d(A,B) = /(=4 —3)2+ (1 —2)2 + (-3 — 8)2
d(A,B) = /(=7)2 + (=1)2 + (—=11)2
d(4,B) =49 + 1+ 121
d(4,B) =171

Vectores paralelos

Dos vectores paralelos se caracterizan por tener proporcionales sus componentes,
es decir:

— - — -
ullve tu=vparaalguntno nulo

Punto medio de un segmento

El punto medio M, de un segmento AB tiene por coordenadas las componentes de
oM

a, +b, a, + b, a3+b3>
2 2 2

Punto medio de AB: M (

Ejemplo

A=(328)yB=(-41,-3)

Punt dio d AB-M(3_4 2+1 8—3)_(—1 3 5)
unto medio de AB: > Ty Ty = 5’2
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lgualdad en R3

Sid = (ab,c)yB =(d,f,g) entonces:
g:ﬁ@}a:d’bzfyczg

Al igual que para el caso de los vectores libres definimos las operaciones de suma
y producto por un escalar enR.

Definiciéon suma en R? y R3

Si A = (ay,a,)y B = (b, b,), entonces la suma de los vectores A yB se define:

T4)+§)=(a1+b1,a2+b2)

Imagen 3
Fuente: Propia.

Ejemplo: calculemos la suma de los vectores A= (1,3)y B=(=37),.
Siguiendo la definicion de suma vectorial se cumple que:

A+B =01+(=3),3+7)

A+ B =(-210)
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Graficamente se tiene:

Imagen 4
Fuente: Propia.

De igual manera se cumple para R3
SA = (aq,a,,a3)y B = (by, by, b3), entonces la suma de los vectores A yB se define

—

A+§)=(a1+b1,a2+b2,a3+b3)

Producto escalar en R? y R3

Definicidn:
Si 4 eR?, digamos A= (ai,a,) y 1€ R, se define el producto de A por A, mediante
XA = Aaq, az) = (Aay, Aay)

Ejemplo: si 4 = (3,5) y 1 = 2, entonces 1 4 = (6,10)

Ejempilo:

Si A= 35y B (2,1), calculemos 24+3B
24+3B =(610) + (6,3)

24+3B=(12,13)
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Asi mismo es posible establecer su equivalencia en R3

A eR3, digamos A= (ai,a3,a3) y A€ R, se define el producto de A por A, mediante
A4 = Aay, ay, a3) = (Aay, Aay, Aas).

Producto escalar de vectores

Definicidn: sean u y v dos vectores se define el producto escalar entre ellos de la
siguiente manera.

u. v = |Ul.|v|cos (U. D)

Propiedades:
Sean u, v y w tres vectores entonces se cumple que:

i) Siulveur=0

i) 1=0,6v=0=>uv=0

iii) uv=vu

. - o — — o\ —

iv) u.(v.w) = (uwv).w

V) u@+w)=uv+uw

Vi) Si B(u, v )es una base ortogonal u v.u=0

R
U=
vii) SiB(u.v)es unabase ortonormal u.v =v.u=0,u.u=1yv.v =1

Producto vectorial de vectores

Definicidon: Sean u y v dos vectores se define el producto vectorial o producto cruz
entre ellos de la siguiente manera;

Uxv = |u||v|sen 6

Siendo 6 el angulo comprendido entre los vectores i y ¥ graficamente se tiene.
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’ uxv

={

Imagen 5
Fuente: Propia.

El Producto vectorial se puede calcular mediante un determinante.

T ] k
T J _|u2 Us _,_|u1 Usz| - |u1 u2|
Tt Uz U3 Ty, v, Uy V3 vy

Uy Uy V3

Ejemplo 6: Calcular el producto vectorial de los vectores © = (1,2,3) y v = (—1,1,2).

T 7k
uXv=\1 2 3|=
1 1 2
2 3. (1 3[-.11 2|7_
1 20! |1 2]+|_1 1|k‘
1— 5]+ 3k

Vector unitario

Un vector es unitario si su moédulo es la unidad. Un vector unitario es util cuando
se toma en la misma direccion y sentido de otro dado:
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=l

&1
I

£l

Imagen 6
Fuente: Propia.

Los vectores 1= (1,0,0),]= (0,1,0),E = (0,0,1) son unitarios en la direccion
positiva de los ejes.

V(v v;, V3)

Imagen 7
Fuente: Propia.

Cualquier vector v = (v,, v,, v3)pueden escribirse como combinacion lineal de ellos
1_5 = v1i>+ 172j+ v3k
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Rectas y planos en el espacio 3x3
Sistema de coordenada rectangular en el espacio
Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares, Pxy, PXz, Pyz, que se

cortan en un mismo punto O. En la figura identificamos los siguientes elementos
geometricos.

Imagen 8
Fuente: Propia.

Ejes coordenados y planos coordenados

Imagen 9
Fuente: Propia.
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Los ejes generalmente son identificados por letras X, Y, Z y se habla
frecuentemente del eje X, del eje Y y del eje Z, donde:

El eje X es la recta determinada por la interseccion de los planos Pxy y Pxz, el eje
Y es la recta determinada por la interseccion de los planos Pxy y Pyz y El eje Z es
la recta determinada por la interseccion de los planos Pxz y Pyz. La direccidn
positiva se indica por medio de una flecha. Los ejes coordenados tomados de dos
en dos determinan tres planos, llamados planos coordenados.

Zs
C(90:)_
Sht i P B
d , . B(D.J'.E)

Imagen 9
Fuente: Propia.

El plano coordenado XY que denotaremos por Pxy, es determinado por las rectas:
eje XyejeY.

El plano coordenado XZ que denotaremos por Pxz, es determinado por las rectas:
eje Xy eje Z.

El plano coordenado YZ que denotaremos por Pyz, es determinado por las rectas:
ejeYyejel.

Los planos coordenados dividen al espacio tridimensional en 8 sub-espacios
llamados octantes.

Consideramos un punto p(x, y, z), cualquiera en el espacio tridimensional, a través
de p(x, y, z) se construye tres planos un plano perpendicular a cada uno de los
ejes coordenados.
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Sean A(x, 0, 0) el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje X, B(0, y, 0)
el punto en el cual el plano perpendicular corta al eje Y, y sea C(0, 0, z) el punto
en el cual el plano perpendicular corta al eje Z.

Distancia entre dos puntos

Teorema: la distancia no dirigida entre dos puntos p;(x1,¥1,21) Y p2(x2, y2, Z,)del
espacio tridimensional esta dado por:

d(p1,p2) = \/(xz —x1)*+ (V2 —y1)* + (22 — 21)?
La recta

La recta en el espacio tridimensional

Dado un punto py(xg, Yo, Zo) Y Un vector d = (a,, a,, asz) no nulo, llamaremos recta
que pasa por p,(xo, Vo, Zo) paralela al vector a = (a,, a,, as) al conjunto.

L = {peR3/P = p, + ta, teR}
Ecuacidn vectorial de la recta
Sea L la recta que pasa por el punto p,(x,, ¥o, z,) paralelo al vector @ = (a,, a,, as).

Si p(x,y,z) de R3en un punto cualquiera de la recta L, entonces el vector ﬁ es

paralelo al vector a, es decir 13.75/ /ad < 3teR tal que ﬁ = ta, de donde entonces
p = po + td, por tanto la recta es dado por:

L = {peR3/p = py + td, teR}

Ecuacion paramétrica de la recta en el espacio

Consideremos la ecuacion vectorial de la recta:
L = {peR3/Pp = p, + td, teR}

De la observacion anterior se tiene:
pel & p = p, + td para algun real t
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De donde al reemplazar las coordenadas de P, P,y de las componentes dl vector a
se tiene: (x,y,z) = (xg, Y0, 29) + t(ay, a,, as), es decir:

x=x0+a1t
L: y=y0+a2t,tER
Z:ZO+a3t

Estas se conocen con el nombre de ecuaciones paramétricas de la recta L.

Ecuacidon simétrica de la recta
Consideremos las ecuaciones paramétricas de la recta L.

x=x0+a1t
L: y=y0+a2t,tER
Z:ZO+a3t

Suponiendo que a, # 0, a, # 0, y a; # 0 despejando t en cada ecuacion se tiene:

:x_xozy_}’ozz_zo
2 2 2

De aqui por igualdad:

L_x_xo_}’_)’o_z_zo
Lo a, as

Ecuacion denominada simétrica de la recta L.

Angulo entre dos rectas

Consideremos las ecuaciones de dos rectas:
L, = {P, + td / teR} L, ={qo + Ab / AeR}

Un angulo entre las rectas L, y L, se define como el angulo formado por sus

vectores direccionales a y b, esta dado por la formula.

0 ab 0<6<
CoSU = 77—,V = ST
Tallo
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El plano

Definicion

Un plano es un conjunto P de puntos p(x, y, z) de R3 Si existe un punto py(xo, Vo, Zo) de
R3 y dos vectores no paralelos @ = (a4, a,, a;) de tal manera que:

P ={P(x.y.2)eR3/P(x.y.2) = po(Xo, Yo, 2o) + td + Ab, t, AeR}

Ecuaciones paramétricas del plano
Consideremos el plano:
P = {py + td + Ab, t, 1eR)
Se cumple que:
X =xy+a.t+ b1
Py =y, +a,t +b,AteR

Z=Z0+a3t+b3/1

Ecuacion general del plano

Sea P el plano que pasa por el punto py,(xy, Ve, 2,) cuyo vector normal es
N = (A, B, C)SI peP entonces P,P.N entonces N.(p — Py = 0 y reemplazando por

sus componentes se obtiene.

Ax+By+(Cz+D =0

Planos paralelos y ortogonales

El plano P, es paralelo al plano P,, (P, || P,) siy solo si sus normales N; y N, son

paralelas, es decir:
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—_—

1

/

.
P, P,
A /
Imagen 10

Fuente: Propia.

1N
l

El plano P, es ortogonal al plano P,, (P; L P,)sy y solo si sus normales
N; y N, son ortogonales.

|

‘Zh

= -
~

Imagen 11
Fuente: Propia.
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Distancia de un punto a un plano

Consideremos la ecuacion general de un plano P:

Ax + By + Cz+ D = 0y un punto P;(x4,y;,2;) que no pertenece al plano P.

Qf__—_ P1(X1,y1.21)
N=(AB,C)4
d(P,.P)
-E: ue

Po(X0:YoZ0)

Imagen 12
Fuente: Propia.
Entonces la ecuacion que entrega el valor de la distancia es:

|Ax; + By, + Cz, + D|
VAZ + BZ + (2

d(P.P) =

Distancia entre dos planos paralelos

Sean P;:Ax+By+(Cz+D;=0 Y P, ;Ax+By+Cz+D,=0 las ecuaciones
generales de dos planos paralelos, entonces la distancia entre dichos planos esta
dada por la formula:

|D; — Dy
VAZ ¥ B? + (2

d(Pl,PZ) =
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Introduccion

Anteriormente se ha llegado al concepto de matrices y vectores, analizando algunas de
sus propiedades y operaciones basicas. A continuacion nos dedicaremos a estudiar con
mayor rigor estos conceptos para realizar un acercamiento a una de las principales
estructuras usadas en el algebra, denominada espacios vectoriales.
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Recomendaciones metodoldgicas

En el desarrollo de la presente cartilla es necesario que el estudiante utilice al maximo su
aptitud para la abstraccidn ya que se utilizan conceptos manejados en las unidades
anteriores, porque proporcionan la base para los espacios vectoriales; también es
importante realizar las lecturas anexas y desarrollar cada uno de los ejemplos planteados
a la par de su lectura.
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Desarrollo tematico

Espacios vectoriales

Cuando se manejan vectores en R? o en R3 es posible llegar a una serie de
propiedades, a partir de las cuales, se deduce el concepto de espacio vectorial

como el que cumple dichas propiedades, y que se resumen en la definicion.

Definicion

Sea V un conjunto y sea K un cuerpo. Supongamos que estan definidas un par de
operaciones en V, “+” (nombrada suma), la cual asigna a una pareja de elementos
w,veEV,un elemento u+ veVy otra externa “" KXV —V (nombrada
multiplicacion, que asigna a cada elemento) A € K y a cada v € V un elemento
AvEV.

Propiedades

Se dice que la terna (V, +,.) es un espacio k- vectorial si se cumplen las siguientes

propiedades:

i) V es un grupo abeliano con la suma “+” Yu,v,w € V se tiene que:
a. Asociativa
u+v)+w=u+@+w)
b. Conmutativa
ut+v=v+u

c. Elemento neutro

u+0=u
d. Opuesto

Dado u € V 3 v tal que
ut+v=20

Se dice que v es el elemento opuesto de u y se denota u = —v
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i) Pseudodistributivas Yu,v € V,V 4, u € K se cumple que:
a. A(u+v)=Au+v
b. A+pu).u=Au+puu

iii) Pseudoasociativas Vu € V,V A, u € K se cumple que:
A.w).u = A(u.u)
iv) Pseudoelemento neutro Yu € V se cumple que:
lL.u=u

Se dice que 1 es el elemento neutro para la multiplicacién en K.

Para cuestiones de notacion es importante reconocer algunos aspectos:

A los elementos de un espacio vectorial se les denomina vectores del

espacio vectorial.

* Alos elementos del cuerpo K se les llama escalares.

* Para el grupo abeliano se define el vector especial llamado vector nulo que
se denota 0, y es el elemento neutro de la suma.

* El elemento neutro del cuerpo K se denotara en adelante 0,.

* Para no llevar a confusion en la suma vectorial y la suma escalar se tendra

como notacion el mismo simbolo “+” y el elemento neutro O.

Ejemplo
Tomando k = R definimos el siguiente conjunto:
V=R?={(x,y):x.y € R}
Definimos dos operaciones en V.
* Interna “+”

e Externa“.
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dados u = (x.y),v = (z,t) € V Se define:
u+v=xy)+E@t)=x+zy+t)

dados u = (x.y),€ V y A € R Se define:
u+v=xy)+(E@t)=x+zy+t)

Demostremos que R%es un R-espacio vectorial.

a. Grupo abeliano:

i) Propiedad asociativa
Seau=x+y,v=(Et)w=(@+b)eEV
Se cumple que:

u+v)+w=[(,y)+Z+t)+(a+b)] =
(x+zy+0)+@+b)=(x+2)+a@y+t)+b)=
(x+(Z+a),y+(t+b))=
,y)+[(z+at+b)] =
=u+@w+w)

(Propiedad asociativa enR)

i) u=x+y,v=(2t)evV
Se cumple que:
ut+v=_(xy)+(t)=
u+v=>(y)+(@z+t) =
=(x+zy+t)=CZ+xt+y) =
=(Zt)+(x+y)=v+u

(Propiedad conmutiva en R)

iii) Elemento neutro
El vector (0,0) es vector neutro para todou = (x,y) € V tal que
u+0=0,y)+00)=(x+0,y+0)=(x,y)=u

(O es el neutro para la suma en R)
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iv) Elemento opuesto

Dado u = (x,y) € Vexiste un vector, denotado por —u = (—x, —y) tal que
u+ (—u) = (x.y) + (—x.—y) = (0.0)

b. Propiedades pseudodistributivas:
i) Seanu = (x,y),v = (z,t) € Vy AeR se cumple que:
Aw+v) =y +EZt)]=AK+z,y+t) =
=Ax,ly)+AzAt) =L(x,y)+A(zt) =Au+ v
(Propiedad distributiva en R)

i) u = (x,y) € Vy A, ueR se cumple que:
A+wu=Q+w.c+y)=(A+w.x,A+p.y) =
Ax+ux,Ay+uy)=RAx,y)+ @xuy) =
=AMy +ulxy)=Au+pu
(Propiedad distributiva en R)

c. Propiedad pseudoasociativa: u = (x,y) € Vy 4, ueR se cumple que:
A-w.u=@Ap.0y) =[Aw.x, Aw.y] = [A @x), A (@y)] =
A(u.x,u.y) = A (,u. (x,y) = A (n.w)
(Propiedad asociativa en R)

d. Pseudoelemento neutro: u = (x,y) € V se cumple que:

lLu=1(x,y)=0.x1.y)=(,y)=u

De igual manera es posible demostrar que para (R3,+,.), (R%+,.) vy

generalmente para (R", +,.) conn € N.
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Ejemplo

Consideramos P el conjunto de polinomios, definido asi:

P = P,[R] = {ax? + bx + c:a,b,c € R}

Se establece una operacién interna “+” y una multiplicacién por escalares “.” de la
siguiente manera:

Sea:ax?+bx+c,dx*+ex+f€P,AER

Definimos la operacién interna asi:
(ax?+bx+c)+dx?+ex+f=(@+d)x*+b+e)x+c+f
También se define:
Alax? + bx + ¢) = dax? + Abx + Ac

El vector nulo seria el polinomio:
0x2+0x+0=0
Y el opuesto al vector ax? + bx + c es:
—ax®?—bx—c

Del mismo modo es posible definir P;[R]y P,[R] y en general B,[R]

Ejemplo

Sean m,n €N, también se cumple para las matrices de orden mxn, que posean
coeficientes sobre k, conforman un k — espacio vectorial con la suma y el
producto por escalares, como elemento neutro se toma la matriz nula y como

opuesto, la misma matriz con los inversos aditivos de cada una de sus

componentes.
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Subespacios vectoriales

Definiciéon
Un subconjunto W de un k- espacio vectorial, se dice que W es un subespacio de
V denotado por W <V, si se cumplen las siguientes propiedades.

1. Seanu,v € W un par de vectores, se cumple que u+v € W.

2. Para todo vector u € W y todo escalar 1 € K se tiene que Au € W.

Propiedad: si V es un espacio vectorial, entonces.
1. Si W<V, entonces (W,+,.)(Cumple las operaciones de suma vy
multiplicacion de V) es un espacio vectorial.
2. Dado un subconjunto W de V, se tiene que W es un subespacio de V si y
solo si para cada par de vectores u,v € W y cada par de escalares A,u €
K.Se tiene que Au +uv e W.
3. SiW <V Entonces 0 e W.

Ejemplo

Se considera el espacio vectorial V=R? 'y el subconjunto
W = {(x,y)tales que 3x — y = 0} de R? . Entonces W es un subespacio de V
Dados u = (x,y),v = (z,t)y a, B € R, se debe probar que w = au + fv esta en
W.Comow = a(x,y) + p(zt) = (ax + Bz,ay + ft) y como 3x —y = 0,3z —t = 0,
se tiene que 3(ax + fz) — (ay + ft) = a(Bx —y) + B(3z —t) = 0. Asi que wel/.

Ejemplo
SeaV =K3={(x,v,2)x,y,zeK} y sea U = {(x,y,z)z = 1} Se tiene que U no es un

subespacio de V, porque el vector nulo de K3, 0 = (0,0,0), no esta en U.
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Combinaciones lineales, subespacio generado y sistema generador
Dados un sistema de vectores vy, v,, 15, ...,v, de un espacio vectorial V. de un
vector v del espacio vectorial, diremos que v es combinacion lineal del sistema, si:

v = A4v; + A,v, + -+ 4,1, para algunos A4, 4,, ... 1€k

Ejemplo
Encontremos el subespacio de R* generado por los vectores (2,0,3)y (—1,1,0).
Este es:
< (2,0,3),(—1,1,0) >={a(2,0,3) + B(—1,1,0): a, BeR} = {(2a — B,3a): a, BeR}
Se dice que {v,, v,, ... v,} €s un sistema generador de V si:
V =<v,,v,, .0, >
Lo cual ocurre si y solo si todo vector V es combinacion lineal del sistema de los

vectores vy, vy, ... Uy,.

Generalmente una de las maneras mas sencillas para determinar si un sistema de
vectores es un sistema generador es comprobando si el sistema de ecuaciones

lineales es un Sc. Por ejemplo, si se analizan los rangos.

Propiedades
Sea V un espacio vectorial. Entonces:
i) Tenemos un sistema de vectores v,,v,, .., de V, se tiene que para
todo v; i € N hace parte de < vy, v,, ...v, >.
ii) El subespacio generado por un sistema de vectores no varia si
realizamos alguna de las siguientes manipulaciones:
a. Se aplican trasformaciones elementales de Gauss. Particularmente

se realiza a un conjunto generador de V.

_ Fundacién Universitaria del Area Andina




b. Es posible ademas eliminarse algunos vectores que no aporten mas
informacion de la que ya aportan los demas, en un sistema de
vectores es decir, si a un sistema de vectores le quitamos uno que

sea CL de los demas el sistema resultante es de nuevo un SG de V.

Ejemplo
Analicemos el espacio de R*
W =< (1,2,0,-1),(0,-1,3,0), (2,4,0, —2), (2,3,3, —2), (0,0,0,0), (1,0,6, —=1) >
Hallar un SG de W que tenga la mayor cantidad de vectores posible, luego de
escalonar por Gauss se deduce que uno de los SG de W puede ser:
(1,2,0,-1), (0,—1,3,0),(2,3,3, —2), (1,0,6, 1)

1 2 0 -1
0 -1 3 O
2 3 3 =2
1 0 6 -1
Vamos a efectuar los cambios:
F3 - 2F1
F,—F
Obtenemos:
1 2 0 -1
0 -1 3 0
0 -1 3 0
0 -2 6 0

Es posible eliminar la tercera fila ya que es igual a la segunda, y también se puede
eliminar la cuarta fila ya que es el doble de la segunda. De esta manera

Obtenemos como Sistema generador de W.

{(1.2,0,-1),(0,-1,3,0)}
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Introduccion

Cuando se trabajan las nociones de distancia y angulo dentro de un espacio vectorial es
necesario definir en él un producto escalar, integrando el concepto de espacio euclideo
tema del cual nos ocuparemos en esta cartilla.

Iniciaremos su estudio con la definicién de producto escalar y posteriormente nos
dedicaremos a analizar su relacién con los espacios vectoriales reales, conduciendo al
campo de lo abstracto los conceptos de longitud y angulo.

Se trabajaran temas relacionados con los espacios vectoriales y algunos conceptos de la
geometria tales como angulo, longitud, ortogonalidad, distancias, areas.

Fundacién Universitaria del Area Andina




Recomendaciones metodoldgicas

Se realiza una completa descripcién de los aspectos mas relevantes del espacio euclidiano
los cuales deben ser interiorizados por el estudiante para lograr establecer la relacién de
cada uno de ellos con el tema en general, asi mismo se presenta una serie de ejemplos
gue proporcionan una mayor claridad a las definiciones dadas, se recomienda revisar la
bibliografia sugerida, para afianzar en los conocimientos y resolver las actividades de
repaso de la semana.
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Desarrollo tematico

Espacios euclideos N dimensiones

Producto escalar

En R? se encuentra el producto escalar usual (a,,a,) - (by,b,) = a; by + ay b,
Esta operacion entre se realiza entre dos vectores y el resultado es un escalar.

A través del producto escalar es posible determinar si dos vectores son

ortogonales siempre que cumplan con la siguiente condicién:
Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es cero.

Ejemplo

Determinar si los vectores (1,3) y (—6,2) son ortogonales:

(1,3).(=6,2) = 1.(=6) + 3.2 = 0
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Producto escalar en cualquier espacio

Una operacion en un espacio vectorial que cumpla con las siguientes propiedades,
es un producto escalar. Se denomina espacio euclideo a un espacio vectorial con

la particularidad de tener un producto escalar nombrado como u - v.

1. Conmutativa.u - v = v - u

2. Distributiva.u - (v +w) =u-v+u-w

3. Reubicacion del escalar. a (u - v) = (au) - v = u - (av)

4. Definida positiva: v.v = 0, y se da la igualdad v - v = 0 solamente para el

vectorv = 0
Ejemplo
El producto escalar usual en R™.
(aq,ay,...,a,) - (b1,b2,...,bn) = albl + a2b2+...+anbn
Se puede expresar como el producto de una matriz fila por una matriz columna.

b,

(al, a,, ...,an) ( > = albl + a2b2 + -+ a,
by,

A partir de la definicion de producto escalar se pueden definir algunos elementos

geomeétricos, teniendo a IV como un espacio euclideo.
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Norma o moédulo de un vector

La norma o médulo de un vector corresponde a la longitud del vector y se puede

calcular mediante la formula.

lv|=v- v

Algunas caracteristicas de los médulos de los vectores son:

« El Unico vector cuyo modulo cero es el cero.

El mddulo de un vector es el mismo que el de su opuesto.
« Dado un vector veR™y aeR se cumple que el médulo de a v es:
lav| = |a||v]|
« Para cualquier par de vectores uy v se cumple para cualesquiera u, v la
desigualdad triangular:

lu +v| < |u| + |v|

Vectores ortogonales

Como se habia enunciado unas lineas mas arriba dos vectores u,v son

ortogonales si su producto escalar es cero y se denotau L v.

Sea A = {uy, u,,us, ..., Uy, } UN conjunto de vectores cualesquiera diferentes de cero
se dice que A es un ortogonal si cada uno de los vectores del conjunto es
ortogonal a los demas. Es decir:

u Lu, L...1Lu,

Fundacién Universitaria del Area Andina H



Es facil ver que si dos vectores u,, u, son ortogonales entonces también lo son sus

multiplos a u; y B u, (a, B escalares).

Distancia entre dos vectores

La distancia entre u,,u, se define como la norma del vector diferencia entre los
dos.
dist (uy,uy) = |ug,uy |

Angulo entre dos vectores

Dados dos vectores u,;,u, y sea a el angulo comprendido entre ellos, el producto

escalar usual de R? se tiene que:
u-v=|ul||lv|cosa

Generalizando para cualquier espacio euclideo y dos vectores u;,u, no nulos se

tiene.

U Uy

Angulo (uy,u,) = arc cos ———
, [ ug | uy |
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Ejemplo

En R3 con el producto escalar usual:

Seau = (1,21),v=(20,1).

1 2
e Sus modulos son: |u| = [(1,2,1) <2> =6, |v| = [(2,,0,1) <0> =+/5
1 1

* Sudistanciaes |v-u| = | (1,-2,0)| = V5

2
(1,2,1)(0)
\/g\/gl = arccos\/% = 56,7°

* El angulo que forman es arccos

Ejemplo

En el espacio C[0,1] de funciones continuas en el intervalo [0, 1]

Sean los vectores (funciones) f(x) =x? , g(x) =x+ 1, respecto al producto

escalar f.g = folf(x)g(x)dx

« Sus mddulos son: |f| = /folxzxzdx = % \/fol(x +1D(x + Ddx = \E

. , et _4
« Su distancia es: \/fo [x2 — (x + 1)2)]dx = ”

. L x2(x+1)d
« Angulo que forman: Iffl.ﬁ = arccos f‘)xix—7)x = 0,547 rad
o
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Teorema (desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Sean u, y u, dos vectores que se encuentran en un espacio euclideo, se tiene que
el valor absoluto de su producto escalar, siempre es menor o igual que el producto
de sus normas.

U - Uy | < lug | - Juy

Si se quisiera establecer la igualdad |u, - u, | = |u, | - |u, | Sélo es
posible hacerlo si u; es multiplo de u, . es decir que existe un A tal que

uz.l = ul

Normalizacidn, conjunto ortonormal

Normalizar un vector es un proceso mediante el cual se reduce a otro vector

(multiplo suyo) de norma 1. Ello se consigue multiplicando el vector por el nimero

1
|v]

Ejemplo

El vector (6,8) tiene norma 10 es decir que mide diez unidades de longitud Asi,

68) _ (68) _

6 8 .
6 — 10 (— —) es el vector normalizado: su norma es 1.

10’10
Efectivamente (%)2 + (3)2=1

10

Se llama conjunto ortonormal a un conjunto ortogonal cuyos vectores tienen todos

norma 1. Se puede obtener normalizando un conjunto ortogonal.
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Ejemplo

(1,2,0), (4,-2,0) es ortogonal pero no ortonormal. Si normalizamos los vectores, se
obtiene:

que ya es un conjunto ortonormal.

Matriz ortogonal

Si las columnas de una matriz cuadrada de orden nxn son vectores ortonormales

de R" se dice que es una matriz ortogonal.

Ejemplos

N
SO =

or o
oo
N——
Q

3

=3

w

V2 2

2 2 2
enR

V2o V2

2 2
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Introduccion

En este espacio se realizard la definicion y el estudio de las transformaciones lineales de
un espacio vectorial V, nos centraremos bdsicamente en las funciones denominadas
transformaciones lineales, ya que son fundamentales en el estudio del algebra lineal y en

bastantes aplicaciones.

104
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Recomendaciones metodoldgicas

Las transformaciones lineales constituyen un tépico de interés practico, su estudio
requiere el manejo de conceptos tales como matrices, vectores, escalares, etc., por tal
motivo es importante tener fuertes bases adquiridas en los mddulos anteriores, si
considera necesario retome cartillas anteriores para repasar los ejes tematicos en los
cuales sienta que tiene alguna debilidad o recurra a las lecturas adicionales de esta
semana, en esta cartilla se abordan las transformaciones lineales desde la definicién
formal hasta sus principales caracteristicas.
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Desarrollo tematico

Transformacion lineal

Definiciones

Sean U y V dos espacios vectoriales, ambos definidos sobre un mismo cuerpo K.
Se define una aplicacion uniforme de U en V como una transformacion lineal f, la
cual asocia a cada elemento u de U un unico elemento del espacio V llamado f(u)

que cumple las siguientes condiciones:

i) Vu,velU,= f(u +v) = f(u) + f(v).
ii) Vuel ALeR = f(Au) = Af (w).

Es facil ver que la suma y la multiplicacién escalar del primer miembro son
elementos de U y las del segundo término hacen parte de V, asi, es posible
nombrar a f (u) como la imagen de u bajo la transformacién lineal f.

Graficamente se tiene:
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4

uv

u
v
u—+v
uv
f
u > f(u)
Au f(Au)= Af (u)

Ejemplo
Determinar si f((a,b,c)) = (2a — 2b + 3c,a — b + ¢,3a — 5b + 3¢) define una
transformacion lineal.
Seanu = (m,n,p)y v(r,s,t)
dos vectores del espacio de salida R y sean a y B escalares, entonces
flau+ Bv) =QLam+2pr—2an—2Ps+3ap+3pt,am+ Br— an— Bs
+ ap+ Bt,3am+3Pr—5an—5PBs+ 3 ap + 3 ft)
=Qam—-2an+3ap,am— an+ ap,3am —5an+ 3 ap)
+Q2pr—2pBs+3pt,pr— Bs+ Bt,3Br —5PBs+ 3 pt)
=a(2m—-2n+3pm—n+p,3m—-5n+3p)+L(2r—2s+3t,r—s+t,3r—>5s
+ 3t)
=af (W) + Bf(v)
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Ejemplo
Determinar si f((a, b,c)) = (3a — 5b, 2a — 2b, a + b? define una transformacion
lineal.
Seanu = (m,n,p)y v(r,s,t)
dos vectores del espacio de salida R® y sean a y B escalares, entonces
flau+ Bv) = Bam+3pr —5an —5 Bs,2am + 2 fr — 2an — 2 Bs,am + Br
+ (an + Bs)?)
= (B3am — 5an, 2am — 2an, am + a*n? + 2afns) + (3pr — 5 Bs,2 fr — 2 Bs, Br
+ f%5?)
* af () + Bf(v)

Por tanto no es una transformacién lineal.

Ejemplo
Sea una transformacion lineal de R® en R?,y £((1,0,1)) = (1,-1,3) £((2,1,0)) =
0,2,1), f((1,-1,1)) = (3,—-1,2) Calcular f((-1,-2,3))
Se hace la combinacion lineal con el vector (—1,—2,3):
(-1,-2,3) = a(1,0,1) + b(2,1,0)

El sistema generado:

Asi, se calcula el resultado:

f((=1,-2,3)) = 3f((1,0,1)) - 2 ((2,1,0))
f((-1,-2,3)) =3(1,-1,3) —2(0,2,1) = (3,-7,7)
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Representacion matricial, matriz de cambio de base

Suponga que a los vectores de la base S; = {u;y,u,, ..., u, }, del espacio vectorial U
se les asigna otros vectores del espacio vectorial V, S, = {v,, v,, ..., 1,,}, se dice
que hay una transformacion lineal f unica que va de U en V, transformando los
vectores de S; en sus vectores correspondientes de S,. Suponiendo que f existe, y
sea u un vector cualquiera de U, representandolo en forma de desarrollo:
u=au +au, + -+ a,u,
Entonces
f@) = flauy + agu, + -+ + apuy)
= a,f(uy) + axf(uy) + -+ + anf (uy)

a,v; + a,v, + -+ a,vy)

Con esto es posible enunciar el teorema.
La transformacion lineal f que actua del espacio U en el espacio V esta definido
completamente mediante todas las imagenes f(u,), f(u,) ... f (u,) para cualquier

base definida S; = {u,,u,, ..., u,,} del espacio U.

Ejemplo

Sea f la transformacién lineal de Q(2,2)en Q(3,1), definida por:

b 2a+3b—c
f(‘cl d)=<a+2b+c+2d>
a+b—3c—4d

Hallar la representacién matricial de f

Se toman las bases candnicas de Q(2,2) y Q(3,1), asi:

5={G 06 oG 06 D)

=[O
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Se obtiene la matriz [f]ff, primero se determinan las imagenes de los vectores de

(@ - (e -0
@o-() e )-()

En este caso como se ha tomado la base candnica de S, de Q(3,1)se tiene lo

la base Q(2,2).

siguiente:
2 3 -1 0
[f(ED]s, = (1) [f(E)]s, = (2) [f(Es)ls, = ( 1 > [f(ED]s, = ( 2 >
1 1 3 —4
Llegando a:

. (23 -10
=11 2 1 2
11 -3 4

Algebra de las transformaciones lineales

Definicion de suma
Sean U y V espacio vectoriales, ambos en el mismo cuerpo K. la suma f + g de
las transformaciones lineales f de U enV y g de U en V esta dada por (f + g)(u) =

f(u) + g(u) para cada vector u de U.

Ejemplo
La transformacion lineal f consiste en que cada vector del plano esta vuelto en el

angulo 8 = %. Hallar en la forma de coordenada la transformacion lineal f + i

Se tiene que:
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N s T, T_ V2. V2. N s 3, . 3m V2. V2.
f(l)—LcosZ+]senZ— it f() =icos L Tisen—-=——i+—]j
V2. W2
2 2
A =
"Tlv2 V2
2 2
Teniendo en cuenta la matriz identidad [;, entonces:
V2. V2 \/EH V2
2 2|, o0 2 2
Ar+1; = + =
AL N L TR A vz
2 2 2 2

De esta manera la transformacion lineal A, + I;, se escribe como:

(f+1)((a,b))= (74‘1 a—7b,7a+ 7‘}'1

V2 ) V2 2 (x/i )b
Ejemplo
Tener en cuenta las siguientes transformaciones lineales.
f((a,b,c)) = (a+2b +3c,4a + 5b + 6¢,7a + 8b)
g((a,b,c))=(a+3b+c,a—3b+2ca+c)
Hallar 3f —2g:R® — R3
3f((a, b, c)) — Zg((a, b, c))
=3(a+2b+3c,4a+5b+ 6¢,7a+8b) —2(a+3b+c,a—3b+ 2c,a
+c
= (3a+6b +9c,12a + 15b + 18¢,21a + 24b) — (2a + 6b + 2¢,2a — 6b + 4c, 2a
+ 2c
=(a+7c,10a + 21b + 14c,19a + 24b — 2¢)
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Definiciéon de producto escalar
El producto escalar af de unescalar a de K y una transformacion lineal f de U en V

esta dada por (af)(u) = af (u) para todo vector u de U.

Ejemplo
Sean las transformaciones f((a,b,c)) = (@ + b,b+c,c +a) y g((a,b,c)) = (b +
c,a + c¢,a + b) determinar las transformaciones fg y gf.

Las matrices de las transformaciones tienen las siguientes formas:
1 1 0 0 1 1
Ar=10 1 1]B;=(1 0 1
1 0 1 1 1 0

Al calcular los productos de estas matrices se obtiene:

1 1 0h/0 1 1 1 1 2
AfBy = <0 1 1) <1 0 1) = <2 1)
1 0 1/\1 1 0 1 2 1

[N

0 1 1\\/1 1 O 1 1 2
ByAf = <1 0 1) <0 1 1) = <2 1 1)
1 1 0/\1 0 1 1 2 1

Nucleo de una transformacion lineal

Sea f una transformacion de U en V. el nucleo de la transformacion lineal f es el
conjunto de todos los vectores u de U tales que f(u) = @ es decir:
Nuc(f) ={u/u eUy f(u) =0,0 €V}
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Ejemplo
Sea f: R? — R? una transformacion lineal f(3,2) = (0,0) y f(1,3) =u # 0
determinar el nucleo de f.

Se comienza por establecer la combinacién lineal con un vector (a, b).

(@b) = a(3,2) +B(13) = {23;:3%::2

1
a= 7 (3a—b)
B =- ; (2a — 3b)
De aqui se dice que:
1 1
f((a,0) = af (3.2) + Bf((1,3)) = 5 (Ba—b)(0,0) - 5 (2a - 3b)(x,y)

1
= = (2xa — 3xb, 2ya — 3yb)

De esta manera, encontramos el nucleo asi:

{2xa—3xb=0
2ya—3yb =0
2a—3b=0 _
{Za_3b20=>2a 3b=0

Es claro ver que el nucleo de f es una recta del plano XY que pasa por el origen.

Ejemplo
Determine una transformacion lineal f: R? — R? cuyo nucleo sea la recta
3x+2y=0.
Nuc(f) = {(x,y) / 3x + 2y = 0}
Entonces la transformacion lineal f: R? — R?seria.

f((x,y)) = Bx +2y,3kx + 5ky).k # 0
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Ejemplo

1 -1
-2 2

f:Q(2,2) — Q(2,2) La transformacion lineal definida por f(A) = MA Encontrar una

Sea Q(2,2) el espacio vectorial de matrices 2 x 2 sobre R y M( ) . Sea

base y la dimension del nucleo.

Teniendo en cuenta la definicidon de nucleo, se tiene:
Nuc(f) ={A€Q(2,2)/ f(A) = 0,0 € O(2,2)}
_(a b1 —1\fa b\ _(0 O
N (c d)(—z 2 )(c d)_(o 0)

Resolviendo el sistema de ecuaciones se llega a:

vaet) =2 3)5 =)

c

BaseNuc(f) = {(} 8),(8 1)}
Por tanto Dim Nuc(f) = 2

Rango de una transformacion lineal

Dada una transformacion lineal f de U en V, donde U es un espacio vectorial de
tipo finito, se denomina rango de f, y se representa Rang(f) a la dimensién del

Subespacio vectorial imagen.

Teniendo en cuenta la anterior definicion es facil ver que el rango de la
transformacién no puede exceder a la dimension es decir:
Rang(f) < DimU
También es posible afirmar que:
Rang(f) = DimU — Dim Nuc(f)
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Ejemplo
Sea f:R? — R3 tal que f(u,) = 2v; + v, — v3, f (u,) = —v; — 3v, + 2v; donde
{u,,u,} forman una base para el conjunto R? y (v, v,, ;) una base para el
conjunto R3. Determinar la imagen del vector u = (2,1)

fw) =fQRuy +uy) =2f(wy) + f(uy) = 22y + v, —v3) + (—v; — 3V, + 2v3)

= 3171 _UZ
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